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琼 。 博 普 蒂 斯 特 ， 约瑟夫。 傅立叶 (Jean Baptiste Joseph 
Fourier ,1768 年 3 月 21 日 一 1830 年 5 月 16 日 ) 是 19 世纪 法 国 数 
学 家 和 数学 物理 学 家 ,他 的 工作 对 数学 和 物理 学 产生 了 很 大 影响 。 
在 数学 上 ,他 迈 出 了 19 世纪 第 一 大 步 ,而 且 是 真正 极为 重要 的 一 
步 ;在 物理 学 方面 ,他 的 理论 和 方法 几乎 渗透 到 近代 物理 学 的 所 有 . 
部 门 ,支配 了 整个 数学 物理 学 。 开尔文 勋 表 威 廉 。 汤姆 森 (Wiliam 
Thomson ,1824 一 1907) 自 称 傅立叶 关于 热 的 工作 影响 了 他 在 数学 
物理 学 方面 的 全 部 经 历 。 

对 于 这 样 的 大 师 级 科学 家 ,后 人 本 无 权 妄 加 评论 (除非 他 也 是 
大 师 或 更 高 一 级 的 大 师 ), 然 而 ,鉴于 人 们 长 期 对 傅立叶 的 成 就 看 
法 不 尽 一 致 ,所 以 ,我 们 转述 数学 史家 拉 维 蒋 (J. R. Ravets) 和 人 属 拉 
天 - 吉 尼斯 (I Grattan-Guinness) 的 一 段 话 ,也 许 于 读者 不 无 神 益 : 
“由 于 人 们 仅仅 只 注音 傅立叶 级 数 和 傅立叶 积分 这 两 个 结果 ,并 在 
评价 它们 的 推导 时 使 用 了 不 合 时 代 的 严格 性 标准 ,所 以 长 期 把 傅 
立 叶 的 主要 成 就 史 给 搞 混 了 。 我 们 最 好 把 傅立叶 的 主要 成 就 理解 
为 这 样 两 个 方面 :第 一 ,把 物理 问题 的 公式 化 表示 当 作 线性 偏 微分 
方程 的 边 值 问 题 来 处 理 , 这 种 处 理 ( 连 同 他 在 单位 和 量 纲 方面 的 工 
作 ) 使 理论 力学 扩展 到 牛顿 4 原理 ?所 规定 的 范围 以 外 的 领域 ;第 
二 ,他 为 这 些 方程 的 解 所 发 明 的 强 有 力 的 数学 工具 ,这 些 工具 产生 
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了 一 系列 派生 物 ,并 且 提出 了 数学 分 析 中 那些 激发 了 19 世纪 及 其 
以 后 的 许多 第 一 流 工作 的 问题 >。 拉 维 茨 和 格拉 顿 - 吉 尼斯 撰写 的 
傅立叶 传记 可 在 吉利 斯 皮 (Charles Coulston Gilispie ) 主编 的 《科学 
传记 辞典 》(Dietionary of Scientific Bivgraphy,Charles Scribner’s Sons, 
1970) 第 5 卷 第 93 一 99 页 找到 。 对 傅立叶 更 祥 尽 的 研究 , 见 他 们 二 
人 合作 的 成 果 《 约 瑟 夫 。 健 立 叶 : 1768 一 1830》(Joseph Fourier 
1768 一 1830 ,Cambridge University Press,1972) 。 

本 书 是 傅立叶 的 代表 作 , 集 中 反映 了 他 在 数学 和 物理 学 方面 
所 作 的 重要 贡献 ,被 公认 为 数学 经 典 文献 之 一 。 麦 克 斯 韦 (Clerk 
Maxwell,1831 一 1979) 称 赞 这 本 书 是 ”一 首 伟大 的 数学 诗 ”。 原 书 以 
Théorie Analytique de la chalear 为 书 名 于 1822 年 以 法 文 出 版 。 汉 译本 
根据 亚 里 山大 ， 弗 里 曼 (Alexander Freeman) 的 英 译本 译 出 。 弗 里 
曼 在 英 译 本 中 加 了 一 些 脚注 和 章节 末 注 ,并 以 脚注 形式 收入 了 英 
国学 者 罗伯特 。 莱 斯 利 、 埃 利 斯 (Robert Leslie Ellis) 在 研读 这 部 著 
作 时 所 作 的 页 边 注 。. 这 些 我 们 都 仍 按 英 译本 形式 译 出 ,并 以 注 者 姓 
名 的 首 字母 区 别 。 汉 译 者 所 加 的 少量 说 明 性 注释 以 “ 译 者 ” 标 出 , 附 
在 书 末 的 人 名 索引 是 译 者 为 方便 读者 使 用 而 加 的 。 

傅立叶 的 这 部 著作 距 今 近 二 个 世纪 , 英 译本 也 离 现 在 有 一 百 
多 年 了 。 一 些 今天 已 经 严格 确定 的 数学 术语 在 当时 却 用 得 比较 随 
便 .其 间 语 言 变 化 也 很 大 ,如 书 中 分 号 的 使 用 就 与 现在 颇 为 不 同 ， 
傅立叶 本 人 亦 有 很 高 的 文学 素养 ,这 些 都 给 翻译 带 来 一 定 的 困难 。 
我 们 力图 保持 原 书 风格 ,但 限于 译 者 水 平 ,不 妥 之 处 在 所 难免 ,县 
祈 读 者 批评 指正 。 

本 书 的 翻译 得 到 不 少 学 者 和 朋友 的 帮助 。 英 国米 德尔 塞 克 斯 
综合 工艺 大 学 数学 史家 工 格拉 顿 - 吉 尼斯 教授 帮 我 解决 了 几 个 难 
题 ,并 且 为 汉 译 本 提出 了 建设 性 的 意见 ,尽管 由 于 条 件 所 限 我 无 法 
实施 这 些 意 见 。 书 中 的 拉丁 文 得 到 天 主教 中 南 神 哲 学 院 陈 定 国 先 
生 的 帮助 。 中 国人 民 大 学 哲学 博士 崔 延 强 先生 帮 我 译 出 了 -- 段 希 
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腊 文 。 在 数学 方面 ,华中 师范 大 学 的 赵 东 方 、 江 胶 宁 和 何 穗 三 位 先 
生 以 及 武汉 大 学 博士 蹇 明 先 生 等 给 予 了 不 少 帮助 。 注 文中 的 法 文 
得 到 了 李 登 福 先生 的 帮助 .没有 这 些 僚 慨 帮助 ,我 是 很 难 顺利 了 却 
这 桩 译 事 的 , 谨 在 此 一 并 致谢 。 

最 后 ,我 要 感谢 我 的 妻子 叶 先 桃 ,她 使 我 得 以 全 身心 地 投 于 译 
事 , 并 为 译 稿 提 出 了 不 少 有 益 的 建议 。 我 顺便 向 我 的 女儿 桂 玉 涛 至 
以 谢意 ,因为 在 我 要 她 做 作业 时 她 常常 坚持 我 也 得 “做 作业 ”。 


桂 质 亮 


1992 年 12 月 
于 武昌 桂子 山 
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在 准备 傅立叶 论 热 的 这 部 著名 论著 的 英 译本 时 , 译 者 忠实 地 
以 法 文 原版 为 依据 。 不 过 他 还 是 加 了 -- 些 简短 的 脚注 ,其 中 可 以 找 
到 傅立叶 和 现代 作者 在 这 一 论题 上 的 其 他 文献 :这 些 嘟 注 以 译 者 
姓名 词 首 字 母 E.A. 标 出 。 以 R.L.E. 标 出 的 注释 取 自已 故 的 二 一 
学 院 研 究 员 罗 伯 特 ， 莱 斯 利 ， 埃 利 斯 (Robert Leslie Ellis) 以 前 所 拥 
有 的 这 部 著作 页 边 上 的 铅笔 笔记 ,现在 这 本 书 为 圣 约翰 学 院 所 有 。 
译 者 原来 希望 能 在 这 部 论著 之 前 加 一 个 有 关 傅 立 叶 生 平 的 传记 ， 
对 他 的 著作 作 些 说 明 ; 但 是 意外 情况 使 这 个 愿望 未 能 得 以 实现 . 拟 
议 中 的 传记 最 终 未 能 随 现在 这 部 著作 同时 问世 。 
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补遗 ”威廉 ， 汤姆 森 (W. Thomson) 狠 十 所 撰写 的 一 篇 署名 为 N.N 的 论 
文 “ 论 线性 热 运动 ,第 二 部 分 ”(im be linear morion of heat，Part 人 1) 可 以 在 《剑桥 数 
学 学 报 六 Cembridoe Matheratical Journal) 第 3 卷 第 206 -211 页 中 和 在 作者 文集 的 
第 一 卷 中 找到 。 它 考查 在 一 个 平面 所 界定 的 无 穷 回 体 中 一 种 任意 的 热 分 布 可 
以 由 某 种 以 前 的 分 布 通过 -- 段 时 间 的 传导 而 产生 所 服从 的 条 件 。 一 一 A.F. 


绪论 ee 
第 一 章 导 言 
第 一 节 ”本 著作 目的 的 表述 


下 本 理论 研究 的 目的 … nn 

2 -10. 各 种 例子 , 环 ,立方 体 , 球 ,无 穷 楼 柱 ; 任 一 点 的 变化 温度 都 是 
坐标 和 时 间 的 一 个 函数 。 单 位 时 间 内 过 固体 内 一 已 知 面 的 热量 
也 是 历经 时 间 和 确定 这 个 面 的 形状 和 位 和 的 那些 量 的 一 一 个 函 
数 。 本 理论 的 目的 就 是 要 发 现 这 些 函 数 eennensnn 16 

由. 必须 观察 的 三 个 特殊 要 素 是 热 容量 , 自 执导 率 或 渗透 率 , 外 热 导 
率 或 宕 适 率 。 表 示 它 们 的 系数 最 初 可 看 作 是 与 温度 无 关 的 常数 …… 19 

12. 地 球 温 度 问 题 的 首次 表述 ns ， 

13 一 15. 理论 应 用 的 必要 条 件 。 实 验 目的 ………… 

16 一 21. 从 一 个 面 的 同一 点 所 逃逸 的 热 儿 射线 没有 相同 的 强度 ， 每 
一 条 辆 射线 的 强度 与 这 条 射线 的 方向 和 这 个 面 的 法 线 所 成 夹 
角 的 余弦 成 正比 。 关 于 热学 问题 的 对 象 和 范围 以 及 关于 一 般 分 


外 在 本 目录 中 ,左边 的 序号 表示 每 一 段 的 目 数 ,每 -- 段 提示 这 些 目 所 处 理 的 问 
题 。 右 边 的 数字 表示 每 段 第 一 目的 起 始 页 码 。 


Xiv 
析 与 自然 研究 之 关系 的 若干 注 记 有 考 订 pe 22 
第 二 节 一 般 概念 和 初始 定义 


22 一 24. 水 恒温 度 ,温度 计 .0 所 表示 的 温度 是 溶 冰 温 度 , 在 已 知 压力 
下 一 已 知 容器 中 的 沸水 温度 用 1 来 表示 … 人 
25. 生生 生生 站 于 让 全 请 作 定 质 量 的 冰 所 需要 的 热 。…… 
26. 比 热 pe or 
27 一 29. 由 体积 增生 或 由 附 名 热量 所 请 芝 的 记 度 。 、 此 处 内 注 守 体积 
增 量 与 热量 增 最 成 正比 的 情况 。 这 个 条 件 在 液体 中 -- 般 不 成 
立 ; 对 于 其 温度 与 引起 状态 变化 的 温度 大 不 相同 的 固体 , 它 显 
然 成 立 … 
30. 外 热 导 率 的 概念 … 
31, 我 们 开始 可 以 把 失掉 的 热量 看 作 是 与 温度 成 正比 的 。 这 个 命题 
只 在 -- 定 的 温度 界限 内 成 立 TET 28 
32 一 35. 耗 散 到 介质 中 去 的 热 由 几 部 分 组 成 。 这 种 作用 是 复合 和 可 
变 的 。 光 热 … 
36. 外 热 导 素 的 量度 … 
37. 自 热 导 率 的 概念 。 这 个 注 也 可 以 在 让 从 中 观 案 到 。 
38,39. 温度 平衡 。 这 个 作用 与 接触 无 关 … a 
40 一 49. 辐射 热 和 在 真空 中 所 建立 的 平衡 的 初始 概念 ; 热 辐射 线 的 
反射 原因 或 它们 在 物体 中 保持 的 初始 概念 ;内 分 子 间 传递 方式 
的 初始 概念 ;规定 所 发 射 的 辐射 线 强度 的 规律 的 初始 概念 。 这 
个 规律 不 为 热 的 反射 所 干扰 
50,51. 反射 热 的 作用 的 初始 概念 … 
52. -56. 关于 热 的 静态 性 质 和 动态 性 质 的 注 记 . 它 是 弹性 原理 .气流 
体 的 弹力 精确 指示 它们 的 温度 …… 


第 三 节 热传导 原理 


57 一 59. 当 同 一 固体 的 两 个 分 子 挨 得 极 近 且 温度 不 等 时 , 较 热 分 子 


XY 


就 传 给 次 热 分 子 一 定 的 热量 ,这 个 量 严 格 册 时刻 的 长 度 、 极 小 

温差 和 这 两 个 分 子 距离 的 某 个 函数 的 积 来 表示 … en 9 
60. 当 一 个 受热 物体 被 放 到 较 低温 度 的 气态 介质 中 时 , 它 在 第 一 时 

刻 失去 一 定 的 热量 ,在 开始 的 研究 中 ,这 个 量 可 以 看 作 是 与 表面 

温度 超过 介质 温度 的 超出 量 成 正比 的 一 …………………… ep dT 
61 一 64. 前 面 两 且 所 阐明 的 命题 以 若干 观察 为 基础 。 该 理论 的 主要 

目的 就 是 要 发 现 这 些 命题 的 所 有 精确 结论 。 这样, 通过 把 计算 

结果 和 很 精确 的 实验 进行 比较 ,我 们 就 可 以 测量 系数 的 变化 …*…… 41 


第 四 节 均 习 热 运动 和 线性 热 运 动 


65. 包含 在 两 个 保持 固定 温度 的 平行 平面 之 间 的 无 穷 固 体 的 水 恒温 
度 由 方程 (一 a)e== (5 一 a)z 来 表示 ;a 和 2 是 这 两 个 极 平面 的 温 
度 ,e 是 它们 的 距离 :是 与 下 平面 的 距离 为 = 的 截面 的 温度 … 

66,67. 热流 量 的 概念 和 量度 

68 ,69. 自 热 导 率 的 量度 … 

70. 关于 热 的 直接 作用 延伸 一 段 明显 距离 的 情况 的 注 记 

71， 上 平面 受 空气 作用 时 同 一 固体 的 状态 PT 

线性 热 运动 的 - - 般 条 件 oseoosoeovioviosv 


第 五 节 细 棱 柱 中 永恒 温度 的 规律 
73 一 80. 棱柱 中 的 线性 热 运动 方程 。 这 个 方程 的 各 种 推论 ……*………*… 52 
第 六 节 闲 空间 的 加 热 
81 一 84. 包围 由 一 个 保持 温度 " 的 面 所 加 热 的 空间 的 固体 边界 的 终 


极 温度 由 下 述 方程 


烛 
由 一 有 一 《oa 一 0 十 万 
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来 表示 ,的 值 是 号 ( 生 + 红 十 务 ),m 是 内 部 空气 的 温度 wn 是 
外 部 空气 的 温度 .0.4. 有 1 分 别 测量 受热 而 0、 边界 s 的 内 表面 和 


外 表面 等 的 穿 透 率 e 起 过 办 的 厚度 .是 它 的 自 热 导 率 
60 


85,86. 上 述 方程 的 几 个 值得 注意 的 推论 …*………… 
87 一 91. 使 一 个 以 几 个 连续 壳 层 来 避免 其 表面 与 外 部 空 


体 保持 不 变温 度 的 必要 热量 的 量度 。 这 些 面 的 分 离 的 一 些 值得 


注意 的 作用 。 这 些 结果 适用 于 许多 不 同 的 问题 
第 七 节 三 维 的 均 习 热 运动 


92. 93. 包围 在 六 直角 平面 中 的 固体 的 永恒 温度 由 方程 
r=A+artWy+ez 
来 表示 。z,y,z 是 温度 为 "的 任 一 点 的 坐标 ;4,a,b,c 是 常数 ,如 果 
极 平面 由 任 一 原因 保持 满足 上 述 方程 的 固定 温度 ,那么 所 有 内 
部 温度 的 终极 系统 就 由 这 同 一 个 方程 表示 
94,95. 这 种 棱柱 中 的 热流 量 的 量度 


第 八 节 在 已 知 国体 的 一 个 已 知 点 的 热 运动 的 量度 
96 一 99. 假定 固体 温度 的 变化 系统 由 方程 * 一 A(r,y,z,t) 来 表示 ,这 
里 +» 表示 我 们 在 历经 时 间 ! 之 后 在 坐标 为 x,y,z 的 点 所 观察 
到 的 变化 温度 。 六 疾 轩 林内 一个 忆 知 太 向 上 站 流量 的 解析 者 达 

100. 上 述 定理 对 函数 是 。-"coszeosycosz 的 情况 的 应 用 
第 二 章 。“” 热 运动 方程 

第 一 节 环 中 变化 的 热 运动 方程 


101 一 105. 环 中 的 变化 热 运动 方程 由 方程 


58 


。 62 


Xxvii 


dn Kk dr A 


d Ta CDS” 
来 表示 。 强 测定 一 个 截面 与 原点 0 的 距离 ;> 是 该 截面 在 历 
经 时 间 (! 之 后 所 得 到 的 温度 ;KK,C,D 必 是 特定 的 系数 js 是 该 截 
面 的 面积 , 环 由 它 的 旋转 所 产生 ;是 该 截面 的 周 长 … 
106--110. 处 于 等 距离 的 各 点 的 温度 由 一 个 循环 级 数 的 各 个 项 来 表 
示 。 对 三 个 相 邻 点 的 温度 ws,m 的 观察 给 出 比值 大 的 大 小 : 


我 们 有 一 =g,w2 一 go 十 1 二 0， 和 让 = (ey. 4 是 两 个 
和 上 之 间 的 商 logw 是 w 的 两 个 全 中 某 一 个 的 以 10 为 底 


的 对 数 。 


2 


“0 81 


第 二 节 实心 球 中 变化 的 拆 运 动 方程 


111 一 113.z 表 示 任 一 党 层 的 半径 时 球 中 的 热 运动 方程 由 方程 
do _Kdv, 2 血 ) 


凶 = 而 ( 乱 + 地 


E 。 oreoeeesesseeeearoreon sennne eeoeeeeoeeeeeoesroveeseseeoseeeene sense 84 
114 一 117. 与 表面 状态 有 关 的 条 件 和 与 固体 初始 状态 有 关 的 条 件 ……*… 85 


第 三 节 实 圆柱 中 变化 的 热 运 动 方 程 


118 一 120. 国体 的 温度 由 三 个 方程 确定 ;第 一 个 与 内 部 温度 有 关 ,第 
二 个 表示 表面 的 连续 状态 ,第 三 个 表示 固体 的 初始 状态 …*…*…*… 88 


第 四 节 无 穷 长 实 棱柱 中 变化 的 热 运动 方程 


121 一 123. 固定 温度 系统 满足 方程 
从 十 四 
十 蜂 + 蛇 一 0 


i 本 90 


XV 这 


124,125. 与 表面 状态 有 关 且 与 第 -一 个 截面 状态 有 关 的 方程 ………*……… 


第 五 节 实 立 方 体 中 变化 的 热 运动 方程 


126 一 131. ed = 个 方程 确定 ;第 一 个 表示 内 部 状态 ， 


第 二 个 与 表面 状态 有 关 , 第 三 个 表示 初始 状态 
第 六 节 国体 内 热传导 的 一 般 方 程 


132 一 139. 不 变温 度 由 线性 方程 
+ 二 4 一 一 扣 一 性 
来 表示 时 包围 在 六 直角 平面 之 间 的 固体 的 均匀 热 运 动 性 质 的 
初步 证 明 。 这 些 温度 不 可 能 变化 ,因为 固体 每 一 点 所 得 到 的 热 
和 它 放出 的 热 一 样 多 。 在 单位 时 间 内 过 与 = 轴 成 直角 的 一 个 平 
面 的 热量 在 该 平面 所 经 过 的 这 个 灿 的 任 一 点 上 都 是 相同 的 。 


这 个 共同 热流 量 的 值 就 是 系数 。 和 4 为 0 时 所 出 现 的 值 ……… 


141. 任 一 国体 内 这 个 热流 量 的 解析 表达 式 。 由 于 温度 方程 是 
"=J(z.yia ,所 以 函数 一 Ko 皇 表 示 在 时 刻 也 之 内 ,在 坐标 为 


14 


呆 


,yz, 且 在 历经 时 间 ! 之 后 其 温度 为 ”的 点 上 经 过 一 个 与 = 轴 


垂直 的 无 穷 小 面积 。 的 热量 ， 
142 一 145. 不 难 从 前 述 定理 导出 热 运动 的 一 般 方程 , 即 


do _K dv dp A) oo 


com tot 参 - 
第 七 节 与 表面 有 关 的 一 般 方程 


146 一 154. 证 明 在 空气 中 冷却 的 一 个 物体 表面 上 点 的 变化 温度 满足 


方程 


de de dr kh 
mt 亩 十 下 十 大 9 一 0 mr+ndyt plz=0 


93 


96 


… 100 


103 


是 形成 这 个 固体 边界 表面 的 微分 方程 ,9 等 于 Gm? 十 z? 十 F) 圭 。 
为 了 发 现 这 个 方程 ,我 们 考虑 形成 这 个 固体 边界 外 壳 的 一 个 
分 子 , 我 们 表示 这 个 基 元 的 温度 在 一 个 无 穷 小 时 刻 内 不 发 生 
一 个 有 限量 的 变化 这 样 一 个 事实 。 这 个 条 件 成 立 ,并 在 介质 的 
正常 作用 在 很 短 时 刻 内 产生 后 仍然 成 立 。 可 以 对 外 这 的 这 个 
基 元 给 定 任意 一 种 形式 。 分 子 由 和 矩形 截面 组 成 的 情况 提供 几 


个 值得 注意 的 性 质 。 在 基本 平生 流 种 相生 年 伯 铺 吕 下 


这 个 方程 显然 成 立 “ 


第 八 节 一 般 方程 的 应 用 


155,156. 在 把 一 拱 廊 各 (4 本 用 到 问 村 和 对 的 请 可 和 本 对 ;我 们 短 


到 和 本 章 第 3 节 和 第 2 节 一 样 的 方程 
第 九 节 ”一 般 注 记 


157 一 162. 对 进入 热 理论 的 所 有 解析 表达 式 的 量 r,t,*,K,h,C,D 的 
性 质 的 基本 考虑 。 每 一 个 这 样 的 量 都 有 一 个 或 与 长 度 ,或 与 时 


ron 人 


变化 而 得 到 
第 三 章 ”无 究 矩 形 固体 中 的 热传导 


第 一 节 问题 的 表述 


163 一 166. 包含 在 温度 保持 0 度 的 两 个 平行 的 无 穷 边 之 间 的 一 块 算 


形 油 片 的 恒定 温度 由 方程 合十 党 一 0 来 表示 … 


167 一 170. 如 果 我 们 考虑 与 横 截 边缘 距离 很 远 的 薄片 的 状态 ,那么 
坐标 为 mn,y 和 x2,y 的 两 点 的 温度 比 随 y 值 的 增加 而 变化 ; 同 


Xix 


… 113 


… 116 


… 120 


Xx 


时 = 和 z 保持 它们 各 自 的 值 不 变 . 这 个 比 有 一 个 极限 , 它 愈 来 

愈 趋 近 于 它 , 并 且 当 ?无穷 时 , 它 由 的 一 个 函数 和 ? 的 一 个 

函数 的 积 来 表示 。 这 个 注 记 足 以 揭示 ”的 一 般 形式 , 即 
es 一 1 

不 难 确定 热 运动 在 薄片 中 是 怎样 发 生 作 用 的 122 


第 二 节 热 理论 中 使 用 三 角 级 数 的 第 一 个 例子 


171--178. 方程 
1 一 acosz 十 pcos3z 十 ccos5z 十 dcos7z 十 … 
中 的 系数 研究 。 由 此 我 们 得 到 


oe ED 
=I 


或 


王 一 cosr 一 工 cos3z 十 二 cos5z 一 工 cos7z 十 ee 126 
4 3 5 7 


第 三 节 对 这 些 级 数 的 若干 注 记 


179 一 181. 为 了 求 得 构成 右边 级 数 的 值 ,假定 项 数 限 制 在 m 个 之 内 ， 
这 个 级 数 成 为 -和 m 的 一 个 函数 。 这 个 函数 根据 m 倒数 的 三 
而 展开 ,并 且 令 m 是 无 穷 的 i 
182 一 184. 同一 过 程 适用 于 几 个 其 它 的 级 数 … 
185 一 188. 给 出 + 和 m 的 这 个 函数 值 的 前 一 个 展开 式 中 ,我 们 严格 


确定 把 从 一 个 已 知 项 开始 的 所 有 项 的 和 都 包含 在 内 的 界限 ……… 139 
189. 建立 级 数 
= 一 D3 利于 est = 


第 四 节 通 解 


190,191. 矩形 片 中 热 运动 的 解析 表达 式 ;可 以 把 它 分 解 成 简单 运动 
192 一 195. 边 与 基底 平行 或 垂直 的 边界 或 边 的 热量 测量 。 热 流量 的 

这 个 表达 式 足以 检验 解 PTET 
196 一 199. 解 的 推论 。 必 须 把 这 个 矩形 片 看 作 是 构成 一 个 无 穷 平面 


的 一 部 分 ; 解 表示 这 个 平面 所 有 点 的 永 便 温 麻 


200 一 204. 证 明 所 提出 的 问题 不 可 能 有 不 同 于 我 们 刚才 所 表述 的 其 


它 解 … 
第 五 节 ”和 解 的 结果 的 有 限 表 达 式 


205,206. 因此 坐标 为 和 ?* 的 矩形 片 的 一 点 的 温度 表示 成 


Tgre. tang (LR ee 


2 Re 
第 六 节 ”任意 函数 的 三 角 级 数 展开 


207 一 214. 通过 确定 下 述 无 穷 数目 的 方程 中 未 知 数 的 值 所 得 到 的 展 
开 式 ， 
4 一 a 十 2 5 十 4 c 十 4d 十 …， 
B 一 ao 十 230 十 33c 十 43d 十 … 
C 一 a 十 26 十 3sc 十 454 十 ……， 
站 一 十 220 十 37c 十 47d 十 …， 


为 了 解 这 些 方程 ,我 们 先 假定 方程 数目 为 m, 未 知 数 4,6,c,d， 
… 的 数目 只 有 m, 同 时 略 去 所 有 的 后 继 项 。 这 些 未 知 数 因数 m 
的 某 个 确定 值 而 确定 ,并 且 这 些 系数 值 所 不 断 趋 近 的 极限 因 
而 被 求 出 ;这 些 极限 是 必须 确定 的 一 些 量 。m 无 穷 时 4a,6,c,d， 


147 


“149 


* 153 


Xxxii 
215,216. 以 
asinz 十 jsin2z 十 csin3z 十 sin4z 十 … 

的 形式 展开 的 函数 %z) , 先 假定 它 只 含 了 的 奇 次 赛 ……… 
217,218. 同一 展开 式 的 不 同 表 达 式 。 对 函数 一 * 的 应 用 … 
219 一 221. 任 一 函数 wz) 可 以 

ausinz 十 azsin2z 十 assin3z 十 … 十 asinir 十 … 
fe 
的 形式 属 开 , 一般 系数 的 值 是 之 | ent(z)sinir, 由 此 我 们 导 
出 很 简单 的 定理 


oT) sinr | dubla)sinatsin2r+ | dab(o)sin2n 
ve JJ 


十 sin3z 六 aasnse+…， 
因此 也 (7) 一 vsiniz 六 ao seer 171 
222,223. 定理 的 应 用 :由 它 导 出 值得 注意 的 级 数 


RE 4 3 
T= 3sinz 十 了 sin4z 十 避 7sin7z 十 了 gsin9z 十 


oo 175 


224,225. 关于 函数 以 三 角 级 数 展 开 的 第 二 个 定理 : 
了 vn) -= Dy cosiz 站 dacosiap( a) 。 


应 用 :我 们 由 此 导出 值得 注意 的 级 数 


1 ，_ 上 _ ecos2r cos41_ cos6z 
4 1 .335 57 


226 一 230. 上 述 定 理 可 应 用 于 不 连续 消 数 ,并 且 解 决 以 丹尼尔 。 伯 
努 利 在 振 弦 问题 中 的 分 析 为 基础 的 问题 .如 果 我 们 对 z 赋 子 -- 
个 大 于 0 小 于 a 的 量 .那么 级 数 


sinr versina+ 去 sin2z versin2a+ 寺 sn3z versin3a 十 … 


的 值 是 子 :如 果 + 是 包含 在 4 和 子 4 之 间 的 任 一 个 量 ,那么 这 
个 级 数值 是 0。 对 其 它 值得 注意 的 例子 的 应 用 ;一 部 分 过 程 重 


XXiii 


' 合 而 其 它 所 有 部 分 不 同 的 曲线 和 曲面 … 
231 一 233. 任 一 函数 F(z) 可 以 


qicosT 十 azcos2z 十 ascos3z 十 … 
rw=4+t| } 
加 sinz 十 jzsin2z 十 jasin3z 十 … 
的 形式 展开 ,其 中 每 个 系数 都 是 一 个 定 积分 。 我 们 一 般 有 
2r4= 广 azp(z)， mm 一 六 areoeme， 
和 b= 让 dzp(z)sinir。 


因此 我 们 建立 一 般 定理 
2rF(z) = Dcosiz 信 ”uaF(a)cosia + siniz 人 daF (x)sinia) 
或 
2zF(z) = De 的 daF (a)cos(iz — ia), 


这 个 定理 是 我 们 分 析 的 主要 基础 之 一 oo 186 
234, 必须 把 与 包含 在 一 + 到 十 + 之 间 的 = 值 相对 应 的 F(x) 的 值 看 作 

是 完全 任意 的 。 我们 也 可 以 对 z 选择 任 一 界限 
235. 关于 运用 三 角 级 数 展开 式 的 若干 注 记 ……*…*………。 


第 七 节 ”对 实际 问题 的 应 用 


236 ,237. 机 相间 人 函数 所 表示 时 ， Nd 
的 表达 式 … ee 000 196 


第 四 章 。“ 环 中 线性 的 和 变化 的 热 运动 
第 一 节 问题 的 通 解 


238 一 241. 我 们 要 考虑 的 变化 运动 由 一 些 简单 运动 组 成 。 在 每 一 个 
简单 运动 中 温度 保持 它们 的 初始 比 不 变 ,并 且 , 作 为 其 方程 为 


xxiv 


?一 4"e “的 条 曲线 的 纵 坐 标 ,它们 随时 间 而 降低 ， 一般 表 

达 式 的 建立 pp 
242 一 244. 对 一 些 值得 注意 的 例子 的 应 用 。 解 的 各 种 推论 … 
245,246. 温度 系统 迅速 向 由 积分 的 第 一 部 分 所 表示 的 一 个 常规 状 

态 和 终极 状态 收敛 。 这 时 无 论 直径 位 置 如 何 ， 直 径 上 相对 的 两 

点 的 温度 和 相同 。 它 等 于 平均 温度 。 在 每 - -个 简单 运动 中 , 贺 

周 被 等 距离 的 点 所 划分 。 除 第 … 个 部 分 运动 外 ， 所 有 其 它 部 分 

运动 都 逐渐 消失 ， 一 般 地 ， 计 本 牛 轴 从中 万分 市 交 妇 时 种 

初始 状态 无 关 的 正常 分 布 … 2 207 


第 二 节 分 离 物 体 之 间 的 热传导 


247 一 250. 两 个 物体 之 间 的 热传导 。 变化 温度 的 表达 式 。 对 测量 热 导 

率 系数 值 的 注 记 … ee oo 9211 
251 一 255. 排列 在 一 条 直线 上 的 分 和 掀 休 之 问 的 热传导。 每 个 物 

体 的 变化 温度 的 表达 式 ;我 们 把 它 作 为 历经 时 间 , 测 量 热 导 率 

的 系数 、 dan ei 三 者 的 一 个 函 

数 而 给 出 … es 
256,257， 这 个 解 全 得 注意 的 几 个 推论 
258. 对 物体 数目 无 穷 的 情况 的 应 用 
259 一 266. 排列 成 圆 形 的 几 个 分 离 物体 之 间 的 热传导 。 适 合 于 这 个 

和 问题 的 微分 方程 ;这 些 方程 的 积分 。 每 一 个 这 样 的 物体 的 变化 

温度 被 表示 成 测量 热 导 率 的 系数 、 自 传导 开始 的 时 刻 起 所 历 

经 的 时 间 、 以 及 作为 任意 的 所 有 初始 温度 这 三 者 的 一 个 函数 ; 

但 是 为 了 完全 确定 这 些 函 数 ,必须 施行 系数 消 元 ……………………… 
267 一 271. 包含 这 些 未 知 量 和 已 知 初始 温度 的 方程 的 系数 消 元 “………… 
272,273. 通 解 的 建立 ;结果 的 解析 表达 式 … 
274 一 276. 这 个 解 的 应 用 和 推论 … 
277,278. 考察 假定 数 "为 无 穷 的 情况 。 我 们 得 到 与 第 241 目 和 234 

目 定理 所 表述 的 固体 环 有 关 的 解 。 我 们 因此 确定 我 们 为 解 与 连 
续 物 体 有 关 的 方程 所 运用 的 分 析 起 点 … 5 


279. 前 面 两 个 结果 的 解析 表达 式 pp ein tedden Wi 
230 一 282. 证 明 环 中 的 热 运动 问题 不 可 能 有 其 它 解 。 和 + 


的 积分 显然 是 所 能 建立 的 最 一 般 的 解 。 pp 246 
第 五 章 。 “实心 球 中 的 热传导 
第 一 节 ” 通 解 


283 一 289. 首先 把 这 个 固体 中 两 点 的 变化 温度 比 看 作 是 对 一 个 确定 
极限 的 连续 逼近 。 这 个 考虑 导致 方程 > 一 4>mee -sw ,这 个 方 


程 表示 球 中 的 简单 热 运 动 。 数 " 取 定 方 义 方程 2 二 1 一 hX 

所 给 定 的 无 穷 值 。 球 半径 由 Y 表示 ,在 历经 时 间 (之 后 温度 为 

+ 的 任 一 同心 球 的 半径 由 = 表示 :4 和 是 特定 系数 ;4 是 任 一 

常数 ， 适 合 于 揭示 定义 方程 的 性 质 及 其 根 的 界限 和 什 的 作 图 …… 251 
290 一 292. 通 解 的 建立 ;固体 的 终极 状态 
293. 应 用 于 球 因 长 期 浸没 而 加 热 的 情况 …… 


第 二 节 对 解 的 各 种 注 记 
294 一 296. CL 与 全 很 人 的 于 有 关 和 与 作 于 的 作 氏 人 和 有 关 的 缚 虹 


298 一 300. 插 入 正在 自由 办 却 的 流体 中 的 温度 计 的 变化 温度 。 这 些 
结果 对 温度 计 的 比较 和 使 用 的 应 用 。 : 
301. 作为 历经 时 间 函 数 的 球 的 平均 温度 表达 式 
302 一 304. 对 半径 很 大 的 球 和 对 半径 很 小 的 球 的 应 用 
305. 关于 给 出 的 所 有 值 的 定义 方程 的 性 质 的 注 记 re 270 
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第 六 章 。“ 实 圆柱 中 的 热 运动 


306,307. 我 们 首先 注意 到 这 个 固体 两 点 的 变化 温度 比 连续 趋 近 于 
一 个 确定 的 极限 ,我 们 由 此 确定 简单 运动 的 表达 式 。 作 为 这 个 
表达 式 因 子 之 一 的 + 的 函数 由 一 个 二 阶 微 积分 方程 给 出 。 数 g 


进入 这 个 函数 并 必须 满足 一 个 定义 方程 ee 272 
308,309. 这 个 方程 的 分 析 。 由 代数 基本 定理 证 明 ,这 个 方程 的 所 有 
根 都 是 实 根 ee 274 


310. 变量 x 的 函数 :由 
w= 小 dcos(zW yg sinr) 


来 表示 ;在 对 + 给 定 其 完全 值 时 ,定义 方程 是 如 十 分 ==0…e…e… 277 
311,312. 由 于 函数 6(z) 的 展开 式 由 


人 
ae+e 避 二 43 二 


2.。3 
表示 ,所 以 级 数 
要 [a [2 
ot 和 十 性 -而 ra 


的 值 是 十 下 dod(t sinu) 。 

对 定 积分 的 这 种 使 用 的 注 记 ………… 
313. 变量 = 的 函数 “作为 连 分 式 的 表达 式 … 
314. 通 解 的 建立 pe 
315 一 318. 确定 系数 值 的 解析 表述 
319., 通 解 …… 
320. 解 的 推论 


第 七 章 。。 矩形 棱柱 中 的 热传导 


321 一 323. 由 热 的 一 般 性 质 和 由 固体 形状 所 确定 的 简单 运动 表达 
式 。 满 足 一 个 其 所 有 根 都 是 实 根 的 超越 方程 的 一 段 弧 * 进 入 这 
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324. 所 有 未 知 系数 都 由 定 积分 来 确定 … 
325. 问题 的 通 解 ee 


326,327. 所 提出 的 问题 不 可 能 有 其 它 解 


328,329. 棱柱 轴 上 的 点 的 温度 297 
330. 应 用 于 棱柱 很 细 的 情况 ， 298 
331. 这 个 解 表明 在 固体 内 怎样 建 和光 冯 动 dd in 
332. 应 用 于 底面 积 很 大 的 棱柱 … 0 


第 八 章 。“” 实 立方 体 中 的 热 运动 


333,334. 简单 运动 表达 式 . 一段 弧 。 进 入 这 个 表达 式 , 这 个 弧 满足 一 

个 其 所 有 根 都 是 实 根 的 三 角 方程 … 
335 ,336. 通 解 的 建立 …………… 
337. 这 个 向 题 不 可 能 有 其 它 解 … 
338. 解 的 推论 
339. 平均 温度 表达 式 
340, 立方 体 中 的 终极 热 运动 和 发 生 在 球 中 的 热 运 动 的 比较 … 
341. 对 在 第 100 目 中 所 考虑 的 简单 情况 的 应 用 


… 303 
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第 九 章 。“ 热 扩 散 
第 一 节 无穷 直 线 中 的 自由 热 运动 


342 一 347. 我 们 考虑 在 一 部 分 已 经 受热 的 一 条 无 穷 直线 中 的 线性 热 运 
动 ; 初 始 状态 由 "一 PCz) 表 示 。 下 述 定理 被 证 明 ， 


豆 Fz)= 六 acerr 三 wrcoemw。 
函数 F(z) 满 足 条 件 F(z) 二 (一 r)。 变 化 温度 的 表达 式 …*……… 313 
348. 对 受热 部 分 的 所 有 点 都 得 到 相同 初始 温度 情况 的 应 用 。 如 果 我 


xxviii 


们 对 z 给 定 一 个 包含 在 1 到 一 1 之 间 的 值 ,那么 积分 


上 singeongr 是 去 r。 
如 果 z 不 包含 在 1 到 一 1 之 间 , 那 么 这 个 定 积分 取 值 为 0 ………… 318 
349. 对 书 和 的 加 的 是 由 太 因 各 四 所 二 守 私 渤 村 状态 中 起 的 二 尼克 
应 用 pe co 318 
350. 由 积分 
f= 
1 Te 
所 表示 的 不 连续 函数 值 … di | 


351 一 353, 我 们 考虑 在 与 原点 右边 相距 z 的 初始 温度 由 "= 了 (z) 表 
示 、 与 原点 左边 相距 z 的 初始 温度 由 "一 一 f(z) 表 示 的 一 条 直 
线 中 的 线性 热 运动 . 任 一 点 变化 温度 的 表达 式 。 解 由 表示 无 穷 
直线 中 热 运动 的 分 析 导 出 “ 
354. San en 下 表 时 化 
的 表达 式 … ernestes oo 322 
355—358. 把 多 和 的 正 区 或 人 的 了 数 展开 区 换 记 定 积分 ~ ‘ee 324 
359. 证 明 下 述 定理 : 


了 f(D= ermine | dof (a)singa, 
函数 f(z) 满 足 条 件 : 


f(—7)= fT 326 
360--362. 前 述 结果 的 运用 。 由 一 般 方 程 


wn= | ua 上 dgcos(qz— ga) 


所 表示 的 定理 的 证 明 。 这 个 方程 显然 包含 在 第 234 目 所 表述 
的 方程 (1 ) 中 ( 见 第 397 目 ) ewe e000 
363. 前 面 的 解 还 表明 在 一 点 受 某 一 
变化 热 运动 … 
364. 同一 问题 也 可 以 用 另 -种 积分 形式 来 解 。 这 个 积分 的 建立 ……… 
365 .366. 解 对 于 初始 温度 为 0 的 - -个 无 穷 棱柱 的 应 用 。 值 得 注意 的 
几 个 推论 pp oe 935 


… 327 


作用 的 一 条 无 穷 直 线 中 的 


367--369. 同 一 积分 应 用 于 热 扩散 问题 。 全 


347、348 目 中 所 表述 的 解 一 致 ee 


370,371. 对 方程 


的 不 同 积分 形式 的 著 干 注 记 ceeeeeeeeene 和 seenseeenennnnnnennnnnns 


第 二 区 无 穷 国体 中 的 自由 热 运动 


372 一 376, 三 维 的 无 穷 固体 中 变化 的 热 运 动 的 表达 式 直 接 从 线性 运 


377- 


动 的 表达 式 中 导出 。 方 程 
do _ day dr ,da 


a dr Ea pa 
的 积分 解决 所 提出 的 问题 。 它 不 可 能 有 更 广义 的 积分 ; 它 也 可 
以 从 特殊 值 
导出 ,或 从 


:3 


导出 ,后 两 者 都 满足 方程 多 一 委 。 所 得 积分 的 普遍 性 建立 在 可 
看 作 自 明 的 下 述 命题 的 基础 上 。 如 果 变 量 z,y,z',t 的 两 个 函数 
满足 微分 方程 

dn dan ,dar a 

Wa dy 


且 如 果 对 于 某 个 + 值 Bd 那么 这 两 个 函数 必然 


什 等 
382. 在 只 有 -部 分 含 热 ， 其 它 所 有 部 分 的 初 色温 度 者 为 0 的 
.个 无 穷 楼 柱 中 ,开始 热 在 整个 物体 中 分 布 : 并 且 在 某 个 时 间 
区 间 之 后 这 个 辕 体 任 - 部 分 的 状态 与 初始 热 的 分 布 无 关 ， 而 
仅仅 与 它 的 量 有 关 。 最 后 结果 并 不 是 因为 这 个 物体 任 一 点 和 
受热 部 分 之 间距 离 的 增加 , 而 完全 是 因为 历经 时 间 的 增加 在 
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340 


344 


… 346 
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眼 从 于 分 析 的 所 有 问题 中 指数 都 是 绝对 数 而 不 是 量 。 我 们 不 

应 当 省 略 这 些 指数 的 那些 比 其 它 部 分 无 比 小 的 部 分 ， 而 只 能 

省 咯 其 绝对 值 极 小 的 那些 部 分 pag 
383 一 385. 同样 这 些 注 记 适 用 于 无 穷 固体 中 的 热 分 布 。 … 


第 三 节 无穷 固体 中 的 最 高 温度 


386,387. 包含 在 棱柱 一 部 分 中 的 热 自行 在 整个 物体 中 分 布 。 远 点 的 

温度 逐渐 升 高 ,达到 其 最 大 值 , 然 后 下 降 。 这 个 最 大 值 所 出 现 的 

时 间 是 距离 > 的 一 个 函数 。 这 个 函数 对 于 其 受热 点 得 到 相同 

始 温度 的 表达 式 TT 0 
sa8 -991 .与 前 面 的 疝 是 相关 亿 的 一 个 回 是 的 解 。 解 的 不 同 结果 
392 一 395， 天国 体 的 末 运动 有 分 的 

些 部 分 的 最 高 温度 … sonoresoeee eve 369 


第 四 节 积分 的 比较 


sr ne Lae -个 积分 (a). 这 个 积分 表示 环 中 的 热 运 


动 oo 372 
397， 同 一 方程 (a) 的 和 二 个 积分 (p)。 它 表示 无 穷 轩 体 中 的 线性 

热 运动 … ee "ee 374 
398. 这 个 积分 的 其 网 和 和 和 前 一 种 形式 一样 ,它们 从 

积分 (a) 导 出 oo 374 


399,400. 与 时 间 ! 的 增 宫 相对 应 的 » 值 的 第 一 个 展开 式 。 与 + 的 舌 
相对 应 的 第 二 个 展开 式 。 第 一 个 必须 包含 的 一 个 唯一 的 任意 


函数 .375 
401. pe 入 人生 生生 二 
展开 78 
402. 对 方程 
和 于 + 入 … 0 ,和 这 + 枚 =0……() 


di dr dy dei 


XXXi 


的 应 用 379 
403. 对 方程 
+- 
a 4 作 ++ 训 + 

的 应 用 nt ossnerse errs 
404. 为 建立 上 一 目的 方程 (f) 的 积分 而 对 第 361 目 定理 已 的 使 用 ， 
405. 为 建立 属于 弹性 片 的 方程 (d) 的 积分 而 对 同一 定理 的 使 用 
406. 用 一 积分 的 第 二 种 形式 … 
407. 用 以 进行 这 些 变换 的 引 理 
408. 由 第 361 目 定理 (8) 所 表示 的 定理 适用 于 任意 多 个 变量 
409. 为 建立 第 402 目的 方程 (c) 的 积分 而 对 这 个 命题 的 使 用 
410. 同一 定理 对 方程 


+ 


dt dr ,dip 
号 入 t+ 六 0 
的 应 用 
111. 振动 弹性 面 的 方程 (e) 的 积分 


412, 这 个 积分 的 第 二 种 形式 a 
413. 为 通过 取 表 示 这 些 积分 的 级 数 和 来 得 到 这 些 积分 而 对 同一 定 
理 的 使 用 。 对 方程 


的 应 用 。 在 有 限 形式 下 包含 :的 两 个 任意 函数 的 积分 
414. 当 我 们 使 用 定 积分 的 其 它 上 下 限时 这 些 表达 式 改变 形式 … 
415. 416. 用 来 证 明 一 般 方程 

AD)= 直 全 daf(a) 全 dpcos (pe— pa) eee (B) 

的 作 图 ese 400 
117. 对 a 的 积分 可 取 任 一 界限 和 5。 这些 界 限 是 与 函数 f(z) 的 存 

在 值 相对 应 的 : 值 的 界限 。z 的 每 个 其 它 值 对 f(z) 给 出 一 个 0 

结果 seesesessee ees ooeeeoseseseeeeseeveoseeeassseesssseeseiooes 

418. 同一 注 记 适用 于 一 般 方 程 


… 404 


XXXii 


f= 直人 站 daf (Weos Hl — 0) 


方程 右边 表示 一 个 周期 函数 … i 
419. 由 方程 (B) 所 表示 的 定理 的 主要 特征 在 于 :函数 符号 了 被 变换 
成 另 一 个 未 知 数 a, 且 主要 变量 z 只 在 余弦 符号 内 … 
420， 这 各 是 在 磺 量 分 析 中 风 汉 用 
421. 对 方程 号 十 生 2 :一 0 的 应 
422.1 阶 流 数 


df (7) 


的 一 般 表 达 式 eee 和 esse 和 sse 110 
423. 用 来 证 明 一 般 方程 的 作 图 .与 这 种 方程 的 范围 有 关 、 与 和 + 的 界 

限 相对 应 的 f(z) 的 值 有 关 以 及 与 f(z) 的 无 穷 值 有 关 的 推论 ……… 412 
424 一 427. 主要 在 于 用 定 积分 来 确定 在 

ab(pr) tbd( par) Heo par) 十 

的 形式 之 下 z 的 一 个 函数 展开 式 的 待定 系数 的 方法 从 代数 分 

析 基 本 原理 导出 。 与 实心 球 中 的 热 方 布 有 关 的 例子 。 从 这 种 观 

点 考察 用 来 确定 系数 的 过 程 ,我 们 就 不 难 解决 在 右边 所 有 项 

的 应 用 上 ,在 函数 的 不 连续 性 上 和 在 奇异 值 和 无 穷 值 上 可 能 

产生 的 问题 。 由 这 种 方法 所 得 到 的 方程 或 者 表示 无 穷 维 物体 

的 变化 状态 ,或 者 表示 它 的 初始 状态 。 属 于 热 理 论 的 这 些 积分 

形式 同时 表示 由 固体 所 有 点 的 作用 所 引起 的 简单 运动 的 合成 

和 无 数 部 分 作用 的 合成 … Tre CE 
428. 对 用 来 解决 热 理论 分 析 何 题 的 方法 的 用人 小- - 般 注 记 ， 
429. 对 我 们 导出 热 理 论 的 微分 方程 原理 的 几 个 -- 般 注 记 
430. 与 热 的 一 般 性 质 有 关 的 术语 
431. 所 提出 的 一 些 记 号 …*…………* 
432,433. 对 进入 热 运 动 微分 方程 的 系数 的 性 质 的 一 般 注 记 


绪 论 


初始 原因 对 于 我 们 是 未 知 的 ;但 它们 服从 简单 而 不 变 的 规律 ， 
这 些 规律 可 以 通过 观察 而 发 现 ,研究 它们 是 自然 哲学 的 目的 。 

和 哈 力 一 样 , 热 贯穿 在 宇宙 间 的 一 切 物质 之 中 , 它 的 射线 充斥 
于 空间 的 所 有 部 分 。 我 们 这 部 著作 的 目的 ,就 是 要 揭示 这 种 元 素 @` 
所 服从 的 数学 规律 。 热 的 理论 在 今后 将 构成 普通 物理 学 最 重要 的 
分 文 之 二 

最 古老 民族 所 能 获得 的 理论 力学 知识 未 能 流传 下 来 ,如 果 除 
开 和 声学 最 初 的 一 些 定理 ,那么 这 门 科学 的 历史 还 不 能 追溯 到 阿 
基 米 德 (Archimedes) 之 前 .这 位 伟大 的 几何 学 家 阑 明了 固体 和 流体 
平衡 的 数学 原理 。 大 约 经 历 了 18 个 世纪 ,动力 学 理论 的 创始 人 匣 
利 略 (Galileo) 才 发 现 重 物体 的 运动 定律 。 在 这 门 新 学 科 中 ,牛顿 
CNewton) 构 造 了 整个 字 宙 体系 。 这 些 哲学 家 的 后 继 者 们 扩展 了 这 
些 理论 ,并 且 赋 予 它们 一 种 令 人 惊叹 的 完美 性 :它们 告诉 我 们 ,大 
多 数 不 同 的 现象 都 服从 于 在 - - 切 自 然 作 用 中 都 再 现 出 来 的 少数 基 
本 定律 。 人 们 认识 到 ,同样 这 些 原理 控制 着 星球 的 一 切 运 动 , 它 们 
的 形状 ,它们 的 过 程 的 不 等 性 ,海洋 的 平衡 和 振荡 ,空气 和 发 声 物 
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体 的 谐 波 振动 , 光 的 传播 ,毛细 作用 ,流体 的 波动 ,总 之 ,一 切 自然 
力 的 最 复杂 作用 ,因此 ,牛顿 的 这 样 一 个 思想 被 确认 了 :wod tam 
Paucis tam Tia praestet geometria gloriatur (几何 学 引 以 为 荣 的 ,是 以 如 
此 之 少 而 提供 如 此 之 多 )@。 

但 是 ,无 论 力学 理论 的 研究 范围 如 何 ,它们 都 不 能 应 用 于 热 效 
应 这些 效应 构成 一 个 特殊 的 现象 类 ,它们 不 能 用 运动 与 平衡 的 原 
理 来 解释 。 我 们 很 久 以 来 都 拥有 适合 于 测量 许多 这 种 效应 的 灵敏 
仪器 ;并 且 收 集 了 宝贵 的 观察 资料 ;尽管 如 此 ,我 们 只 研究 出 部 分 
结果 ,并且 尚 无 完全 概括 它们 的 定律 的 数学 论证 。 

。 我 从 长 期 的 研究 中 ,和 从 直到 目前 所 知 的 事实 一 一 我 在 几 年 
的 过 程 中 以 迄今 所 使 用 过 的 最 精密 的 仪器 重新 观察 到 的 全 部 事实 
一 -的 仔细 比较 中 ,已 经 推导 出 这 些 定律 。 

要 发 现 这 一 理论 ,首先 必须 精确 地 区 别 和 定义 决定 热 的 行为 
的 那些 基本 性 质 。 这 样 我 认识 到 ,由 这 种 行为 所 决定 的 所 有 现象 本 
身 都 归结 为 为 数 很 少 的 一 些 一 般 而 简单 的 事实 ; 据 此 ,这 种 类 型 的 
每 一 个 物理 问题 都 可 以 追溯 到 数学 分 析 的 研究 上 去 。 根 据 这 些 一 
般 事实 ,我 得 出 结论 ,要 用 数 来 确定 最 纷繁 复杂 的 热 运 动 , 这 只 需 
要 每 种 物质 都 满足 三 个 基本 的 观察 就 够 了 。 事 实 上 ,不 同 物体 具有 
不 同 程度 的 贮 热 . 受 藉 或 通过 它们 的 表面 传 热 ,而 不 是 经 过 它们 物 
体内 部 导热 的 能 力 ,这 些 就 是 我 们 的 理论 清楚 地 区 分 、 并 表明 如 何 
测量 的 三 个 特殊 量 。 

不 难 判断 这 些 研究 与 物理 科学 和 国民 经 济 的 关系 多 么 密切 ， 
它们 对 需要 运用 热 和 分 配 热 的 技术 进步 有 怎样 的 影响 。 它 们 也 与 


philwwp ine ncturalis principia mathematica. Auctoris proefatio ad lecorem. Ac gloriatur ge- 
ometria e rm paucis principiis aliunde petitis tam multa praestet.〈《 自 然 哲 学 之 数学 原 
百 … 作者 政 讼 者 字 . 几何 学 的 荣光 在 于 它 运用 从 别处 得 来 的 如 此 之 少 的 几 条 原理 而 提 
供 如 此 之 丰 守 的 内 容 。J 一 -A-F. 
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这 个 世界 系统 有 必然 联系 , 当 我 们 思考 发 生 在 地 球 表面 周围 的 重 
大 现象 时 ,它们 的 联系 就 变 得 清楚 起 来 。 

事实 上 ,使 我 们 这 颗 行 星 一 直 陷 于 其 中 的 太阳 辐射 ,贯穿 在 空 
气 、 陆 地 和 水 域 中 ;其 成 分 被 分 离 且 在 各 个 方向 上 发 生变 化 ,并 且 ， 
在 进入 地 球 物质 的 过 程 中 ,如 果 所 得 到 的 热 不 能 与 从 其 表面 各 点 
射线 中 所 逃逸 出 并 扩散 到 天 空中 去 的 热 完 全 平衡 ,那么 ,其 平均 温 
度 就 会 越 来 越 高 。 

受 日 热 作用 不 等 的 各 气候 ,经 过 极 长 时 间 之 后 ,就 达到 其 位 置 
所 固有 的 温度 这 种 效应 随 几 个 次 要 原因 而 异 , 如 海拔 ,地 形 , 大 陆 
和 海洋 的 邻 域 及 范围 ,表面 状态 ,风向 ,等 等 。 

层 夜 相 随 ,季节 更 替 ,都 发 生 在 固态 地 球 的 周期 性 变化 中 , 它 
们 日 复 一 日 ,年 复 一 年 地 循环 着 :但 是 , 当 测 量 点 从 它 的 表面 下 降 
时 ,这 些 变 化 就 变 得 愈 来 愈 不 明显 。 下 降 深度 约 3 米 (10 英尺 ) 时 ， 
就 不 能 察觉 周 日 变 ; 深度 远 小 于 60 米 ,就 感觉 不 到 年 变 了 .。 极 深 处 
的 温度 明显 地 固定 在 一 定 的 位 置 上 ;但 是 ,同一 子午 线 上 的 所 有 点 
不 都 相同 ,一般 来 说 , 愈 接近 赤道 ,温度 就 愈 上 升 。 

太阳 传递 给 地 球 的 热 ,以 及 引起 气候 差异 的 热 , 现 在 服从 于 一 
个 趋 于 一 致 的 运动 . 它 在 它 所 完全 贯穿 的 物质 内 部 升 高 ,同时 又 沿 
赤道 面 下 跌 ,继而 通过 极地 耗 散 自己 。 

在 较 高 的 大 气 层 中 ,空气 稀 而 透明 ,只 保留 很 小 一 部 分 太阳 光 
线 的 热 : 这 就 是 高 海拔 地 区 极 冷 的 原因 。 较 低层 的 空气 因 水 陆 作 用 
而 更 稠 更 热 , 它 们 及 胀 且 上 升 ,它们 正 是 通过 膨胀 而 冷却 的 。 空 气 
的 大 规模 运动 ,如 在 回归 线 之 间 刮 动 的 信 风 ,不 由 日 月 的 引力 所 决 
定 。 这 些 天 体 的 作用 在 如 此 稀薄 和 如 此 晃 远 的 流体 中 只 引起 难以 
察觉 的 振荡 。 这 就 是 周期 性 地 交换 大 气 圈 各 个 部 分 的 温度 变化 。 

大 洋 水 域 表 面 不 同 程度 地 受到 太阳 光线 的 作用 ,容纳 水 域 的 
盆 底 则 从 两 极 到 赤道 极 不 相等 地 受热 ,这 两 个 原因 ,再 加 上 重力 和 
离心 力 , 至 今 维系 着 海洋 内 部 的 大 规模 运动 。 它 们 交换 ,混合 所 有 
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部 分 ,引起 航海 学 家 所 注意 到 的 那些 普遍 而 有 规律 的 潮流 。 

从 所 有 物体 表面 所 逃逸 出 、 并 且 穿 过 弹性 介质 或 真空 的 辐射 
热 , 有 其 特殊 规律 , 且 以 各 种 现象 出 现 。 许 多 这 样 的 事实 已 经 有 了 
物理 解释 ;我 所 建立 的 数学 理论 对 它们 给 出 一 种 精确 测量 .在 某 种 
意义 上 , 它 主 要 是 一 门 有 自己 的 定理 用 于 以 分 析 来 确定 所 有 直射 
或 反射 的 热效应 的 新 反射 光学 。 

列举 这 一 理论 的 主要 目的 可 以 充分 展示 我 对 自己 所 提出 的 问 
题 的 性 质 ,在 每 种 物质 中 ,为 观察 所 必须 的 基本 性 质 是 什么 ? 严格 
确定 它们 的 最 恰当 的 实验 是 什么 ? 若 固体 物质 中 的 热 分 布 受 不 变 
规律 的 支配 ,那么 这 些 规律 的 数学 表达 式 是 怎样 的 ?通过 怎样 的 分 
析 , 我 们 可 以 从 这 种 表达 式 中 导出 主要 问题 的 通 解 ?为 什么 地 球 温 
度 在 相对 于 地 球 半径 如 此 之 小 的 深度 上 就 停止 变化 ? 既然 这 颗 行 
星 运动 的 每 一 差异 都 必然 引起 表 下 日 热 的 一 次 振荡 ,那么 在 它 的 
周期 和 使 温 度 变 成 为 恒定 的 深度 之 间 存在 什么 联系 ? 

这些 气候 在 能 够 得 到 它们 现在 仍然 保持 的 不 同 温度 之 前 必须 
经 历 多 长 时 间 ? 现在 能 改变 它们 均 热 的 各 种 原因 是 什么 ? 为 什么 
仅仅 舍 地 日 距离 上 的 年 变化 不 能 在 地 表 产 生 相 当 大 的 湿度 变化 ? 

我 们 根据 什么 特征 可 以 断定 地 球 尚未 完全 耗 尽 其 初 热 ! 失 热 
的 准确 规律 是 怎样 的 ? 

正如 几 个 观察 所 表明 的 ,如 果 这 种 初始 热 尚未 完全 被 耗 散 , 那 
么 ,尽管 它 现在 对 这 些 气候 的 平均 温度 没有 明显 影响 ,但 是 在 极 深 
处 , 它 肯定 非常 热 ,在 它们 之 中 所 观察 到 的 作用 是 由 太阳 光线 的 作 
用 所 造成 的 。 但 是 ,除开 两 种 热源 ,一 种 是 地 球 固有 的 基本 而 原始 
的 热源 , 另 一 种 归 因 于 太阳 的 存在 ,难道 就 再 没有 一 种 决定 太阳 系 
现在 所 占据 的 那 部 分 太空 进度 的 更 普 刘 的 原因 吗 ? 既然 所 观察 到 
的 事实 以 这 一 原因 为 条 件 , 那 么 一 个 精确 理论 在 这 个 全 新 问题 上 
的 结论 是 什么 ;我 们 又 怎样 才能 确定 空间 温度 的 常数 值 , 并 从 中 导 
出 属于 每 一 颗 行星 的 温度 呢 ? 
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在 这 些 问 题 中 还 必须 加 上 由 辐射 热 的 性 质 所 决定 的 其 它 问 
题 。 冷 反射 , 即 热度 更 低 的 反射 的 物理 原因 ,已 经 清楚 地 知道 ;但 是 
这 种 反射 的 数学 表达 式 是 怎样 的 呢 ? 

大 气 的 温度 依赖 于 怎样 的 一 般 原理 ,是 测量 它们 的 温度 计 在 
-个 金属 面 或 一 个 不 光滑 面 上 直接 接受 太阳 射线 ,还 是 这 个 仪器 
在 夜间 ,在 无 云 的 天 空 下 .通过 与 空气 接触 ,保持 受 天 体 的 辐射 作 
用 ,并 且 受 最 远 最 冷 的 那 部 分 大 气 的 辐射 作用 的 状态 呢 ? 

从 任 一 受热 物体 表面 一 点 所 逃逸 的 射线 的 强度 ,在 恨 据 实 验 
所 表明 的 -条 定律 随 其 倾角 而 变化 时 ,难道 在 这 条 定律 和 热平衡 
的 一 般 事 实 之 间 不 存在 某 种 必然 的 数学 联系 吗 ? 这 种 强度 不 等 性 
的 物理 原因 是 什么 呢 ? 

最 后 , 当 热 贯穿 到 流体 物质 中 ,并 在 它们 之 中 以 不 断 改变 每 一 
分 子 的 温度 和 密度 而 决定 内 部 运动 时 ,我 们 仍然 能 够 用 微分 方程 
来 表示 这 样 的 复杂 作用 的 规律 吗 ; 流 体 动力 学 一 般 方程 中 的 有 效 
变化 是 怎样 的 呢 ? 

这 些 就 是 我 已 经 解决 ,并 且 还 从 未 被 人 们 计算 过 的 主要 问题 。 
如 果 我 们 进一步 考虑 这 一 数学 理论 与 民用 及 工艺 之 间 的 多 重 联 
系 , 我 们 就 会 完全 理解 它 的 应 用 范围 。 显 然 , 它 包含 整整 一 系列 的 
不 同 现象 ,忽视 对 它 的 研究 就 不 能 不 失去 自然 科学 的 一 个 重要 部 
分 。 

和 力学 理论 一 样 ,这 一 理论 的 原理 是 从 极 少数 基本 事实 中 导 
出 的 ,这 些 基 本 事实 的 原因 不 为 几何 学 家 所 考虑 ,但 是 他 们 承认 它 
们 是 由 所 有 实验 都 证 实 的 一般 观察 结果 。 

:热传导 的 微分 方程 表示 最 一 般 的 条 件 , 并 把 这 些 物 理 问 题 化 
为 纯 分 析 问 题 , 这 正 是 理论 的 真正 目的 .它们 以 不 亚 于 平衡 与 运动 
的 - 般 方程 的 严格 性 而 被 建立 起 来 .为 了 使 这 一 比较 更 加 明显 .我 
们 总 是 更 喜欢 选择 与 作为 静 力 学 和 动力 学 基础 的 那些 定理 相 类 似 
的 论证 - 当 这 些 方程 表示 透明 物体 中 的 光 热 分 布 ,或 者 表示 发 生 在 
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流体 内 部 的 温度 变化 和 密度 变化 的 运动 时 ,它们 仍然 成 立 ,只 是 得 
到 一 种 不 同 的 形式 而 已 。 虽 然 这 些 方程 所 包含 的 系数 为 仍 不 能 精 
确 测 量 的 一 些 变化 所 左右 ,但 是 在 我 们 最 关心 的 一 切 自然 问题 中 ， 
温度 界限 相差 如 此 之 小 ,以 致 我 们 可 以 忽略 这 些 系数 的 变化 。 

热 运动 方程 ,和 那些 表示 发 声 物体 的 振动 或 液体 的 临界 振 葛 
方程 一 样 ,属于 最 近 发 现 的 分 析 分 支 之 一 ,完善 它 是 非常 重要 的 。 
在 建立 这 些微 分 方程 之 后 ,必须 得 到 它们 的 积分 ;这 个 过 程 在 于 从 
-个 普通 表达 式 过 渡 到 满足 所 有 初始 条 件 的 特 解 。 这 项 艰深 的 研 
究 需 要 一 种 以 一 些 新 定理 为 基础 的 特殊 分 析 , 此 处 我 们 还 不 能 讲 
清 这 些 定理 的 目的 。 由 它们 所 得 到 的 这 个 方法 没有 在 解 中 留 下 任 
何 含糊 和 不 确定 之 处 , 它 逐 步 把 它们 引 向 最 后 的 数值 应 用 ,这 是 每 
一 项 研究 的 必 备 条 件 , 舍 此 我 们 就 只 能 得 到 一 些 无 用 的 变换 。 

使 我 们 弄 清热 运动 方程 的 这 些 定理 直接 适用 于 人 们 久 以 希望 
求 得 其 解 的 某 些 一 般 分 析 和 动力 学 问题 。 

对 自然 的 深入 研究 是 数学 发 现 最 丰富 的 源泉 。 在 提供 一 个 确 
定 研究 目的 时 ,这 一 研究 不 仅 具有 排除 模糊 问题 和 盲目 计算 的 优 
点 ; 它 还 是 形成 分 析 本 身 , 发 现 我 们 想 弄 清 、 自 然 科学 应 当 永 远 保 
留 的 那些 基本 原理 的 可 车 方法 :这 些 基 本 原理 再 现 于 一 切 自然 作 
用 之 中 。 

例如 我 们 看 到 ,其 抽象 性 质 已 为 几何 学 家 所 考虑 ,从 这 一 方面 
看 应 属于 一 般 分 析 的 同一 表达 式 ,不 仅 决定 固体 物质 中 的 热 扩 散 
规律 ,而且 表示 大 气 中 的 光 运 动 ,并 且 涉及 到 概率 理论 的 所 有 主要 
问题 。 

为 古代 几何 学 家 所 不 知 , 由 笛 卡 尔 (Descartes) 首 先 引入 到 曲 
线 和 曲面 研究 中 去 的 解析 方程 ,并 不 只 限于 图 形 的 性 质 和 作为 理 
论 力学 对 象 的 那些 性 质 ;它们 扩展 到 所 有 的 一 般 现 象 . 不 可 能 有 一 
种 比 它 更 普遍 、 更 简单 .并且 更 免 于 错误 和 模糊 性 的 、 即 对 于 表示 
自然 事物 的 不 变 关系 更 有 价值 的 语言 了 。 
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从 这 样 一 种 观点 来 看 ,数学 分 析 和 自然 界 本 身 一 样 宽广 ; 它 确 
定 一 切 可 感知 的 关系 ,测量 时 间 ,空间 , 力 和 温度 等 等 ;这 门 艰深 的 
科学 是 缓慢 形成 起 来 的 ,但 是 它 保留 它 曾 经 获得 的 每 一 条 原理 ; 它 
在 人 类 精神 的 许多 变化 和 错误 中 不 断 使 自己 成 长 壮大 。 

它 的 主要 特征 是 清晰 ; 它 没有 表示 含混 概念 的 痕迹 。 它 把 最 不 
相同 的 现象 联系 在 一 起 ,并 且 发 现 统一 它们 的 隐秘 相似 性 ,如 果 物 
质 象 空气 和 光 那 样 , 因 其 极 稀薄 而 不 为 我 们 所 注意 ,如 果 物 体 在 无 
限 空间 中 处 于 远离 我 们 的 地 方 ,如 果 人 类 想 知道 在 以 许多 世纪 所 
划分 的 逐个 时 期 的 太空 状况 ,如 果 在 地 球 内 部 ,在 人 类 永远 不 可 企 
及 的 深度 上 发 生 重力 作用 和 热 作用 ,那么 ,数学 分 析 仍然 可 以 把 握 
这 些 现象 的 规律 , 它 使 得 它们 显现 和 可 测 , 它 似乎 是 注定 要 弥补 生 
命 之 缺 撼 、 感 官 之 不 足 的 人 类 心智 的 能 力 ;更 令 人 惊异 的 是 , 它 在 
一 切 现象 的 研究 中 遵循 同一 过 程 ; 它 用 同一 种 语言 解释 它们 ,仿佛 
要 证 明 宇 窗 设 计 的 统一 性 和 简单 性 ,仿佛 要 使 统辖 一 切 自然 动因 
的 不 可 更 改 的 次 序 更 加 显然 似 的 。 

热 理 论 的 这 些 问题 提供 如 此 之 多 的 来 自 一 般 自然 规律 的 简单 
而 不 变 的 安排 ;如 果 在 这 些 现象 中 所 建立 的 秩序 能 为 我 们 的 感官 
所 理解 , 它 定 会 在 我 们 之 中 产生 堪 与 音乐 感觉 相 媲美 印象 。 

物体 的 形状 无 限 地 变化 着 ;贯穿 于 它们 之 中 的 热 分 布 似乎 是 
随意 而 混乱 的 ;然而 ,一 切 差异 都 会 随时 间 的 推移 而 迅速 抵消 和 消 
失 。 这 种 现象 的 发 展 结果 变 得 更 规则 、 更 简单 ,最 后 终于 服从 于 一 
条 确定 的 ,在 所 有 情况 中 都 一 样 、 并 且 不 带 有 明显 的 初始 分 布 痕迹 
的 规律 。 

所 有 观察 都 证 实 这 些 结论 。 导 出 它们 的 分 析 清楚 地 区 分 和 表 
示 :1" 一 般 条 件 , 即 从 热 的 自然 性 质 中 所 产生 的 那些 条 件 ;2" 表 面 
形状 和 状态 的 偶然 而 持续 的 作用 ;3* 初 始 分 布 的 非 持久 作用 。 

在 本 书 中 ,我 们 论证 了 热 理论 的 所 有 原理 ,解决 了 所 有 基本 问 
题 。 如 果 省 略 更 简单 的 问题 ,并 且 在 第 一 个 例子 中 就 提出 最 一 般 的 
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结果 , 则 它们 会 得 到 更 简洁 的 解释 ;但 是 ,我 们 希望 表明 这 一 理论 
的 实际 起 源 和 它 的 逐步 发 展 。 当 已 经 获得 这 一 知识 并 严格 确定 这 
些 原理 时 ,最 好 是 立即 应 用 最 广泛 的 分 析 方法 ,正如 我 们 在 以 后 的 
研究 中 所 做 的 那样 ,这 也 是 我 们 今后 在 准备 增加 到 本 书 中 、 并 在 某 
种 意 认 上 对 它 进行 补充 的 研究 报告 中 所 要 遵循 的 方法 ;就 这 一 
方法 可 以 由 我 们 自己 决定 而 言 , 运 用 它 ,我 们 就 会 使 原理 的 必然 发 
展 同 成 为 分 析 应 用 的 精确 性 -- 致 起 来 。 

这 些 研究 报告 的 主题 将 是 ,辐射 热 理 论 , 地 球 温度 问题 ,停止 
温度 (the termperature of dwellings) 问 题 ,理论 结果 和 我 们 在 不 同 实 
验 中 所 观察 到 的 结果 的 比较 ,最 后 是 流体 中 热 运动 的 微分 方程 的 
论证 。 

我 们 现在 出 版 的 这 部 著作 一 直 写 了 很 长 时 间 ; 它 的 付 印 受 到 
种 种 情况 的 拖延 ,并 常常 被 打 断 。 这 期 间 ,科学 已 由 重要 的 观察 材 
料 所 丰富 ;我 们 的 分 析 原 理 尚 未 首先 被 理解 就 已 经 为 更 多 的 人 所 
知晓 ;我 们 从 中 所 导出 的 结果 得 到 讨论 和 证 实 。 我 们 自己 已 经 把 这 
些 原理 应 用 到 新 的 问题 上 ,并 且 改 变 了 证 明 的 某 些 形式 。 出 版 的 延 
述 有 助 于 使 这 一 著作 更 清晰 、 更 完善 。 

我 们 最 初 在 热传导 方面 的 分 析 研 究 主 题 , 是 它 在 分 离 物体 之 
间 的 分 布 ;这 些 被 保留 在 第 四 章 第 2 节 中 ,与 连续 物体 有 关 的 问题 
恰好 形成 我 们 所 称呼 的 这 一 理论 ,它们 在 许多 年 之 后 被 解决 了 ;我 
们 在 1807 年 底 提交 给 法 兰 西 研究 院 的 一 个 手稿 首次 阐明 了 这 一 
理论 ， 这 篇 手稿 的 一 个 摘要 发 表 在 《科学 通报 》 [ 《Bulletin des 
Sciences) ,科学 普及 协会 ,1808 年 , 第 112 页 上 。 我 们 对 这 份 研 
究 报告 作 了 增补 ， 并 陆续 提交 了 非常 广泛 的 注 记 ， 它 们 涉及 到 级 


[oy 这 些 研究 报告 从 未 作为 ( 热 的 解析 理论 ) 的 续篇 或 补充 集结 出 版 ,但 是 ,正如 
3 上 要 看 到 的 ,在 1822 年 出 版 那 部 著作 之 前 ,作者 已 经 完成 了 其 中 的 大 部 分 。 -一 
A.F. 
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数 的 收 剑 ， 无 穷 棱柱 中 的 热 扩 散 ， 它 在 真空 中 的 辐射 ， 适 合 于 揭 
示 主 要 定理 的 作 图 ， 以 及 对 地 球 表面 周期 性 运动 的 分 析 等 等 .我 
们 的 第 二 份 研究 报告 ， 论 热传导 ， 于 1811 年 9 月 28 日 存 于 研究 
院 的 档案 里 , 它 由 以 前 的 那 份 研究 报告 和 已 经 提交 的 注 记 所 组 成 
其 中 删 去 了 几何 作 图 和 那些 与 物理 问题 没有 必然 联系 的 分 析 细 
节 , 增加 了 表示 表面 状态 的 一 般 方程 。 这 后 一 成 果 在 1821 年 间 送 
去 印刷 , 它 刊登 在 科学 院 的 集 子 里 。 付 印 时 未 作 任何 改动 和 增补 ; 
版 本 与 送 存 的 手稿 完全 一 致 ， 它 成 为 研究 院 这 些 档案 的 -- 部 
分 .0 


@” 它 作为 一 篇 论文 和 补遗 出 现在 (科学 院 研究 报告 (Mémoires de 4endtmie dey Sc- 
exces) 第 4 卷 和 第 5 卷 中 。 为 便于 同 《 热 的 解析 理论 ?的 目录 相 比较 ,我 们 附 上 这 篇 印刷 
论文 的 标题 和 每 节 的 题目 : 

“固体 中 的 热 运 动 理论 "(Théorie du Mouvement de la chaleur dans les Corps Solides)， 
传 立 叶 先生 著 。(《 法 兰 西 研究 院 皇家 科学 院 研究 报告 ) Mémoires de "hoodémie Rowle des 
Sciences de Untitud de France),1819 年 第 4 卷 。 巴黎 ,1824 年 。] 

1 ， 星 词 

1 一般 概念 和 初始 定义 。 

E 。 热 运动 方程 。 

NN 。 环 中 的 线性 热 运动 和 变化 热 运动 。 

\ 温度 不 变 的 矩形 薄片 中 的 热传导 。 

ML 分 离 物 质 间 的 热 传 递 。 

WL 实心 球 中 的 变化 热 运 动 。 

WW 实 圆柱 中 的 变化 热 运动 。 

K ”端点 温度 固定 不 变 的 棱柱 中 的 热传导 。 
X 形 如 立方 体 的 园 体 中 的 变化 热 运 动 。 

”体积 无 穷 的 物体 中 的 线性 热 运 动 和 变化 热 动 。 

研究 院 系 列 论文 :固体 中 的 热 运动 理论 :傅立叶 先生 著 。 

[法 兰 西 研究 院 皇 家 科学 院 研究 报告 。1820 年 第 5 卷 ,巴黎 ,1826 年 .] 
Xl 地 球 温度 ,以 及 表面 温度 呈 周 期 变化 的 实心 球 中 的 热 运动 。 
XI 热 辐射 平衡 的 数学 定律 。 

XM 理论 结果 与 各 种 实验 的 比较 。 
A.F. 
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在 这 个 研究 报告 中 以 及 在 它 之 前 的 著作 物 中 ,可 以 看 到 未 包 
含 在 我 们 现在 这 部 著作 里 的 第 一 个 应 用 解释 :它们 将 以 更 大 篇 幅 
安排 在 随后 的 研究 报告 中 由, 并且, 如 果 我 们 有 权 处 理 , 它 将 更 加 
清晰 我 们 涉及 同样 这 些 问 题 的 工作 结果 ,也 在 已 经 发 表 了 的 几 篇 
论文 中 指明 了 。 刊 登 在 《物理 学 化 学 年 鉴 》(Annales de Chimie et de 
Physigue) 上 的 摘要 表现 了 我 们 研究 工作 的 总 结 (1816 年 ,第 3 卷 ， 
第 350 页 )。 我 们 在 这 个 《年 鉴 } 上 发 表 了 两 个 独立 的 注 记 , 它 们 与 
辐射 热 有 关 (1817 年 ,第 4 卷 ,第 128 页 ;以 及 1817 年 ,第 6 卷 ,第 
259 页 ) 。 

这 同一 集 子 上 的 另外 几 篇 论文 提供 了 最 定型 的 理论 和 观察 结 
果 : 对 热学 知识 的 效用 和 范围 ,再 没有 比 大 名 瞻 易 的 《年鉴 ) 编 辑 所 
理解 的 更 好 的 了 。@ 

在 《科学 通报 (科学 普及 协会 ,1818 年 ,第 -1 页 ,以 及 1820 
年 ,第 60 页 ) 上 可 以 找到 一 个 摘自 一 篇 论 不 变 和 可 变 的 停止 温度 
的 研究 报告 的 摘要 ,和 一 个 我 们 对 地 球 温 度 进行 分 析 的 主要 结果 
的 解释 。 

其 研究 包括 自然 哲学 的 所 有 重大 问题 的 亚历山大 德 ， 洪 堡 
(M. Alexandre de Humboldt) , 曾 从 一 个 新 颖 而 非常 重要 的 观点 考虑 
过 不 同 气候 所 特有 的 温度 的 观察 〔 论 等 温 线 的 研究 报告 《Memoir 
on Isothermal lines),《 阿 尔 克 伊 协会 》(Societe dr4rcweil) ,第 3 卷 , 第 
462 页 ]; 〔 论 积 雪 下 限 的 研究 报告 (Memoir on the inferior limit of 
perpetual snow)，《 物 理学 化 学 年 鉴 )，1817 年 ,第 5 卷 ， 第 102 
页 )。 

至 于 流体 中 热 运动 的 微分 方程 @, 已 经 在 科学 院 的 年 历 中 提 
及 。 我 们 的 一 份 研 究 报 告 摘要 清楚 地 表明 了 它 的 目的 和 原理 。 


中 见 第 8 页 和 第 11- 一 13 页 的 注 。 一 一 A.F. 
加 羡 一 昌 萨 克 (Gay-Lussac) 和 阿 史 万 (Arago)。 一 一 A. F. 
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科学 院 成 果 摘 要 》(Analyse des travmus de PAcademie des Sciences), 德 
， 朗 布尔 (M. De Lambre) 编 .1820 年 。] 

对 热 所 产生 的 推 斥 力 的 研究 ,决定 气体 的 静态 性 质 , 它 不 属于 
我 们 所 考虑 的 分 析 主题 的 范围 。 与 辐射 热 理论 有 关 的 这 个 问题 仅 
仅 由 (天 体力 学 》(Mecanique céleste) 的 著名 作者 外 讨论 过 ,数学 分 析 
的 所 有 主要 分 支 的 重要 发 现 都 归功 于 他 。C《 天 文 年 历 》(Connaissance 
des Temps).1824 一 一 5 年 。] 

我 们 著作 中 所 并 明 的 新 理论 被 永远 地 统一 到 数理 科学 之 中 ， 
并 且 同 数理 科学 - - 样 , 莫 定 在 稳固 的 基础 上 ;这 些 理论 将 保留 它们 
日 前 所 具有 的 所 有 基本 原理 ,并 且 将 不 断 得 到 更 大 的 扩充 .仪器 将 
得 到 完善 ,实验 将 倍增 。 我 们 所 建立 的 分 析 将 从 更 一 般 、 即 为 多 种 
类 型 的 现象 所 共有 的 更 简单 .更 富有 创造 性 的 方法 中 导出 .对 于 一 
切 物质 ,固体 的 或 液体 的 ,蒸汽 的 或 永恒 气体 的 等 等 ,它们 与 热 有 
关 的 一 切 性 质 ,以 及 表示 它们 系数 的 变化 ,都 将 被 确定 @。 对 大 地 


国 《科学 院 研究 报告 ), 第 12 卷 ,巴黎 ,1833 年 ,在 第 507 一 514 页 , 载 有 “液体 
中 热 运 动 分 析 的 论文 "(Memoire d*analyse sur le mouvement de la chaleur dans les fluides) ， 
健 立 咱 先生 著 。 皇 家 科学 院 ,1820 年 9 月 4 日 . 紧 接 者 的 第 515 一 一 530 页 ,是 “作者 保 
存 手稿 的 注释 摘要 "(Extrait des notes manuscrites conservees par 1"anteur), 这 篇 论文 的 签 
字 是 加. 傅立叶 ,巴黎 ,1820 年 9 月 1 日 ,但 它 在 作者 逝世 后 才 发 表 。 一 一 A.F. 

外 即 P.S. 拉 普 拉 斯 (Pierre 一 Simon Laplace)。 一 一 译 者 

回 《科学 院 研究 报告 ), 第 8 卷 , 巴 歼 ,1829, 第 581-- 一 622 页 “ 论 热 的 解析 理论 

的 论文 "Mémoire sur la Théorie Analytique de ia Chaleur) ,傅立叶 先生 著 。 这 篇 论文 在 作 
者 成 为 科学 院 终身 秘书 时 发 表 。 现 在 只 印刷 这 篇 论文 的 前 四 部 分 。 叙 述 其 所 有 内 容 - 
1 . 在 一 棱柱 化 端 温 度 为 时 间 的 函数 , 任 一 点 的 初始 温度 是 这 一 点 到 一 端的 距离 的 函 
数 的 条 件 下 ,确定 这 一 棱柱 任 一 点 的 温度 。1 . 考察 通 解 的 主要 结论 ,根据 这 一 受热 术 
柱 的 温度 是 否 是 周期 性 的 ,把 它 应 用 于 两 种 不 同情 况 。E. 从 历史 上 列举 涉及 热 理论 的 
其 他 作者 更 早 的 实验 和 分 析 研 究 :考虑 出 现在 这 一 理论 中 的 超越 方程 的 性 质 ,评述 任 
意 函 数 的 应 用 ;答复 泊 松 (M. Poisson) 的 反对 意见 ;对 波 运 动 的 一 个 问题 增加 几 个 注 记 。 
.通过 在 这 一 分 析 中 考虑 测量 物质 的 热 容 量 , 固 体 的 渗透 性 (permeability ) ,它们 表面 
的 穿 透 性 (penetrability ) 的 特定 系数 的 变化 ,扩大 热 理论 的 应 用 范围 。 一 一 A. F. 
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不 同 深度 的 温度 .日 热 的 强度 ,和 它 在 大 气 、 海 洋 和 湖泊 中 不 变 或 
可 变 的 影响 ,都 将 在 地 球 的 不 同位 置 上 加 以 考察 ;行星 界 所 特有 的 
太空 不 变温 度 亦 将 被 弄 清楚 。 这 一 理论 本 身 将 指导 所 有 这 些 测 
量 , 并 且 确 定 它们 的 精度 。 由 于 数学 分 析 可 以 从 一 般 而 简单 的 现象 
导出 自然 规律 的 表达 式 ; 所 以 今后 任何 可 观 的 进步 都 不 能 不 以 诸 
如 此 类 的 实验 为 基础 ;不 过 ,这 些 规律 对 非常 复杂 的 作用 的 特殊 应 
用 ,需要 很 大 一 系列 的 精确 观察 。 


傅立叶 先生 在 《物理 学 化 学 年 鉴 ) 系 列 2 上 发 表 的 论 热 的 论文 的 完整 目录 如 下 : 

1816 年 ,第 3 卷 ,第 350 一 一 375 页 .。“ 热 的 理论 "((Thtorie de la Chaleur) ,摘要 ]。 作 
者 对 以 后 在 1822 年 出 版 的 4 开卷 本 中 没有 关于 辐射 热 . 作 用 于 地 球 的 日 热 . 分 析 与 实 
验 的 比较 和 热 理 论 产生 发 展 史 等 几 章 所 作 的 说 明 。 

1817 年 ,第 4 卷 ,第 128 一 -145 页 .“ 关 于 辐射 热 的 注 记 ”(Note sur la Chaleur ray- 
onnante) 。 表 面 热 辐射 正 纹 定律 的 数学 概要 。 证 明 作者 关于 各 向 辐射 等 强 假定 的 悖 论 。 

1817 年 。 第 6 卷 ,第 259- 一 -303 页 。“ 关 于 辐射 热 的 物理 理论 的 几 个 问题 "(Ques- 
tions sur la théorie physique de la chaleur rayonnante)。 一 篇 论 牛 顿 , 皮 克 秦 (Pictet) , 书 尔 斯 
(Wais)、 沃 拉 斯 顿 (Wollaston)、 全 斯 利 (Leslie) 和 普 雷 沃 斯 特 (Prevost) 等 的 发 现 的 优美 
论文 。 

1820 年 ,第 13 卷 ,第 418 一 一 438 页 。“ 关 于 地 球 的 长 期 降温 ”CCSur le refroidisse- 
ment séculaire de la terre) ,摘要 ]。 一 篇 论 地 球 初始 温度 耗损 的 数学 性 ,描述 性 论文 

1824 年 ,第 27 卷 ,第 136-- 一 167 页 。“ 星 际 空间 和 地 球 温度 的 一 般 注 记 ”(Remar- 
ques gentrals sur ies températures du globe terrestre et des espaces planttaires) 。 这 是 关于 收入 
《科学 院 研究 报告 } 第 7 举 的 上 面 那 篇 论文 的 描述 性 论文 。 

1824 年 ,第 27 卷 ,第 236 一 一 281 页 。“ 辐 射 热 性 质 的 理论 概要 "(Résumé théorique 


@ 《科学 院 研究 报告 ), 第 7 卷 ,巴黎 ,1827 年 ,第 569 一 一 604 页 ,“ 论 星际 空间 中 
的 地 球 温度 的 论文 ”(Menibire sur les températures du globe terrestre et des espaces 
planttaires) ,傅立叶 先生 著 . 这 篇 论文 完全 是 叙述 性 的 ! 它 于 1824 年 9 月 20 日 在 科学 院 
宜 读 (《 物 理学 化 学 年 鉴 }),1824 年 ,第 27 卷 ,第 136 页 )。 一 一 A.F. 
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des proprietés de la chalcur rayonnante) .对 以 温度 平衡 原理 为 基础 的 表面 输 射 各 吸收 的 基 
本 分 析 说 明 . 

1825 年 .第 28 卷 .第 337 一 365 页 。“ 关 于 辐射 热 的 数学 理论 的 注 记 ”(Remarques 
sur la theorie mathématique de la chaleur rayonnante) ,受热 均匀 的 外 沉 壁 的 辐射 .吸收 和 反 
射 的 初步 分 析 。 在 第 364 页 . 仿 立 叶 先生 允诺 了 一 部 ( 热 的 物理 理论 》(Thecre physigue de 
如 chalewr), 以 包含 从 1822 年 所 出 版 的 著作 中 上 略 去 了 的 这 部 《解析 理论 )( Theuri 
Analytique ) 的 一些 应 用 。 

1828 年 ,第 37 卷 ,第 291 一 315 页 .“ 热 作用 下 薄 物 体 导热 性 能 的 实验 研究 ,和 对 
一 种 新 型 接触 温度 计 的 说 明 ”(Recherches expérimentales sur la faculté conductrice des corps 
minces soumis a J’action de la chajeur, et description d’ un nouveau thermometre de contact) 。 
其 中 还 描述 了 一 个 打算 作为 演讲 示范 的 接触 验 温 器 。 埃 米尔 * 吉尔 德 (Emile Verdet) 在 
他 的 《物理 演讲 XCCConférences de Physique) ,巴黎 ,1827 年 的 第 -- 部 分 第 22 页 .指出 了 他 
不 相信 接触 温度 计 理论 指标 的 实际 原因 。 一 A.F. 


关于 载 于 (科普 协会 通报 ?以 及 这 里 在 第 3 页 和 第 11 页 引述 的 有 关 传 立 叶 先生 的 
论文 的 三 个 注 记 , 第 -个 为 泊 松 ,该 通报 的 数学 编 委 所 写 , 务 外 二 个 是 储 立 叶 先 生 写 
的 。 一 一 A.FF。 


热 的 解析 理论 


及 inem requnt nmeriD 一 一 柏拉图 (Plato)@ 


本 著作 目的 的 表述 


1.。 热 的 作用 服从 于 一 些 不 变 的 规律 ,如 果 不 借助 于 数学 分 
析 就 不 可 能 发 现 这 些 规律 。 我 们 即将 要 阐明 的 这 个 理论 的 目的 就 


QD 系 拉丁 文 , 意 即 “数控 制 着 火 "。 一 译 者 
回 参见 柏拉图 ,Timaus,53,B(( 蒂 迈 欧 剩 ))。 6re 6 ereXetpetro xoopeiobat r6 rawyzbp 
A poTOY Won yr KGL aepa x vowpre re dierXnuariraro [ogeos] etdeat Te xat aphpuois. (支配 万 


物 的 首先 是 火 \ 土 ` 气 和 水 …… 神 灵 左右 它们 的 分 配 和 数目 )。 一 A. F. 
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是 要 论证 这 些 规律 ; 它 把 关于 热传导 的 所 有 物理 研究 都 归结 为 
其 基础 已 由 实验 所 给 出 的 积分 运算 。 由 于 热 的 作用 永远 存在 , 它 充 
斥 于 一 切 物质 和 空间 之 中 , 它 影响 技术 的 进程 ,并 发 生 在 一 切 宇宙 
现象 中 ;因此 ,没有 任何 主题 与 工业 和 自然 科学 的 进步 具有 比 它 更 
广泛 的 联系 。 

当 热 在 一 个 实体 的 不 同 部 分 之 间 不 均匀 地 分 布 时 , 它 倾向 于 
达到 平衡 ,并 且慢 慢 地 从 较 热 部 分 传 到 次 热 部 分 ;同时 它 在 表面 耗 
散 , 并 且 耗 散在 介质 或 空间 中 。 作 用 在 物体 表面 的 这 种 自发 辐射 倾 
向 不 断 改 变 它 们 不 同 点 的 温度 。 假 定 初始 温度 已 知 , 那 么 ,热传导 
的 问题 就 在 于 确定 在 一 给 定时 刻 在 物体 每 一 点 的 温度 是 怎样 的 。 
下 面 的 例子 将 更 清楚 地 和 弄 清 这 些 问 题 的 本 质 。 

2. 如 果 我 们 使 一 个 直径 很 大 的 金属 环 的 同一 部 分 受 一 热源 
持续 而 均匀 的 作用 ,那么 ,最 靠近 热源 的 分 子 将 首先 被 加 热 , 并 且 
经 过 一 定时 间 之 后 ,这 个 固体 的 每 一 点 都 将 获得 非常 接近 于 它 所 
能 达到 的 最 高 温度 。 这 个 极限 温度 或 最 高 温度 在 不 同 点 上 是 不 同 
的 ; 它 随 它们 离 受热 源 直接 作用 的 那 一 点 愈 远 而 愈 低 。 

当 这 些 温 度 变 成 永恒 不 变 的 时 ,热源 在 每 一 时 刻 内 提供 恰好 
补偿 在 这 个 环 的 外 表面 的 所 有 点 上 所 耗 散 的 热量 。 

如 果 现 在 撤 掉 这 个 热源 , 热 将 继续 在 这 一 固体 内 传导 ,但 是 ， 
在 介质 和 空间 中 所 失掉 的 热 ,就 再 也 不 会 象 以 前 那样 由 这 一 热源 
提供 补偿 了 ,因此 ,所 有 温度 都 将 变化 ,并 且 不 断 减少 ,直到 它们 变 
得 与 周围 介质 的 温度 相等 为 止 。 

3.， 当 温 度 永恒 不 变 ,并 且 保 留 热源 时 ,如 果 在 环 的 中 周 的 每 
一 点 上 作 一 个 垂直 于 环 平面 的 纵 坐 标 , 它 的 长 度 与 那 一 点 的 固定 
温度 成 正比 ,那么 ,过 这 些 纵 坐标 端点 的 曲线 就 表示 这 些 温度 的 永 
恒 状 态 ,并 且 ,很 容易 用 分 析 来 确定 这 条 曲线 的 性 质 , 应 当 注 意 ,由 
于 假定 与 中 周 垂直 的 同一 截面 的 所 有 点 的 温度 明显 相等 ,所 以 假 
定 环 是 很 细 的 。 当 热源 撤 走 时 ,界定 这 些 与 不 同 点 的 温度 成 正比 的 
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纵 坐 标的 曲线 ,就 不 断 改变 它 的 形式 ,因此 ,问题 在 于 用 一 单个 公 
式 概括 这 一 固体 的 所 有 连续 状态 。 

4.” 设 z 是 中 周 上 一 点 m 的 不 变温 度 ,z 是 这 一 点 到 热源 的 
距离 , 即 是 包含 在 点 m 和 对 应 于 热源 位 置 的 点 o 之 间 的 这 段 中 周 
弧 的 长 度 ;z 是 点 m 依靠 热源 的 恒定 作用 所 能 达到 的 最 高 温度 ,这 
一 永恒 温度 z 是 距离 z 的 一 个 函数 f(z)。 这 个 问题 的 第 一 部 分 在 
于 确定 表示 这 个 固体 永恒 状态 的 函数 f(z)。 

考虑 当 热源 一 移 开 时 继 前 一 状态 的 下 一 个 变化 状态 ;用 表 

. 示 自 热源 撤除 后 所 经 历 的 时 间 , 用 + 表示 t 时 后 点 m 的 温度 值 . 晤 
z 则 是 距离 z 和 时 间 上 的 某 个 函数 PCz,t); 这 个 问题 的 目的 是 要 发 
现 这 个 函数 P(z,0) ,我 们 现在 仅仅 只 知道 这 个 函数 的 初始 值 是 
了 (zx) ,因此 我 们 应 当 有 方程 f(z) 一 PCz,0) 。 

5.。 如 果 我 们 把 一 个 形 如 球 或 立方 体 的 同 质 实体 放 进 一 种 保 
持 恒 温 的 介质 中 ,把 它 持续 漫 泡 很 长 时 间 ,那么 , 它 将 在 它 的 所 有 
点 上 都 达到 与 这 种 流体 相差 无 几 的 温度 ,假定 取出 这 一 物体 ,把 它 
转移 到 转 凉 的 介质 中 去 ,那么 , 热 将 开始 在 其 表面 耗 散 ; 这 一 物体 
不 同 点 的 温度 也 会 明显 地 不 同 ,如 果 我 们 假定 它 被 平行 于 它 的 外 
表面 的 面 分 成 无 穷 多 个 薄 层 ,那么 ,在 每 一 时 刻 , 每 一 薄 层 就 向 包 
围 它 的 薄 层 传送 一 定量 的 热 。 如 果 设 想 每 一 分 子 带 有 一 个 单独 的 
温度 计 , 它 表示 它 在 每 一 时 刻 的 温度 ,那么 ,这 一 固体 的 状态 就 时 

、 刻 由 所 有 这 些 漫 度 计 所 测 得 的 高 度 的 变化 系统 来 表示 。 有 必要 用 
解析 公式 表示 这 些 连续 变化 ,以 便 我 们 能 够 在 这 一 给 定时 刻 知道 
由 每 一 个 温度 计 所 标明 的 温度 ,并 且 比 较 同 一 时 刻 内 两 相 邻 水 层 
之 间 所 流 过 的 .以 及 进入 周围 介质 的 热量 。 

6.， 如 果 这 一 物体 是 球状 的 ,并 且 我 们 用 z 表示 这 一 物体 某 

一 点 到 球 心 的 距离 ,用 上 表示 自 冷却 开始 后 所 经 历 的 时 间 , 用 * 表 

示 点 m 的 变化 温度 ,那么 容易 看 出 ,位 于 与 球 心 距 离 相同 的 点 有 

相同 的 温度 a。 这 个 量 v 是 半径 > 和 时 间 i 的 某 个 函数 F(z,6) ;无 


18 


疑 , 当 我 们 假定 ! 为 零 时 ,无 论 * 是 什么 值 ,” 都 是 常数 ,因为 由 假 
定 , 在 取出 的 一 瞬间 ,所 有 点 的 温度 都 相同 。 问 题 在 于 确定 那个 表 
示 v 值 的 + 和 zt 的 函数 。 

7. 接 下 来 应 该 注意 ,在 冷却 期 间 的 每 一 时 刻 , 一 定 热 量 通过 
外 表面 而 逃逸 ,并 进入 介质 。 这 个 量 值 不 是 不 变 的 ; 它 在 冷却 开始 
时 最 大 。 然 而 ,如 果 我 们 考虑 半径 为 z 的 内 球面 的 变化 状态 ,那么 
我 们 容易 看 到 ,在 每 一 时 刻 肯定 有 一 定 热量 穿 过 那个 球面 ,并 且 经 
过 这 一 物体 距 球 心 更 远 的 那 一 部 分 。 热 的 这 一 连续 流动 同 它 经 过 
外 表面 的 流动 一 样 , 是 可 变 的 ,并 且 两 者 是 可 以 相互 比较 的 量 ; 它 
们 的 比 是 其 变化 值 为 距离 x 和 历经 时 间 上 的 函数 的 数 。 有 必要 确 
定 这 些 函 数 。 

8. 如 果 长 时 间 在 介质 中 浸泡 所 加 热 . 并 且 我 们 想 计算 其 冷 
却 率 的 这 一 物质 ,是 一 个 立方 体 , 如 果 我 们 取 这 一 立方 体 的 中 心 为 
原点 , 取 垂 直 于 各 面 的 线 为 轴 , 用 三 个 直角 坐标 z,y,z 确定 每 一 点 
的 位 置 ,那么 我 们 看 到 ,在 时 间 上 之 后 ,点 严 的 温度 "是 4 个 变量 
zs2 和 t 的 一 个 函数 。 在 每 一 时 刻 过 这 一 固体 的 整个 外 表面 所 流 
出 的 热量 是 变化 的 ,并 且 可 以 相互 比较 ;它们 的 比 是 依赖 于 时 间 
的 解析 函数 ,必须 给 定 这 些 函 数 。 

9. 让 我 们 也 考察 这 样 一 种 情况 :一 个 充分 粗 、 无 限 长 、 其 末 
端 受 恒温 作用 的 矩形 棱柱 , 当 它 周围 的 空气 保持 较 低温 度 时 ,最 后 
达到 一 个 需要 确定 的 固定 状态 。 由 假定 ,在 棱柱 基底 的 底 截 面 上 的 
所 有 点 都 有 相同 和 永恒 的 温度 。 与 热源 有 距离 的 截面 则 不 同 ; 这 个 
平行 于 基底 的 矩形 面 的 每 一 点 得 到 一 固定 温度 ,但 是 ,这 在 这 同一 
截面 的 不 同 点 上 是 不 一 样 的 ,在 离 受 空气 作用 的 面 更 近 的 点 上 , 温 
度 肯 定 更 低 一 些 。 我 们 还 看 到 ,由 于 这 一 固体 的 状态 已 经 变 成 恒定 
的 ,因此 ,在 每 一 时 刻 , 有 一 定 的 热量 流 过 一 已 知 截面 ,它们 总 是 相 
等 的 .问题 在 于 确定 在 这 一 固体 的 任 一 已 知 点 上 的 永恒 温度 ,和 在 
一 给 定时 间 内 , 流 过 其 位 置 已 知 的 截面 的 总 热量 。 
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10. 取 棱 柱 基底 的 中 心 为 坐标 z,y,= 的 原点 , 取 棱柱 本 身 的 
轴 和 垂直 于 各 底 边 的 两 条 垂 线 为 直角 坐标 轴 : 其 坐标 为 z,y,= 的 
点 严 的 永恒 温度 ", 是 三 个 变量 的 函数 PCz,y,z): 当 我 们 假定 无 论 
y 和 = 取 什 么 值 z 均 为 0 时 .由 假设 ,这 个 函数 有 一 常数 值 。 如 果 由 
-- 面 积 所 界定 .由 相同 物质 组 成 为 这 一 棱柱 的 这 一 受热 物体 一 直 
保持 沸水 温度 ,并 且 漫 没 在 保持 溶 冰 温 度 的 大 气 中 ,那么 ,让 我 们 
以 在 -- 个 单位 时 间 内 从 一 个 与 单位 面积 相等 的 面积 中 所 发 出 的 热 
量 为 一 个 热量 单位 。 

我 们 看 到 ,在 这 个 算 形 棱柱 的 永恒 状态 中 ,在 一 单位 时 间 内 ， 
流 过 垂直 于 轴 的 某 一 做 面 的 热量 与 作为 单位 的 热量 有 一 个 确定 的 
比 , 这 个 比 对 所 有 截面 来 说 是 不 同 的 : 它 是 这 一 截面 所 位 于 的 距离 
zx 的 函数 %z)。 需 要 找到 函数 4(z) 的 一 个 解析 表达 式 。 

11. 上 述 例子 足以 对 我 们 所 讨论 过 的 不 同 问 题 给 出 一 个 精 
确 思想 。 

这 些 问 题 的 解 使 我 们 认识 到 ,就 每 一 种 固体 物质 来 说 ,热传导 
的 作用 都 依赖 于 三 个 基本 量 ,它们 是 物质 的 热 容量 (capacity for 
heat) , 它 的 自 热 导 率 (own conducibility ” ) 和 外 热 导 率 (exterior con- 
ducibility ) 。 

人 们 已 经 观察 到 ,如 果 同 体积 不 同 质 的 两 个 物体 有 相同 的 温 
度 ,并 且 如 果 对 它们 增加 相同 的 热量 ,那么 ,温度 的 增 量 是 不 相同 
的 ,这 两 个 增 量 的 比 是 它们 热 容 量 的 比 " 。 如 此 ,规定 热 作 用 的 三 
个 具体 要 素 中 的 第 一 个 ,就 被 严格 地 确定 了 ,并 且 , 物 理学 家 很 早 
就 知道 几 种 确定 它 的 值 的 方法 .其 它 两 个 要 素 就 不 一 样 了 ;虽然 它 
们 的 作用 经 常 被 观察 到 ,但 是 还 没有 一 个 严格 的 理论 能 精确 地 区 
别 . 定 义 和 测 量 它们 。 


* 该 词 各 处 均 可 见 ,传导 率 (Conductivity) 
** 它们 容量 的 反比 。 
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一 个 物体 的 固有 热 导 率 或 内 热 导 率 (the proper or interibr con- 
ducibility) 表 示 使 热 从 一 个 内 部 分 子 传递 到 另 一 个 内 部 分 子 的 能 
办 。 一 个 固体 的 外 热 导 率 或 相对 热 导 形 (the external or relative con- 
ducibility) 取 决 于 热 穿 过 其 表面 :并 从 这 一 物体 进入 一 种 已 知 介 
质 ,或 者 ,从 这 种 介质 进入 这 个 固体 的 能 力 。 这 后 一 种 性 质 或 多 或 
少 地 由 表面 的 光洁 状态 所 左右 ; 它 也 随 这 一 物体 所 浸入 其 中 的 介 
质 而 变化 ;但 是 内 热 导 率 只 随 这 一 固体 的 质 而 变化 。 

在 我 们 的 公式 中 ,这 三 个 基本 量 由 常数 表示 ,并 且 这 一 理论 本 
身 指明 适合 于 测量 它们 的 值 的 实验 。 一 旦 它们 被 确定 , 则 与 热传导 
有 关 的 一 切 问题 就 都 只 取决 于 数值 分 析 。 关 于 这 些 特殊 性 质 的 知 
识 可 能 在 物理 科学 的 几 种 应 用 中 都 直接 有 用 ;此 外 ,这 种 知识 也 是 
不 同 物质 的 研究 和 描述 的 一 个 要 素 。 它 是 不 计 那 些 与 自然 界 的 一 
种 主要 作用 力 所 具有 的 联系 的 物体 的 一 种 很 不 理想 的 知识 。 总 的 
说 来 ,由 于 它 可 以 给 以 热 的 使 用 为 基础 的 无 数 技术 实践 带 来 清晰 
性 和 完整 性 ,所 以 ,还 没有 任何 一 种 数学 理论 能 与 国民 经 济 具有 比 
这 一 理论 更 紧密 的 联系 。 s 

12. 地 球 温度 问题 显示 出 热 理论 最 漂亮 的 应 用 中 的 一 种 ; 形 
成 它 的 一 般 思想 如 下 。 地 球 表面 的 不 同 部 分 不 等 地 受到 太阳 光线 
的 作用 ;其 作用 强度 取决 于 那 一 地 点 的 纬度 ; 它 在 一 天 的 过 程 中 和 
在 一 年 的 过 程 中 也 有 变化 ,并 且 受 到 其 它 更 不 易 察觉 的 不 均匀 性 
的 影响 。 显 然 , 地 表 的 变化 状态 与 内 部 温度 的 变化 状态 之 间 存在 着 
一 种 必然 联系 , 它 可 以 由 理论 导出 。 我 们 知道 ,在 地 表 以 下 的 某 一 
深度 ,在 一 已 知 地 点 的 温度 无 年 变 : 这 一 永恒 的 地 下 温度 随 这 一 地 
点 离 示 道 愈 来 愈 远 而 变 得 愈 来 傅 低 。 地 球 外 壳 的 厚度 相对 于 地 球 
半径 无 比 小 ,因此 我 们 可 以 不 考虑 它 ,而 把 我 们 这 颗 行星 看 作 是 一 
个 近 球体 , 它 的 表面 受到 这 样 一 种 温度 的 作用 ,这 种 温度 在 一 条 给 
定 的 纬 线 的 所 有 点 上 保持 不 变 ,而 在 另 一 条 纬 线 上 则 不 同 。 由 此 推 
出 ,每 一 个 内 分 子 也 有 由 它 的 位 置 所 确定 的 固定 温度 ,这 一 数学 问 
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题 在 于 找 出 任 一 已 知 点 的 固定 温度 :以 及 日 热 在 射 入 地 球 内 部 时 
所 遵循 的 规律 。 | 

如 果 我 们 考虑 在 我 们 居住 于 其 表面 之 上 的 地 过 本 身 中 所 相继 
发 生 的 变化 ,那么 ,这 种 温度 的 差异 性 就 会 更 使 我 们 感 兴趣 。 在 每 
一 天 和 在 每 一 年 的 期 间 所 反复 产生 的 那些 冷 瞬 交替. 至 今 都 一 直 
是 反复 观察 的 对 象 。 我 们 现在 可 以 计算 它们 ,并 且 可 以 从 一 个 一 般 
的 理论 推导 出 经 验 所 教 给 我 们 的 所 有 特殊 事实 。 这 一 问题 可 简化 
成 这 样 一 个 假设 :一 个 巨大 球体 的 每 一 点 都 受到 周期 性 温度 的 作 
用 ,那么 分 析 告诉 我 们 ,这 些 变化 的 强度 根据 什么 规律 随 深度 的 增 
加 谭 减 弱 , 在 一 给 定 深度 上 ,年 变化 或 日 变化 的 总 量 是 多 少 ,这 些 
变化 的 时 期 是 怎样 的 ,怎样 从 地 表 所 观测 到 的 变化 温度 推出 地 下 
温度 的 固定 值 。 

13.， 热传导 的 一 般 方 程 是 偏 微分 方程 ,虽然 它们 的 形式 非常 
简单 ,但 是 ,已 知 的 方法 @ 并 不 能 对 它们 的 求 积 提供 任何 一 般 的 形 


中 关于 这 些 方程 的 现代 处 理 , 请 查阅 

黎 昌 (von B、Riemann),( 偏 微分 方程 )( Partielle Differentiolgeichngen) ,不 伦 瑞 克 ,第 二 
版 ,1876。 第 4 节 ,“ 固 体 中 的 热 运动 "(Bewegung der Warme in festen Korpern)。 

马 蒂 厄 (E. Matthieu) 《数学 物理 教程 Coars de physique malematigse) ,巴黎 ,1873。 与 
热 理论 的 微分 方程 有 关 的 部 分 。 

托 德 享 特 (L Todhunter)《 拉 普 拉 斯 ` 拉 梅 和 贝 塞 尔 函数 )(Tie Fumtions of Lapiace， 
Lamé mnd Bessel) ,伦敦 ,1875。 第 21.25 一 29 章 ,它们 给 出 了 某 些 拉 棒 方法 。 

韦 尔 德 (E. Verdet) ,( 物 理 演讲 》(Conferences Pysigue) ,巴黎 ,1872C《 全 集 ), 第 4 卷 ， 
第 1 部 分 ] 。《 传 导 性 热 扩散 教程 (Lecons ar ia propagatin de la chalewr par comdwctbilitt)， 这 
两 本 书后 附 有 一 个 非常 广泛 的 关于 热传导 的 整个 领域 的 文献 目录 。 

对 于 全 立 叶 理论 的 一 个 有 意义 的 概述 和 应 用 , 见 

麦克 斯 书 (Maxwell) 教 授 ,( 热 的 理论 )(Theory of Hiea) ,伦敦 ,1875( 第 4 版 )。 第 18 
章 , 论 传 导 性 的 热 扩散 (On the diffusion of heat by conduction)。 

汤姆 森 (W. Thomson) 才 士 和 泰 特 (Tait) 教 授 ,( 自 然 暂 学 》CNatral Philosophy) ,第 1 
卷 ,牛津 ,1867。 第 7 章 。 附 录 D, 地 球 的 长 期 冷却 (On the secular cooling of the earth) 一 
A.F. 


式 ;因此 ,我 们 不 能 由 它们 推出 某 一 确定 时 间 之 后 的 温度 值 .然而 ， 
分 析 结果 的 数值 解释 是 必需 的 ,并 且 , 对 于 给 出 分 析 对 自然 科学 的 
每 一 种 应 用 来 说 , 它 可 能 是 非常 重要 的 完善 程度 。 只 要 尚未 得 到 
它 ,就 可 以 说 解 仍然 是 不 完全 和 无 用 的 ,并 且 , 人 们 想 要 发 现 的 这 
一 真理 隐藏 在 分 析 公式 之 中 ,这 丝毫 不 亚 于 它 原来 在 物 独 问题 本 
身 中 的 隐蔽 程度 。 我 们 一 直 以 极 大 的 关注 致力 于 这 一 目标 ,我 们 已 
经 能 克服 在 我 们 所 处 理 过 的 所 有 问题 中 的 困难 ,这 包括 热 理论 的 
主要 基本 原理 。 任 一 问题 的 解 都 对 发 现 所 得 到 的 温度 的 数值 ,或 者 
当时 间 值 和 变量 坐标 的 值 已 知 时 ,对 发 现 那些 所 流 过 的 热量 的 数 
值 ,无 不 提供 简便 而 精确 的 方法 。 因 此 ,我们 不 仅 将 给 出 表示 温度 
值 的 函数 所 必须 满足 的 微分 方程 ;而且 将 以 便于 数值 应 用 的 形式 
给 出 这 些 函 数 本 身 。 

14. 为 了 使 这 些 解 能 够 是 一 般 的 ,并 且 具 有 与 这 一 问题 的 范 
围 相同 的 适用 范围 ,它们 必须 与 温度 的 初始 状态 一 致 ,这 个 初始 状 
态 是 任意 的 。 对 这 一 条 件 的 研究 表明 ,对 于 那些 不 服从 于 某 个 不 变 
规律 .并 且 表示 不 规则 或 不 连续 线 眉 的 纵 坐 标的 函数 ,我 们 可 以 以 
收敛 级 数 展开 ,或 者 用 定 积分 来 表示 。 这 个 性 质 以 一 种 新 的 方式 并 
明 偏 微 分 方程 理论 ,并 且 通 过 使 它们 服从 于 分 析 的 一 般 过 程 ,扩大 
任意 函数 的 应 用 。 

15. 剩 下 来 的 ,还 有 事实 与 理论 的 比较 .为 着 这 一 目的 ,我 们 
做 了 各 种 精确 的 实验 ,这 些 实验 结果 与 分 析 结果 一 致 ,并且 赋予 分 
析 一 种 权威 ,如 果 在 看 上 去 受制 于 如 此 之 多 的 不 确定 性 的 新 问题 
中 ,人 们 可 能 就 不 情愿 同 巴 它 这 种 权威 了 .这些 实 验 确证 我 们 由 之 
开始 的 原理 ,尽管 物理 学 家 们 在 关于 热 的 本 质 的 假设 上 众说 不 一 ， 
但 他 们 都 采纳 这 一 原理 。 

16. 温度 平 街 不 仅 可 以 接触 的 方式 产生 ,而 且 长 时 间 处 在 同 
一 地 区 的 相互 分 离 的 物体 之 间 也 可 以 建立 温度 平衡 。 这 种 作用 与 
介质 的 接触 无 关 ; 我 们 已 经 在 真空 中 观察 到 它 .为 了 完成 我 们 的 理 
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论 ,有 必要 考察 辐射 热 在 离开 物体 表面 时 所 遵循 的 规律 ,从 许多 物 
理学 家 的 观察 和 我 们 自己 的 实验 中 可 以 得 出 :从 一 受热 物体 表面 
任 一 点 在 各 个 方向 上 所 逃逸 出 的 不 同 光线 的 强度 ,取决 于 它们 的 
方向 与 这 同一 点 所 在 平面 所 成 的 夹 角 。 我 们 已 经 证 明 , 一 条 光线 的 
强度 随 这 条 光线 与 面 元 素 所 成 夹 角 的 缩小 而 减弱 ,并 且 它 与 那个 
角 的 正弦 成 正比 9。 不 同 的 观察 已 经 表明 的 这 个 热 辐射 的 一 般 规 
律 是 固体 中 温度 平衡 原理 和 热传导 规律 的 一 个 必然 结果 。 

这 些 就 是 本 书 所 讨论 的 主要 问题 ;所 有 这 些 讨论 只 有 一 个 目 
的 , 那 就 是 清晰 地 建立 热 理 论 的 数学 原理 ,并 在 这 一 方面 跟 上 实用 
技术 和 对 自然 研究 的 步伐 。 | 

17. 据 以 上 所 述 ,显然 存在 一 个 非常 广泛 的 现象 类 ,它们 并 
不 由 机 械 力 所 产 生 , 而 仅仅 只 由 热 的 存在 和 积累 而 引起 .自然 哲学 
的 这 一 部 分 不 可 能 与 动力 学 的 理论 有 关 , 它 有 它 本 身 所 特有 的 原 
理 ,并 且 建立 在 一 种 与 其 它 精密 科学 相 类 似 的 方法 之 上 。 例如 日 
热 , 它 贯穿 到 地 球 内 部 ,并 根据 一 条 正常 的 规律 使 自己 分 布 于 其 
中 ,这 条 规律 不 依赖 于 运动 规律 ,也 不 由 力学 原理 所 决定 。 热 的 推 
斥 力 所 产 生 的 膨胀 ,以 及 用 于 测量 温度 的 膨胀 观察 ,的 确 都 是 动力 
学 的 作用 ,但 是 当 我 们 研究 热传导 的 规律 时 , 它 就 不 是 我 们 所 计算 
的 这 些 膨胀 了 。 

18. 还 有 其 它 更 复杂 的 自然 作用 ,它们 同时 依赖 于 热 的 影响 
和 引力 的 影响 ;因此 ,太阳 的 运动 在 大 气 和 海洋 中 所 引起 的 温度 变 
化 ,不 断 改 变 空气 和 水 域 不 同 部 分 的 密度 。 这 些 物质 所 服从 的 这 些 
力 的 作用 ,在 每 一 时 刻 都 被 一 种 新 的 热 分 布 所 改变 ,并 且 毫 无 疑 
问 ,这 个 原因 引起 规则 的 风 和 海洋 的 主要 潮流 ;发 生 在 大 气 中 的 日 
月 引力 ,只 产生 勉强 可 察 的 作用 ,不 能 引起 普遍 的 位 移 . 因 此 ,为 了 
使 这 些 重大 现象 服从 于 计算 ,有 必要 去 发 现 物质 内 部 热传导 的 数 


人 DD 《科学 院 研 究 报告 ), 第 5 卷 , 巴 歼 ,1826 年 ,第 179 一 213 页 。 一 一 A.F. 
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学 规律 。 

19. 阅读 本 书 时 读者 会 看 到 , 热 在 物体 内 达到 一 种 规则 排列 
与 初始 分 布 无 关 , 初 始 分 布 可 以 看 作 是 任意 的 。 

热 在 开始 时 无 论 以 何 种 方式 分 布 ,变化 愈 来 愈 大 的 这 个 温度 
系统 都 将 明显 地 趋 于 与 只 和 图 体形 状 有 关 的 一 个 确定 状态 相 重 
合 。 在 极限 状态 下 ,所 有 点 的 温度 都 同时 下 降 ,但 各 点 之 间 保 持 相 
同 的 比 :为 了 表示 这 个 性 质 , 解 析 公式 就 应 该 包含 一 些 由 指数 和 由 
类 似 于 三 角 函 数 的 量 所 组 成 的 项 。 

力学 的 几 个 问题 提供 类 似 的 结果 ,如 摆 的 等 时 性 ,发 声 物体 的 
复 共鸣 等 .普通 实验 使 人 们 注意 到 这 些 结果 ,以 后 的 分 析 论 证 了 它 
们 的 真正 原因 。 至 于 那些 依赖 于 温度 变化 的 结果 ,除非 很 精密 的 实 
验 , 和 否则 它们 就 不 可 能 被 认识 到 ;但 是 数学 分 析 已 经 超过 观察 , 它 
弥补 了 我 们 感官 的 不 足 , 在 某 种 意义 上 , 它 使 我 们 亲眼 看 到 物体 内 
部 规则 和 谐 的 振动 。 

20. 这 汪汪 浊 对 种 在 于 要 的 捕 案 科 尘 和 有 天 原 因 泛 且 的 台 
系 提供 了 非凡 的 范例 ， 

当 一 根 金属 棒 的 一 端 受 一 热源 的 恒定 作用 ,并 且 其 各 点 都 已 
达到 它 的 最 高 温度 时 ,这 个 固定 温度 系统 就 严格 对 应 于 一 个 对 数 
表 ; 数 是 不 同 点 所 在 的 温度 计 的 标高 ,对 数 是 这 些 点 与 热源 的 距 
离 。 一 般 来 说 , 热 根 据 不 同 级 的 物理 问题 所 共有 的 偏 微分 方程 所 表 
示 的 简单 规律 使 自己 分 布 于 物体 内 部 。 热 辐射 与 正弦 表 有 一 种 明 
显 的 联系 ,因为 ,从 受热 面 的 同一 点 出 来 的 射线 彼此 非常 不 同 , 它 
们 的 强度 严格 与 各 射线 的 方向 与 面 元 素 所 成 夹 角 的 正弦 成 正比 。 

如 果 我 们 在 一 个 匀 质 固体 物质 的 每 一 点 能 够 观察 到 每 一 时 刻 
的 温度 变化 ,那么 ,我 们 就 会 在 这 些 杀 列 观察 中 发 现 那些 象 正弦 和 
.对 数 那样 的 循环 级 数 的 性 质 ;例如 ,它们 可 能 在 地 球 近 地 表 的 不 同 
点 的 日 变化 温度 和 年 变化 温度 中 被 注意 到 。 

我 们 应 当 在 弹性 介质 的 振动 中 ,在 曲线 或 曲面 的 性 质 中 ,在 星 
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体 的 运动 中 ,以 及 在 光 或 流体 的 运动 中 ,重新 认识 这 些 同 样 的 结果 
和 一 般 分 析 的 所 有 主要 原理 。 在 无 穷 级 数 的 展开 中 和 在 数值 方程 
的 解 中 所 运用 的 、 通 过 逐次 微分 所 得 到 的 这 些 函 数 . 也 对 应 着 物理 
性 质 。 这 些 函 数 的 第 - -个 ,或 者 准确 地 说 谓 之 为 流 数 (fluxion) ,在 
几何 学 中 表示 曲线 倾角 的 正切 了 ,在 动力 学 中 表示 一 运动 物体 在 
这 一 运动 发 生变 化 时 的 速度 ;在 热 的 理论 中 , 它 测量 在 一 物体 的 每 
一 点 上 经 过 一 已 知 面 所 流 过 的 热量 .因此 ,数学 分 析 与 可 感知 的 现 
象 有 必然 联系 ; 它 的 对 象 不 为 人 的 智力 所 创造 ; 它 是 宇 宣 秩序 的 一 
个 先 在 要 素 (a pre-existent element) ,并 且 在 任何 意义 上 都 不 是 偶然 
或 意外 的 ;整个 自然 界 到 处 都 打上 了 它 的 印记 。 

21. 更 精 确 ,更 丰富 的 观察 必 将 弄 清热 的 作用 是 否 为 仍然 沿 
未 察 党 的 原因 所 更 改 , 热 的 理论 将 在 它 的 结果 与 实验 结果 的 不 断 
比较 中 获得 进一步 的 完善 ; 它 将 阐明 我 们 至 今 尚 不 能 计算 的 某 些 
重要 现象 ; 它 将 表明 怎样 确定 所 有 温度 计 所 测 得 的 太阳 光线 的 作 
用 ,表明 不 论 是 在 地 球 内 部 还 是 在 大 气 图 的 范围 之 外 ,不 论 是 在 大 
洋 中 还 是 在 大 气 的 不 同 区 域 中 ,在 这 些 与 赤道 不 同 距离 的 地 点 , 怎 
样 确定 可 能 观察 到 的 不 变 或 可 变温 度 。 由 热 和 重力 的 综合 作用 所 
产生 的 大 规模 运动 的 数学 知识 将 由 它 导出 。 同 样 这 些 原理 将 用 来 
测量 不 同 物体 的 固有 热 导 率 和 相对 导 率 ,以 及 它们 的 比 热 ,用 来 鉴 
别 使 固体 表面 的 热 扩散 发 生变 化 的 -- 切 原因 ,并且 来 改进 测 温 仪 。 

热 的 理论 ,将 以 其 基本 原理 的 严格 精确 性 和 它 所 特有 的 分 析 
困难 ,并 且 首 先 以 它 应 用 的 广度 和 有 效 性 ,而 永远 吸引 数学 家 们 的 
注意 力 ;因为 它 的 一 切 结果 都 同时 与 普通 物理 学 ,与 技术 操作 ,与 
家 庭 习惯 和 国民 经 济 有 关 。 


也 原文 为 “曲线 正切 的 倾角 ”, 可 能 系 原 英 译 者 误 译 所 致 。 一 一 译 者 
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第 二 节 
“初始 定义 和 一 般 概念 了 


22. 关于 热 的 本 质 只 能 形成 一 些 不 确定 的 假说 ,但 是 关于 它 
的 作用 所 服从 的 数学 规律 的 知识 , 却 与 一 切 假说 无 关 ; 它 仅仅 只 需 
要 对 一 些 日 常 观察 所 表明 、 由 精确 实验 已 确证 的 主要 事实 进行 细 
致 的 观察 就 够 了 。 

这 样 ,首先 有 必要 陈述 一 般 的 观察 结果 ,对 分 析 的 所 有 要 素 给 
出 精确 定义 ,并 建立 作为 这 种 分 析 之 基础 的 原理 。 

热 的 作用 倾向 于 使 所 有 物体 ， 固体 、 液体 或 气体 等 都 及 胀 ;这 
是 给 出 其 存在 证 据 的 性 质 。 只 要 固体 和 液体 所 含 的 热量 增加 ,它们 
的 体积 就 增加 * ,热量 减少 ,其 体积 也 随 之 减少 . 

. 当 一 匀 质 固体 物质 的 所 有 部 分 ,如 一 金属 物质 的 所 有 部 分 ,被 
同等 地 加 热 ,并 且 毫 无 变化 地 维持 同一 热量 时 ,它们 也 具有 并 保持 
相同 的 密度 这 一 状态 由 这 样 一 种 说 法 来 表示 :在 这 一 物体 的 整个 
范围 内 ,分 子 处 处 都 具有 相同 和 永恒 的 温度 。 

23. 温度 计 是 使 得 人 们 能 够 鉴别 它 体积 的 最 小 变化 的 物体 
它 的 作用 是 以 一 种 流体 或 一 种 空气 的 膨胀 来 测量 温度 。 我 们 假定 
我 们 精确 地 知道 这 个 仪器 的 结构 、 用 法 和 性 能 ,一 个 各 部 分 被 同样 
加 热 并 保持 其 热 的 物体 的 温度 ,就 是 当 温度 计 是 并 且 保 持 与 所 研 
究 的 这 一 物体 完全 接触 (perfect contact) 时 它 所 标明 的 温度 。 

完全 接触 就 是 温度 计 完 全 浸没 在 一 流体 物质 中 ,一 般 地 ,就 是 


@ ”此 处 标题 与 目录 中 的 不 一 致 ,第 二 章 第 钴 节 的 标题 亦 如 此 。 一 一 译 者 
* ”在 大 多 数 情 况 下 
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该 仪器 外 表面 没有 任何 -- 点 不 为 其 温度 待 测 的 固体 或 流体 物质 的 
一 点 所 接触 。 在 实验 中 ,并 非 总 是 要 求 一 定 要 严格 保持 这 一 条 件 ; 
但 是 为 了 使 定义 精确 ,应 当 这 样 假定 它 。 

24. 我 们 这 样 确定 两 个 固定 温度 , 即 由 0 所 表示 的 溶 冰 温 度 
(the temperature of melting ice) ,以 及 我 们 用 1 来 表示 的 沸水 温度 
(the temperature of boiling water ) : 假定 水 在 气压 表 的 水 银 为 0 度 
时 ,由 气压 表 的 某 个 高 度 (76 厘米 ) 所 表示 的 一 个 大 气压 下 沸腾 。 

25. 不 同 的 热量 通过 确定 它们 包含 一 个 作为 单位 的 固定 量 
的 多 少 倍 而 测 得 。 假定 有 一 确定 重量 (一 干 克 ) 的 冰 块 ,其 温度 为 0 
度 ,通过 增加 一 定 的 热量 ,在 同一 0 度 温度 下 转变 成 水 :这 样 ,所 增 
加 的 这 一 热量 就 被 看 作为 测量 单位 (the unit of measure) 。 因 此 ,由 
数 C 所 表示 的 热量 ,就 等 于 把 温度 为 0 度 的 一 千克 冰 在 同一 0 度 
温度 下 溶解 成 水 时 所 需要 的 热量 的 C 倍 。 

26. 要 使 有 一 定 重 量 的 金属 物体 ,如 一 千克 铁 , 从 0 度 上 升 
到 1 度 ,就 必须 有 一 新 的 热量 增加 到 这 一 物体 已 有 的 热量 中 去 . 表 
示 这 一 补充 热量 的 数 C, 就 是 铁 的 比 热 (Specific capacity of iron for 
heat) , 数 C 对 于 不 同 的 物质 有 非常 不 同 的 值 。 

27. 若 一 确定 性 质 和 确定 重量 的 物体 (一 千克 和 尔 ) 在 0 度 时 
有 一 体积 V, 当 它 达 到 1 度 ,也 就 是 说 当 它 在 0 度 时 所 包含 的 热量 
增加 一 个 等 于 这 一 物体 比 热 的 新 热量 时 , 它 将 占有 更 大 的 体积 
十 4。 但 是 ,如 果 不 是 增加 这 个 量 C, 而 是 增加 量 z(z 是 一 个 或 正 
或 负 的 数 ) ,那么 ,新 的 体积 就 不 是 F 十 4, 而 是 了 十 6。 现在 ,实验 表 
明 , 如 果 :一 志 , 则 体积 的 增 量 5 就 只 有 整个 增 量 4 的 一 半 , 并 且 一 
般 地 , 当 增 加 的 热量 是 z 时 ,6 的 值 就 是 z1。 

28. ”所 增加 的 热 的 这 两 个 景 放 和 C 的 比 =, 与 两 个 体积 增 量 
4 和 4 的 比 相同 , 它 就 是 所 谓 的 温度 比 ;因此 .表示 一 物体 有 效 温 
度 的 量 代表 它 的 实际 体积 超过 其 在 溶 冰 温 度 下 所 具有 的 体积 的 超 
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出 量 ,1 代表 对 应 于 水 的 沸点 的 体积 超过 对 应 于 冰 溶 点 的 体积 的 
整个 超出 量 。 

29. 物体 体积 的 增 量 一 般 与 产生 膨胀 的 热量 的 增 量 成 正比 ， 
但 是 必须 注意 ,这 个 比 仅 仅 只 在 所 研究 的 物体 所 经 受 的 温度 远离 
那些 决定 它们 状态 变化 的 温度 的 情况 下 才 是 精确 的 。 这 些 结果 不 
一 定 能 应 用 于 所 有 液体 ;特别 对 于 水 而 言 ,膨胀 并 不 总 伴随 热 的 增 
加 。 

一 般 来 说 ,温度 是 与 所 增加 的 热量 成 正比 的 数 , 就 我 们 所 考虑 
的 情况 而 言 ,这 些 数 也 与 体积 的 增 量 成 正比 。 

30. 假定 由 有 一 定 面积 (1 平方 米 ) 的 平面 所 界定 的 物体 无 
论 以 什么 方式 使 其 所 有 点 都 同样 保持 恒定 温度 1, 且 假定 所 说 的 
这 一 平面 接触 保持 0 上 度 的 空气 : 则 从 这 一 平面 不 断 逃 逸 并 进入 周 
围 介质 中 去 的 热 ,总 是 由 那 种 作用 在 这 一 物体 上 的 恒定 原因 所 产 
生 的 热 所 补充 ;因此 ,由 4 所 表示 的 一 定 热 量 在 一 确定 时 间 (1 分 
钟 ) 内 流 过 这 一 平面 。 

在 一 固定 温度 下 ,发 生 在 一 单位 平面 上 的 一 连续 且 总 与 自身 
相同 的 热流 的 总 量 4, 就 是 这 一 物体 的 外 热 导 率 的 量度 ,也 就 是 说 
是 它 表 面向 空气 传 热 的 能 力 的 量度 。 

. 这 里 的 空气 被 认为 是 以 一 已 知 的 匀速 连续 移动 的 :但 是 , 若 这 
-气流 的 速度 增加 , 则 传 入 介质 的 热量 也 会 发 生变 化 : 若 介质 的 密 
度 增加 ,同一 情况 亦 会 发 生 。 

31. 如 果 这 一 物体 的 这 一 恒定 温度 超过 周围 物体 温度 的 超 

出 量 不 是 如 所 假设 的 那样 等 于 1, 而 是 一 个 较 小 的 值 ,那么 ,所 耗 
~ 散 的 热量 就 比 * 少 。 正 如 我 们 即将 看 到 的 ,观察 结果 是 ,所 失掉 的 
这 一 热量 可 以 看 作 是 明显 与 这 一 物体 的 温度 超过 空气 和 周围 物体 
的 温度 的 超出 量 成 正比 的 。 因 此 在 量 4 已 经 由 受热 面 为 1 度 ,介质 
为 0 度 的 一 个 实验 所 确定 时 ;我 们 得 出 结论 :如 果 这 个 面 的 温度 为 
z, 所 有 其 它 环境 保持 不 变 , 则 如 就 是 这 个 量 。 当 = 是 一 个 小 分 数 


29 


时 ,我 们 肯定 可 以 承认 这 一 结果 。 

32. 经 过 一 受热 面 而 扩散 的 这 一 热量 的 这 个 4 值 随 不 向 物 
体 而 异 ; 并 且 , 对 于 同一 物体 , 它 也 随 这 个 面 的 不 同 状态 而 变化 .这 
一 辐射 作用 随 这 个 面 的 光洁 度 的 提高 而 减少 ;因此 ,破坏 这 个 面 的 
光洁 度 ,h 值 会 明显 增加 。 如 果 一 个 被 加 热 的 金属 物体 的 外 表面 被 
涂 上 一 层 诸 如 能 完全 使 其 失去 金属 光泽 的 黑 漆 ,那么 , 它 就 会 准 
得 更 快 。 

33. 从 一 物体 的 表面 所 逃逸 的 热 辐射 线 自 由 地 穿 过 真空 空 
间 ; 它 们 也 在 大 气 中 传导 :它们 的 方向 不 为 介入 空气 (intervening 
air) 中 的 扰动 所 干扰 :它们 可 由 金属 镜 反射 并 集中 到 金属 镜 的 焦 
点 上 。 高 温 物 体 ,在 被 插 进 -- 种 液体 中 时 ,它们 仅仅 只 直接 加 热 它 
们 表面 所 与 之 接触 的 那些 部 分 的 液体 。 与 这 一 表面 不 太 近 的 分 子 
不 直接 受热 ;气流 体 则 不 一 样 ;在 它们 之 中 , 热 辐 射线 极 快 地 传 到 
很 远 的 地 方 , 或 者 是 这 些 射 线 的 那 一 部 分 自由 地 穿 过 大 气 层 , 或 者 
是 这 些 气 层 迅速 传播 这 些 射线 而 不 改变 其 方向 。 

34.” 当 这 一 受热 物体 被 放 到 保持 明显 不 变 的 温度 的 空气 中 
时 ,传导 到 这 些 空气 中 的 热 使 离 这 一 物体 表面 最 近 的 流体 层 更 亮 ; 
这 一 气流 层 受 热 愈 强 , 它 就 上 升 得 愈 快 ,并 为 其 它 冷气 团 所 补充 。 
这 样 ,在 方向 垂直 、 速 度 随 这 一 物体 的 温度 更 高 而 更 快 的 空气 中 形 
成 一 股 气流 。 由 于 这 个 原因 ,如 果 这 一 物体 逐渐 自行 冷却 , 则 这 一 
气流 的 速度 就 随 温度 而 减弱 ,并 且 , 这 一 冷却 规律 和 这 一 物体 受 一 
定 速 气流 作用 不 完全 相同 。 

35. 当 物 体 被 加 热 到 足以 漫 射 强 光 时 ,它们 的 部 分 辐射 热 就 
与 能 穿 过 透明 固体 或 流体 .并 受 产生 折射 的 力 的 支配 的 那 种 光 相 
混合 . 随 着 这 些 物体 的 炽热 光 焰 逐 渐 减 弱 , 有 这 种 能 力 的 热量 也 随 
之 减少 ;我 们 可 以 说 ,对 于 极 不 透明 的 物体 而 言 , 既 使 极度 加 热 ,也 
察觉 不 出 来 。 一 个 薄 透 明 片 几乎 拦截 所 有 由 剧 热 金 属 体 所 产生 的 
直 热 ;不 过 , 它 随 被 拦截 的 射线 在 它 之 中 的 积累 而 成 比例 地 逐渐 被 
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加 热 ; 因 此 , 若 它 由 冰 所 组 成 , 则 它 变 成 液体 ;但 是 , 若 这 一 冰片 受 
一 光 炬 射线 的 作用 , 则 它 允 许 相当 多 的 热量 随 光一 起 穿 过 。 

36. ”我 们 曾经 用 一 个 系数 4 作为 一 固体 外 热 导 率 的 量度 , 它 
表示 在 一 确定 时 间 (i 分 钟 ) 内 从 这 一 物体 表面 进入 空气 的 热量 。 
假定 这 一 表面 有 一 确定 的 面积 (1 平方 米 ) ,这 一 物体 的 不 变温 度 
是 1, 空气 的 不 变温 度 是 0, 并 且 受 热 面 受 一 给 它 的 不 变速 度 的 气 
流 的 作用 ,这 个 4 值 由 观察 来 确定 ,由 这 一 系数 所 表示 的 热量 由 两 
个 不 同 部 分 所 组 成 , 若 无 极 精确 的 实验 ,这 两 部 分 热量 就 不 可 能 被 
测量 出 来 ,它们 一 部 分 是 以 接触 的 方式 向 外 界 空气 所 传递 的 热 ; 另 
一 部 分 , 比 第 一 部 分 少 得 多 ,是 所 发 射 的 辐射 热 。 在 我 们 最 初 的 研 
究 中 ,我 们 必须 假定 , 当 这 一 固体 的 温度 和 介质 的 温度 以 同一 充分 
小 量 增加 时 ,所 失去 的 热量 不 变 。 

37. 正如 我 们 所 注意 到 的 ,固体 物质 的 另 一 个 差别 是 它们 可 
渗透 性 的 大 小 :这 个 性 质 就 是 它们 的 固有 热 导 率 (conducibility 
proper) :在 论述 了 热 的 均匀 传导 和 线性 传导 之 后 ,我 们 将 给 出 它 的 
定义 和 精确 量度 。 液 态 物 质 也 具有 从 分 子 到 分 子 的 导热 性 ,并且 它 
们 热 导 率 的 数值 随 物 质 的 质 而 变化 :但 是 这 个 作用 难以 在 液体 中 
观察 到 ,因为 温度 一 变化 ,它们 的 分 子 就 会 改变 其 位 置 。. 在 物质 下 
部 受热 源 作 用 最 大 的 所 有 情况 中 ,在 这 些 液体 中 的 热传导 主要 靠 
这 种 不 断 的 位 移 来 进行 。 相 反 , 同 在 我 们 的 几 个 实验 中 的 情况 一 
样 ,如 果 热源 作用 于 物质 最 上 层 的 那 一 部 分 , 则 热 转 移 非常 慢 , 它 
不 引起 任何 位 移 , 至 少 当 温度 增加 不 缩小 其 体积 时 ,如 象 在 接近 于 
状态 变化 的 异常 情况 中 所 注意 到 的 那样 时 ,情况 的 确 如 此 。 

38， 对 这 些 主要 观察 结果 的 这 一 解释 必须 就 温度 平衡 增加 
一 个 一 般 性 的 注 记 ;这 个 注 记 在 于 这 样 二 点 ,位 于 同一 区 域 的 不 同 
物体 , 若 它 们 各 部 分 都 是 并 且 保 持 等 加 热 , 则 也 达到 一 共同 的 水 恒 
温度 。 

假定 一 物质 M 的 所 有 部 分 有 一 无 论 以 什么 原因 所 保持 的 共 
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同和 不 变 的 温度 a; 如果 一 更 小 的 物体 m 以 完全 接触 的 方式 与 物 
质 M 放 在 -- 起 . 则 它 将 被 假定 为 有 共同 的 温度 a。 

实际 上 ,除非 经 过 无 穷 时 间 , 和 否则 这 个 结果 就 不 可 能 严格 出 
现 :但 是 这 个 命题 的 准确 意思 是 : 若 物 体 m 在 被 置 于 接触 中 去 之 
前 就 有 温度 , 则 它 将 保持 这 一 温度 而 不 发 生 任何 变化 。 放 得 使 每 

-个 都 分 别 与 物质 M 完全 接触 的 许多 其 它 物体 2,7,9,7 的 情况 亦 

如 此 ;它们 都 将 达到 恒定 温度 a。 因此 ,一 个 温度 计 , 若 相继 用 于 这 
不 同 的 物体 m,n,p,9,7, 则 会 指示 相同 的 温度 。 

39. 如 果 物体 m 的 每 一 部 分 都 被 包含 在 这 一 固体 W 中 ,如 
在 一 包 这 中 而 不 援 触 它 的 任 一 部 分 ,那么 ,所 讨论 的 这 一 作用 就 既 
与 接触 无 关 又 仍然 会 发 生 。 例 如 ,如 果 这 一 固体 是 一 个 有 一 定 厚 
度 、 由 某 种 外 因 保持 在 温度 上、 并 且 包含 -- 个 完全 排除 空气 的 空 
闻 的 球形 外 过 ,如 果 物 体 m 可 以 被 放 到 这 一 贺 形 空间 的 任 一 部 分 
而 不 接触 包 壳 内 表面 的 任 一 点 ,那么 , 它 将 达到 共同 温度 o, 更 准 
确 地 说 ， 如 果 它 已 经 在 球形 包 壳 中 ， 则 它 将 保持 这 一 温度 。 对 所 
有 其 它 物 体 w，p, 9, 7， 无 论 它们 是 分 别 地 、 还 是 一 起 放 到 这 同一 
球形 包 壳 中 , 并 且 还 无 论 它 们 的 物质 和 形状 怎样 , 其 结果 都 一 样 。 

40， 向 我 们 自己 所 提出 的 、 似 乎 是 最 简单 量 与 观察 最 一 致 的 
这 种 热 作 用 的 所 有 形式 ,在 于 比较 这 种 作用 和 光 的 作用 。 正 如 发 光 
物体 发 射 它们 的 光一 样 ,互相 分 离 的 分 子 通 过 空气 相互 传递 它们 
的 热 辐射 线 。 

如 果 在 处 处 密封 , 且 由 某 种 外 因 保 持 固定 温度 。 的 一 个 包 过 
内 ,我 们 假定 放 进 一 些 不 同 物体 且 它 们 与 内 边缘 任 一 部 分 无 接触 ， 
那么 , 随 这 些 被 放 进 这 一 真空 空间 的 物体 受热 的 多 少 ,我 们 会 观察 
到 不 同 的 作用 。 在 第 一 种 情况 中 ,如 果 我 们 只 放 进 一 个 这 样 的 物 
体 , 它 的 温度 和 包 壳 的 相同 ,那么 , 它 从 它 表 面 各 点 发 射 的 热 和 它 
从 包围 它 的 这 一 固体 那里 所 得 到 的 热 一 样 多 ,并 且 通 过 这 种 等 量 
交换 保持 它 的 初始 状态 。 
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-如果 我 们 放 进 第 二 个 物体 , 它 的 温度 小 于 a, 那么 , 它 首先 会 
从 处 处 包围 它 而 不 接触 它 的 面 得 到 比 它 所 放出 的 更 大 的 热量 , 它 
将 越 来 越 被 加 热 , 并 且 通 过 它 的 表面 吸收 比 它 在 第 一 种 情况 中 所 
吸收 的 更 多 的 热 。 

初始 温度 5 不断 升 高 , 它 将 不 停顿 地 趋 近 冉 定 温度 a, 因此 ,经 
过 一 确定 时 间 之 后 ,这 个 差 将 变 得 微乎其微 ,如果 我 们 在 这 同一 包 
壳 内 放 进 温度 比 "高 的 第 三 个 物体 ,那么 就 会 有 相反 的 作用 。 

41. 所 有 物体 都 有 通过 其 表面 发 射 热 的 性 质 ;它们 愈 热 , 它 
们 就 发 射 得 愈 多 ;所 发 射 的 辐射 线 的 强度 随 表面 状态 而 发 生 相 当 
明显 的 变化 。 

42. 从 周围 物体 得 到 热 辐射 线 的 每 一 个 面 ,都 反射 一 部 分 ， 
保留 其 余部 分 :未 被 反射 而 进入 这 个 面 的 热 ,在 这 一 固体 中 积累 ; 
并 且 , 只 要 它 超过 由 辐射 所 耗 散 的 量 , 那 么 温度 就 上 升 。 

43. 倾向 于 离开 受热 物体 的 辐射 线 通 过 一 种 把 它们 的 一 部 
分 反射 到 这 一 物质 内 部 的 力 而 在 其 表面 被 俘获 。 阻止 入 射线 经 过 
这 个 面 . 并 把 这 些 辐射 线 分 成 两 部 分 ,一 部 分 被 反射 , 另 一 部 分 被 
保留 的 那个 原因 ,也 以 同样 的 方式 作用 在 从 这 一 物体 内 部 指向 外 
部 空间 的 那些 射线 上 。 

如 果 我 们 通过 改变 表面 状态 而 增加 它 反射 入 射线 的 力 ,那么 
我 们 同时 也 增加 了 朝 这 一 物体 内 部 反射 要 离开 它 的 辐射 线 的 力 。 
”进入 这 一 物质 的 入 射线 ,和 通过 其 表面 而 发 射 的 辐射 线 ,在 数量 上 
相等 地 减少 。 

44. ”如 果 在 这 个 包 壳 内 同时 放 进 上 面 所 提 到 过 的 一 些 彼此 
分 离 且 受热 不 等 的 物体 ,那么 它们 将 得 到 和 发 射 热 辐射 线 ,这 样 ， 
在 每 一 次 交换 时 ,它们 的 温度 将 连续 变化 ,并 且 它 们 都 倾向 于 变 得 
与 这 个 包 壳 的 固定 温度 相等 。 

这 个 作用 与 热 在 固体 内 被 传导 时 所 产生 的 作用 完全 相同 ; 因 
为 构成 这 些 物体 的 分 子 被 真空 所 隔 开 , 并 且 有 受热 , 积 热 和 发 射 热 


33 


的 性 质 。 它 们 每 一 个 都 向 各 处 发 出 辐射 线 ,并且 同 时 从 包围 它 的 那 
些 分 子 那里 得 到 别 的 辐射 线 。 “ 

45. 由 位 于 一 固体 物质 内 部 一 点 所 发 出 的 热 只 能 直接 通过 
一 段 极 短 的 距离 ， 我 们 可 以 说 ,， 它 被 最 近 的 粒子 所 阻截 这 些 粒 
子 只 直接 接受 这 种 热 , 并 且 作用 在 更 远 的 点 上 。 气流 体 则 不 同 ; 在 
它们 之 中 ， 辐 射 的 直接 作用 在 非常 远 的 距离 上 都 是 明显 的 。 

46. 因此 ,虽然 从 一 固体 表面 的 一 部 分 在 各 个 方向 上 所 逃逸 
的 热 在 空气 中 传 给 非常 远 的 点 ;但 是 它们 仅仅 只 由 这 一 固体 的 那 
些 紧 僻 其 表面 的 分 子 所 发 射 。 一 受热 物体 上 处 在 与 把 这 一 物体 和 
外 部 空间 隔 开 的 表面 挨 得 很 近 的 一 个 点 向 外 部 空间 发 出 无 数 辐射 
线 , 但 是 它们 并 不 能 全 部 都 到 达 那 里 ;它们 被 减少 由 这 一 固体 的 中 
间 分 子 所 俘获 的 所 有 那些 热量 。 实 际 弥 散 到 空间 中 去 的 那 部 分 辐 
射线 , 随 它们 在 这 一 物体 内 经 历 的 路 程 更 长 而 变 得 更 少 。 因 此 , 垂 
直 于 这 一 表面 所 逃逸 的 辐射 线 ,其 强度 比 沿 斜 向 离开 这 同一 点 的 
辐射 线 要 大 ,倾斜 最 狠 的 辐射 线 则 完全 被 拦截 。 

同样 的 结论 适用 于 离 表面 充分 近 ,可 以 参与 热 辐射 的 所 有 那 
些 点 ,由 此 必然 得 出 ,以 法 方向 从 表面 逃逸 出 的 全 部 热量 , 比 那些 
斜 向 逃逸 出 的 要 大 得 多 。 我 们 已 经 使 这 一 问题 能 够 计算 ,我 们 的 分 
析 证 明 , 辐 射线 的 强度 与 它们 和 面 元素 所 成 夹 角 的 正弦 成 正比 , 实 
验 已 经 表明 一 个 相 类 似 的 结果 。 

47. 这 个 定理 表示 一 条 与 热 作用 的 平衡 和 热 作用 的 方式 有 
必然 联系 的 一 般 规律 。 如 果 从 一 个 受热 面 所 逃逸 出 的 辐射 线 在 所 
有 方向 上 都 有 相同 的 强度 ,那么 ,位 于 由 保持 一 恒温 的 一 个 包 过 所 
处 处 围 定 的 一 空间 的 某 一 个 这 样 的 点 的 一 个 温度 计 , 将 指示 比 该 
包 这 高 得 无 比 的 温度 D。 正如 我 们 总 是 注意 到 的 一 样 , 处 于 这 一 包 
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壳 内 的 物体 不 会 取得 共同 的 温度 ,它们 所 达到 的 温度 或 与 它们 所 
处 的 位 置 有 关 , 就 与 它们 的 形状 有 关 , 或 与 相 邻 物体 的 形状 有 关 。 

如 果 人 们 认为 在 从 同一 点 所 逃逸 出 的 辐射 线 之 间 有 什么 不 同 
于 我 们 所 阅 明 的 别 的 联系 ,那么 或 者 同样 的 结果 会 被 观察 到 ,或 者 
别 的 作用 同样 与 一 般 经 验 相反 .我 们 已 经 认识 到 ,这 一 规律 仅仅 只 
是 与 辐射 热平衡 的 一 般 事 实 相 一 致 的 规律 。 

48. 如 果 一 真空 由 一 个 其 各 部 分 都 保持 共同 且 不 变温 度 。 
的 固体 所 处 处 围 定 ,并 且 如 果 有 有 效 温度 a 的 一 个 温度 计 被 放 在 
这 一 空间 的 任 一 点 上 ,那么 , 它 的 温度 将 保持 不 变 。 因 此 , 它 在 每 一 
时 刻 从 这 个 包 索 的 内 表面 所 得 到 的 热 与 它 向 它 所 发 出 的 热 一 样 
多 。 严 格 地 说 ,在 一 给 定 空间 内 , 热 辐射 线 的 这 一 作用 是 温度 的 量 
' 度 : 不 过 这 个 考虑 预 设 了 辐射 热 的 数学 理论 。 

如 果 现在 在 温度 计 和 这 个 包 壳 表面 一 部 分 之 间 放 进 一 个 其 温 
度 是 a 的 物体 M ,那么 温度 计 将 不 再 得 到 来 自 这 个 内 表面 的 某 一 
部 分 的 射线 ,但 是 这 些 射线 将 由 它 从 所 插入 的 物体 M 处 所 得 到 的 
那些 射线 所 补偿 。 一 个 简单 的 计算 表明 ,这 个 补偿 是 严格 的 ,因此 ， 
温度 计 的 状态 将 保持 不 变 。 若 物体 M 的 温度 与 这 个 包 壳 的 温度 不 
同 , 则 情况 不 一 样 。 当 它 更 高 时 ,所 插入 的 物体 M 向 温度 计 所 发 出 
的 、 并 补偿 被 拦截 的 射线 的 这 些 射线 ,就 传递 比 前 者 更 多 的 热 ; 因 
此 ,温度 计 的 温度 肯定 升 高 。 

相反 ,如 果 这 个 插 进去 的 物体 的 温度 比 。 低 ,那么 温度 计 的 温 
度 肯定 下 降 ;因为 ,这 个 物体 所 拦截 的 射线 由 它 所 发 出 的 、 即 由 比 
包 壳 的 射线 更 冷 的 那些 射线 所 代替 ;因此 ,温度 计 就 不 能 完全 得 到 
保持 其 温度 "所 必需 的 热 

49. 到 目前 为 止 我 们 还 没有 考虑 所 有 表面 都 具有 反射 一 部 
分 向 它们 所 发 射 的 射线 的 能 力 ,如 果 忽视 这 个 性 质 ,那么 我 们 就 只 
有 很 不 完整 的 关于 辐射 热平衡 的 思想 。 

这 时 ,假定 在 保持 一 不 变温 度 的 这 个 包 壳 的 内 表面 上 有 一 部 
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分 在 某 种 程度 上 具有 所 说 的 这 种 能 力 ; 则 这 个 反射 面 的 每 一 点 都 
将 向 空间 发 出 两 种 射线 :-- 种 仅仅 从 组 成 这 一 包 沉 的 物质 内 部 发 
出 ,其 它 则 仅仅 由 它们 所 对 着 发 出 的 这 同一 表面 所 反射 。 但是, 在 
这 个 面 排 乐 外 部 部 分 入 射线 的 同时 ， 它 在 内 部 保留 部 分 它 自身 的 
射线 。 在 这 方面， 形成 一 种 严格 的 补偿 ， 也 就 是 说 ， 这 个 面 所 
阻止 发 出 的 它 自身 的 每 一 条 射线 ， 都 由 一 条 相同 强度 的 反射 线 所 
代替 。 

如 果 反 射 射线 的 这 种 能 力 无 论 在 何 种 程度 上 对 这 个 包 这 的 其 
它 部 分 起 作用 ,或 者 对 被 放 进 这 同一 空间 、 并 且 已 经 处 于 共同 温度 
的 物体 表面 起 作用 ,那么 ,同样 的 结果 就 会 发 生 。 

因此 , 热 的 反射 并 不 干扰 温度 平衡 ,并 且 , 当 这 种 平衡 存在 时 ， 
在 离开 同一 点 的 射线 强度 据 以 随 发 射 角 的 正弦 而 相应 降低 的 规律 
中 , 它 不 参与 任何 变化 。 

50. 假定 在 所 有 部 分 都 保持 温度 a 的 这 同一 包 壳 中 ,我 们 放 
进 一 个 孤立 物体 M 和 一 个 抛光 金属 面 R, 当 金属 面 尽 的 上 四面 朝 向 
这 一 物体 时 , 它 就 反射 它 从 这 一 物体 所 得 到 的 大 部 分 射线 ;如 果 我 
们 在 物体 M 和 反射 面 R 之 则 放 一 个 温度 计 , 随 物 体 M 的 温度 或 
等 于 ,或 大 于 ,或 小 于 共同 温度 a, 在 这 个 镜子 的 焦点 上 ,我 们 将 会 
观察 到 三 种 不 同 的 作用 。 

在 第 一 种 情况 下 ,温度 计 保持 温度 a; 它 得 到 1", 来 自 不 为 物 
体 M 和 这 个 镜子 所 遮挡 的 这 一 包 党 所 有 部 分 的 热 辐射 ;2*, 由 这 

-物体 所 发 出 的 射线 ;3", 面 R 向 焦点 所 发 出 的 那些 射线 ,或 者 它 
们 来 自 这 个 镜子 本 身 的 物质 ,或 者 这 个 镜子 表面 只 反射 它们 ;在 最 
后 这 种 射线 中 ,我 们 可 以 区 分 由 物体 M 向 这 个 镜子 所 发 出 的 射线 
和 它 从 这 一 包 壳 那里 所 得 到 的 射线 。 由 假设 ,所 讨论 的 所 有 这 些 射 
线 都 由 有 共同 温度 a 的 表面 所 产生 ,因此 ,温度 计 严 格 处 于 同一 状 
态 , 仿 佛 由 这 一 包 壳 所 围 成 的 空间 不 包含 任何 别 的 物体 ,而 只 含 其 
自身 一 样 。 


在 第 二 种 情况 下 , 放 在 已 受热 物体 M 和 这 个 镜子 之 间 的 温度 
计 肯 定 获得 比 a 更 高 的 温度 。 实际 上 , 它 得 到 和 在 第 一 种 假设 中 相 
同 的 射线 ;不 过 有 两 个 明显 的 差别 :第 一 差别 产生 于 这 样 一 个 事 
实 , 由 物体 M 向 镜子 所 发 出 、 并 且 反 射 到 温度 计 上 的 射线 ,含有 比 
在 第 一 种 情况 中 更 多 的 热 。 另 一 个 差别 取决 于 这 样 一 个 事实 ,物体 
M 直接 向 温度 计 所 发 出 的 射线 ,含有 比 前 面 更 多 的 热 。 这 两 个 原 
因 ,主要 是 第 一 个 ,就 促使 温度 计 的 温度 升 高 。 

在 第 三 种 情况 下 ,也 就 是 说 , 当 物体 W 的 温度 比 a 低 时 ,温度 
计 也 肯定 呈现 出 比 a 低 的 温度 。 事实 上 , 它 再 次 得 到 我 们 在 第 一 种 
情况 中 所 区 分 的 所 有 各 种 射线 。 不 过 它们 之 中 有 两 种 所 含 的 热 比 
4 第 一 神情 况 中 要 少 , 即 ,因由 物体 MM 发射、 而 由 镜子 反射 到 温度 
计 上 的 那些 射线 ,和 这 同一 物体 M 直接 向 它 所 发 出 的 那些 射线 。 
因此 ,温度 计 不 能 完全 得 到 它 为 保持 它 的 初始 温度 a。 所 需要 的 热 。 
它 发 出 的 热 比 它 所 得 到 的 热 要 多 。 这 样 必然 就 是 , 它 的 温度 肯定 会 
降 到 它 所 得 到 的 射线 能 够 补偿 它 所 失去 的 射线 这 样 一 点 上 。 这 最 
后 一 种 作用 就 是 所 谓 的 冷 反 射 (The reflection of cold) ,严格 地 说 ， 
它 在 于 过 弱 热 反射 (The reflection of too feeble heat) , 镜子 拦截 一 定 
的 热量 ,并 且 用 更 少 的 热量 代替 它 。 

51. 如 果 在 保持 恒温 a 的 这 个 包 壳 中 放 进 一 个 物体 W , 它 的 
温度 "小 于 ,那么 这 个 物体 的 存在 将 使 受到 它 射线 作用 的 温度 
计 降 低温 度 , 并 且 我 们 可 以 注意 到 ,从 物体 W 的 表面 向 温度 计 所 
发 射 的 射线 ,一 般 来 说 有 两 种 , 即 来 自 这 一 物体 M 内 部 的 那些 射 
线 ,和 来 自 这 一 包 壳 的 不 同 部 分 、 碰 到 表面 M 上 、 然 后 反射 到 温度 
计 上 的 那些 射线 .后 一 种 射线 有 共同 温度 a, 但 是 属于 物体 M 的 那 
些 射 线 包含 的 热 则 少 一 些 , 这 些 都 是 使 温度 计 降 温 的 射线 。 如 果 现 
在 改变 物体 M 的 表面 状态 ,例如 ,破坏 其 光泽 ,我 们 就 降低 了 它 所 
具有 的 反射 入 射线 的 能 力 ,温度 计 的 温度 就 会 降 得 更 低 , 呈 现 出 比 
a 更 低 的 温度 a。 事实 上 ,如 车 不 是 物体 M 发 出 更 多 的 它 自己 的 射 
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线 , 并 且 反射 更 少 的 它 从 包 壳 那里 所 得 到 的 射线 ,那么 ,所 有 条 件 
就 和 前 一 种 情况 一 样 ;也 就 是 说 ,有 共同 温度 的 最 后 这 些 射 线 ,部 
分 地 被 更 冷 的 射线 所 代替 。 因 此 ,温度 计 就 不 能 再 得 到 和 前 面 一 样 
多 的 热 。 

如 果 与 物体 M 的 表面 变化 无 关 , 我 们 放 进 一 个 适合 于 把 离开 
4 的 射线 反射 到 温度 计 上 的 金属 镜 ,那么 温度 将 呈现 出 比 “更 小 
的 值 a”。 事 实 上 ,这 个 镜子 从 温度 计 那 里 拦截 都 有 温度 4 的 这 个 包 
壳 的 部 分 射线 ,并 且 用 三 种 射线 取而代之 ; 即 ,1° ,来自 这 个 镜子 内 
部 本 身 ,并 且 有 相同 温度 的 那些 射线 ;2*, 这 个 包 这 的 不 同 部 分 以 
相同 温度 向 镜子 所 发 出 、 并 且 被 反射 到 焦点 上 的 那些 射线 ;3°, 来 
自 物体 M 内 部 , 落 到 镜子 上 、 然 后 被 反射 到 温度 计 上 的 那些 射线 。 
最 后 这 种 射线 的 温度 比 a 低 ;因此 温度 计 不 能 再 得 到 和 它 在 放 进 
镜子 之 前 所 得 到 的 一 样 多 的 热 。 

最 后 ,如 果 我 们 还 着 手 改变 镜子 的 表面 状态 ,通过 对 它 进行 更 
理想 的 抛光 ,增加 它 反射 热 的 能 力 , 那 么 温度 计 的 温度 还 会 降 得 更 
低 。 事实 上 ,在 前 面 的 情况 中 所 出 现 的 所 有 条 件 都 存在 。 所 发 生 的 
只 是 ,镜子 更 少 发 出 它 自己 的 射线 ,并 且 用 它 所 反射 的 那些 射线 来 
代替 它们 。 现 在 ,在 最 后 这 些 射线 中 ,所 有 那些 从 物体 W 内 部 所 发 
出 的 射线 的 强度 都 比 以 前 曾 从 金属 镜 内 部 所 发 出 的 射线 小 ;因此 ， 
温度 计 所 得 到 的 热 仍 然 比 前 面 更 少 ;因此 , 它 将 呈现 出 比 a” 更 低 
的 温度 ao”。 

运用 同样 这 些 原理 ,我 们 很 容易 解释 热 辐 射 和 冷 辐射 的 所 有 
已 知事 实 。 

52. 决 不 能 把 热 的 作用 与 那些 分 子 处 于 静止 状态 的 弹性 流 
体 的 作用 相提并论 。 

试图 从 这 个 假设 推出 我 们 在 本 书 已 解释 .所 有 实验 已 确证 的 
这 一 传导 规律 ,是 徒劳 的 。 热 的 自由 态 和 光 的 自由 态 一 样 ;而 这 种 
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元 素 (element)@ 的 激活 态 完全 不 同 于 气态 物质 的 激活 态 。 热 以 同 
一 方式 在 真空 ,在 弹性 流体 ,以 及 在 液体 和 固体 物质 中 起 作用 , 它 
仅仅 以 辐射 的 方式 传导 ,不 过 它 的 显效 应 (sensible effects) 随 物体 
性 质 而 异 。 

53. 热 是 一 切 弹 性 的 源泉 ; 它 是 保持 固体 物质 的 形状 和 液体 
体积 的 斥 力 。 在 固体 物质 中 ,如 果 相 邻 分 子 的 相互 吸引 作用 不 为 分 
离 它们 的 热 所 破坏 ,那么 它们 就 会 产生 这 种 作用 。 

这 种 弹力 随 温度 更 高 而 更 大 ;这 就 是 为 什么 物体 在 它们 的 温 
度 升 高 或 降低 时 就 膨胀 或 收缩 的 原因 。 

54. 在 固体 物质 内 部 , 热 的 斥 力 和 分 子 的 引力 之 间 所 存在 的 
平衡 是 稳定 的 ;也 就 是 说 , 当 受 到 偶然 原因 干扰 时 , 它 就 重建 它 自 
己 的 平衡 .如 果 分 子 被 安排 在 适合 于 平衡 的 距离 上 ,并 且 如 果 一 外 
力 开始 增加 这 一 距离 而 不 引起 任何 温度 变化 ,那么 ,经 过 无 数 次 变 
得 愈 来 愈 不 明显 的 振荡 之 后 ,引力 的 作用 就 开始 超过 热 的 作用 ,并 
使 分 子 恢复 到 它们 的 初始 位 置 。 

当 一 个 机 械 原因 使 这 些 分 子 的 原始 距离 缩小 时 ,就 会 在 相反 
的 意义 上 产生 一 种 类 似 的 作用 ;诸如 此 类 的 有 发 出 宏 亮 的 声音 的 
物体 和 和 柔性 物体 的 振动 基点 ,以 及 它们 所 有 的 弹性 作用 的 振动 基 

55. 在 物质 的 液态 和 气态 中 ,外 压力 是 附加 到 或 补充 到 分 子 
引力 上 的 ,并 且 ,作用 在 外 表面 时 ,它们 并 不 抗 形 变 , 而 只 仅仅 抗 所 
占据 的 体积 变化 。 分 析 的 研究 将 最 恰当 地 表明 抗 分 子 引 力 或 抗 外 
压力 的 热 的 斥 力 怎样 参与 由 一 种 或 多 种 元 素 所 组 成 的 物体 .固体 
或 液体 的 合成 ,怎样 决定 气流 体 的 弹性 ;不 过 ,在 我 们 之 前 ,这 些 研 
究 不 属于 这 一 主题 ,它们 出 现在 动力 学 理论 中 。 


中 在 健 立 叶 所 处 的 时 代 , 热 的 本 质 尚未 弄 清楚 ,比较 有 影响 的 仍然 是 热 质 说 , 因 
此 ,他 在 此 处 仍 以 一 种 元 素来 称呼 它 。 一 一 译 者 
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56. 训 无 疑问 .和光 的 作用 方式 一 样 , 热 的 作用 方式 总 是 在 
于 射线 的 相互 传递 ,并 且 这 一 解释 在 现在 已 为 大 多 数 物理 学 家 所 
接受 ;但 是 ,建立 热 的 理论 并 不 需要 考虑 属于 这 一 方面 的 理 象 。 在 
本 书 中 ,读者 将 会 看 到 ,作为 普通 观察 的 必然 结论 ,在 固体 或 液体 
物质 中 ,辐射 热 的 平衡 与 传导 怎样 独立 于 任何 物理 解释 而 得 到 严 
格 论证 。 


第 三 节 
热传导 原理 


57. 我 们 现在 开始 考察 实验 所 教 给 我 们 的 关于 热传导 的 知 
识 ， 

如 果 两 个 相同 的 分 子 由 相同 的 物质 所 组 成 ,并 且 有 相同 的 温 
度 , 那 么 它们 每 一 个 都 从 别 一 个 那里 得 到 和 它 向 它 所 发 出 的 一 样 
多 的 热 ;这 样 , 它 们 的 相互 作用 就 可 以 看 作为 0, 因 为 这 种 作用 的 
结果 不 会 引起 这 些 分 子 状态 的 任何 变化 .相反 ,如 果 第 一 个 比 第 二 
个 热 ,那么 它 向 它 发 出 比 它 从 它 那 里 所 得 到 的 更 多 的 热 ; 这 种 相互 
作用 的 结果 就 是 这 两 热量 的 差 。 就 所 有 情况 而 言 ,我 们 排除 任 一 对 
质点 相互 发 出 两 相等 热量 这 样 一 种 情况 .我 们 设想 ,只 是 受热 较 多 
的 一 点 作用 在 另 一 点 上 ,并 且 由 于 这 一 作用 ,第 一 个 质点 失去 由 第 
二 个 质点 所 得 到 的 一 定 的 热量 。 因 此 ,这 两 个 分 子 的 作用 ,或 者 最 
热 的 分 手 传递 给 另 一 个 的 热量 ,就 是 它们 相互 发 出 的 两 热量 的 差 。 

58. 假定 我 们 在 空气 中 放 一 个 匀 质 固体 , 它 的 不 同 点 有 不 同 
的 有 效 温 度 , 则 组 成 这 一 物体 的 每 一 个 分 子 开始 都 会 或 者 从 距离 
极 近 的 那些 分 子 那里 得 到 热 ,或 者 传 热 给 它们 。 在 同一 时 刻 在 这 一 
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物质 的 所 有 点 之 间 所 发 生 的 这 一 作用 ,会 在 所 有 温度 中 产生 一 个 
无 穷 小 的 合 变化 (resultant change): 这 一 固体 将 在 每 一 时 刻 受 到 相 
似 的 作用 ,因此 ,温度 的 变化 会 变 得 愈 来 愈 明显 。 

只 考虑 两 个 相等 是 挨 得 极 近 的 分 子 m 和 的 系统 ,让 我 们 来 
确定 在 某 一 时 刻 内 第 一 个 分 子 从 第 二 个 分 子 那里 所 能 得 到 的 热 
量 : 这 样 我 们 就 可 以 把 这 同样 的 推理 应 用 到 与 点 m 充分 近 、 在 第 
一 个 时 刻 内 直接 作用 于 它 的 所 有 其 它 点 上 。 

由 点 传递 给 点 m 的 热量 取决 于 这 -- 时 刻 的 长 短 , 取 决 于 这 
两 点 之 间 的 这 个 很 短 的 距离 ,取决 于 各 点 的 有 效 温度 ,并 且 取决 于 
这 一 固体 物质 的 质 ;也 就 是 说 ,如 果 这 些 因素 中 的 某 一 个 发 生变 
化 , 既 使 所 有 其 它 因素 都 保持 不 变 , 所 传导 的 热 仍 然 会 发 生变 化 。 
目前 ,实验 在 这 一 方面 已 经 揭示 出 一 个 一 般 的 结果 : 它 在 于 ,所 有 
其 它 环境 保持 不 变 , 这 两 个 分 子 中 的 一 个 从 另 一 个 那里 所 得 到 的 
热量 ,与 这 两 个 分 子 的 温度 差 成 正比 。 因 此 ,如 果 一 切 其 它 条件 保 
持 不 变 , 点 4 与 点 m 的 温差 变 成 二 倍 、 三 倍 或 四 倍 的 ,那么 这 一 热 
量 也 是 二 倍 、 三 倍 或 四 倍 的 。 为 了 解释 这 一 结果 ,我们 必须 认为 , 
对 m 作 用 的 大 小 正好 与 这 两 点 间 温 差 的 大 小 一 样 :如 果 温 度 相 
等 ,这 个 作用 就 等 于 0, 但 是 如 果 分 子 * 比 同样 的 分 子 m 含有 更 多 
的 热 ,也 就 是 说 ,如 果 m 的 温度 为 wa 的 温度 就 是 "十 4, 那 么 ,一 部 
分 超出 热 就 从 " 传 到 m。 现 在 如 果 热 的 这 个 超出 量 是 两 倍 的 ,或 
者 ,与 之 等 价 ,如 果 7 的 温度 是 v 十 24, 那 么 ,超出 热 就 由 两 个 相等 
部 分 所 构成 ,这 两 部 分 对 应 于 整个 温差 的 两 等 分 ;这 两 部 分 的 每 一 
部 分 都 有 它 固有 的 作用 ,就 好 象 是 单独 存在 一 样 :因此 ,由 所 传 
递 给 m 的 热量 就 和 在 温差 只 是 4 时 所 传递 的 热量 的 两 倍 一 样 多 。 
超出 热 的 这 两 个 不 同 部 分 的 同时 作用 ,就 是 构成 热传导 原理 的 作 
用 。 由 此 得 出 :部 分 作用 的 和 ,或 者 m 从 w 那里 所 得 到 的 总 热量 ,与 
这 两 温度 的 差 成 正比 。 

59. 用 » 和 wv 表示 两 相同 分 子 m 和 的 温度 ,用 Pp 表示 它们 
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的 极 短 距 离 .用 也 表示 这 -- 时 刻 的 无 穷 小 长 度 , 那 么 ,m 在 这 -一 时 
刻 内 从 那里 所 得 到 的 热量 就 由 (w 一 *)6(p)* dt 来 表示 。 我 们 用 
6(7) 表 示 距离 p 的 某 个 函数 ,在 固体 和 在 液体 中 , 当 p 有 一 明显 的 
量 时 ,函数 4(7) 就 变 成 0。 这 个 函数 对 同一 给 定 物质 的 每 一 点 都 是 
相同 的 ; 它 随 这 一 物质 的 质 而 变化 。 

60. 物体 通过 它们 表面 所 失去 的 热量 服从 于 这 同一 -条 原理 。 
如 果 我 们 用 "表示 其 所 有 点 都 有 温度 * 的 这 … 表 面 的 有 限 或 无 穷 
小 的 面积 ,并 且 如 果 “ 表示 大 气温 度 , 由 于 系数 上 是 外 热 导 率 的 量 
度 , 所 以 我 们 就 可 以 把 oh(w 一 a)dt 作为 这 个 面 o 在 时 刻 dt 内 所 传 
送 到 空气 中 去 的 热量 表达 式 。 

当 其 中 一 个 传 给 另 一 个 一 定 热量 的 这 两 个 分 子 属于 同一 固体 
时 ,所 传导 的 热 的 精确 表达 式 就 是 我 们 在 前 一 目 中 所 给 出 的 公式 ; 
并 且 , 由 于 这 两 个 分 子 挨 得 极 近 , 所 以 温差 极 小 。 当 热 从 一 固体 传 
到 一 气态 介质 中 去 时 ,情况 就 不 同 了 。 然 而 实验 使 我 们 认识 到 ,如 
果 这 个 差 是 一 个 充分 小 量 ,那么 所 传送 的 热 就 显然 与 那个 差 成 正 
比 ,并 且 , 在 开始 的 这 些 研究 中 ,可 以 把 数 4 看 作为 这 一 表面 的 
每 一 状态 所 特有 的 、 且 与 温度 无 关 的 、 有 -不 变 值 的 数 。 

61. 这 些 与 所 传导 的 热量 有 关 的 命题 已 经 从 不 同 的 观察 中 
导出 。 作 为 所 讨论 的 这 些 表 述 的 一 个 明显 淮 论 ,我 们 首先 看 到 ,如 
果 我 们 用 - -个 共同 的 量 使 这 . -固体 物质 和 它 被 置 于 其 中 的 介质 的 
所 有 温度 升 高 ,那么 ,温度 的 连续 变化 就 完全 相同 ,如 同 不 曾 使 初 
始 温度 升 高 一 样 。 现 在 ,这 个 结果 明显 与 实验 一 致 ; 它 已 经 得 到 首 
批 观 察 过 热 作 用 的 物理 学 家 们 的 承认 。 SS 


外 杜 隆 (Dulong) 和 珀 蒂 (Peti') 在 实验 上 所 研究 的 更 精确 的 冷却 定律 ,可 以 在 ! 综 
合 工 艺 学 校 学 报 》CCthe Jornal de LEcole Poiyechnique) ,第 11 卷 ,第 234--294 页 , 巴 娶 ， 
1820 年 ] 中 ,或 在 雅昌 (Jamin) 的 《物理 教程 Cors de Physique) 第 47 讲 中 牧 到。 人. 
F. 
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62. 如 果 这 一 介质 保持 在 一 恒温 上 ,并 且 , 如 果 被 放 到 这 一 
介质 中 的 受热 物体 的 体积 充分 小 ,以 便 在 温度 愈 来 愈 低 时 能 使 这 
一 物体 所 有 点 的 温度 都 明显 相同 ,那么 ,从 同样 这 些 命题 可 以 得 
出 ,在 每 一 时 刻 过 这 一 物体 表面 所 逃逸 的 热量 与 它 的 有 效 温 度 超 
过 其 介质 温度 的 超出 量 成 正比 。 因 此 ,正如 在 本 书 中 将 会 看 到 的 ， 
我 们 不 难得 出 结论 ,其 横 坐 标 表 示 历 经 时 间 , 纵 坐标 表示 对 应 于 那 
些 时 间 的 温度 的 这 条 曲线 是 一 条 对 数 曲 线 : 现 在 , 当 这 一 固体 的 温 
度 超过 其 介质 温度 的 超出 量 是 一 充分 小 量 时 ,观察 也 提供 同样 的 
结果 。 

63. 假定 这 一 介质 保持 恒温 0 上 度 , 这 同一 物质 的 不 同 点 vb， 
cd 等 等 的 初始 温度 是 a,8,y,6 等 等 ,在 第 一 时 刻 结束 时 它们 变 成 
ap ,09 等 等 ,在 第 二 时 刻 结束 时 它们 变 成 o', Pr", ,9" 等 等 ,如 
此 类 推 根 据 所 前 明 的 这 些 命题 我 们 不 难得 出 结论 ,如 果 同 样 这 些 
点 的 初始 温度 是 ga,g6,9y,96 等 等 (9 是 一 个 任意 数 ), 那 么 ,由 于 不 
同 点 的 作用 ,在 第 一 时 刻 结束 时 ,它们 就 变 成 wz ,98' ,gy ,9g9' 等 等 ， 
在 第 二 时 刻 结束 时 ,它们 就 变 成 9",gP",gy*,95" 等 等 ,如 此 类 推 。 例 
如 ,让 我 们 来 比较 当 这 些 点 a,3,c,d 等 等 的 初始 温度 是 a, 8,y,6 等 
等 时 的 情况 和 当 它 们 的 初始 温度 是 24,28,2y,26 等 等 时 的 情况 ， 
介质 在 这 两 种 情况 中 保持 0 度 。 在 第 二 个 假定 中 ,任意 两 点 的 温差 
是 第 一 个 假定 中 的 两 倍 ,每 一 点 的 温度 超过 介质 的 每 一 分 子 的 温 
度 的 超出 量 也 是 两 倍 ;因此 在 第 二 个 假定 中 , 任 一 分 子 向 别 的 任 一 
分 子 所 发 出 的 热量 ,或 者 它 所 得 到 的 热量 ,是 它 若 在 第 一 个 假定 中 
所 发 出 或 得 到 的 两 倍 。 由 于 每 一 点 所 经 历 的 温度 变化 与 岂 得 到 的 
热量 成 正比 ,由 引得 出 ,在 第 二 种 情况 中 ,这 一 变化 是 它 在 第 一 种 
情况 中 的 两 倍 。 朗 然 我 们 已 经 假定 ,第 一 点 的 初始 温度 为 a, 它 在 
第 一 时 刻 结束 时 变 成 “ ;因此 ,如 果 这 一 初始 温度 原本 是 2a, 并 且 
如 果 基 有 其 它 温度 都 翻 一 倍 , 那 么 它 就 变 成 22 。 所 有 其 它 分 子 b， 
csd 的 情况 亦 如 此 ,并 且 , 如 果 这 个 比 不 是 2, 而 是 任 一 数 g, 也 可 以 
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得 出 类 似 的 结果 。 这 样 , 从 热传导 原理 得 出 :如 果 我 们 以 任 一 给 定 
的 比 升 高 或 降低 所 有 初始 温度 ,那么 ,我 们 就 以 同样 的 比 升 高 或 降 
低 所 有 连续 温度 。 

同 前 面 两 个 结果 一 样 , 这 个 结果 由 观察 所 确证 。 如 若 从 一 个 分 
子 传 给 另 一 个 分 子 的 热量 实际 上 不 与 温差 成 正比 ,那么 这 个 结果 
就 不 成 立 。 

64. 关于 一 根 金 属 棒 或 一 个 金属 环 的 不 同 点 的 永恒 温度 ,以 
及 关于 相同 物体 中 和 形 如 球 和 立方 体 的 几 个 其 它 固 体 中 的 热 传 
导 , 我 们 已 经 以 精密 的 仪器 作 了 观察 。 这 些 实验 结果 与 从 前 面 的 命 
题 所 导出 的 结果 是 一 致 的 。 如 果 从 一 个 固体 分 子 传送 到 另 一 个 固 
体 分 子 , 或 传送 到 一 个 空气 分 子 的 热量 不 与 温度 的 超出 量 成 正比 ， 
那么 它们 就 会 完全 不 同 。 首 先 必须 做 的 是 弄 清 这 一 命题 的 所 有 严 
格 结论 ;我 们 由 此 确定 作为 这 一 问题 的 目的 的 那些 量 的 主要 部 分 。 
这 样 ,通过 比较 计算 值 和 那些 由 许多 非常 精确 的 实验 所 给 出 的 值 ， 
我 们 就 很 容易 测量 系数 的 变化 ,并 完善 我 们 第 一 阶段 的 研究 。 


第 四 节 


65. 首先 ,我 们 将 在 最 简单 的 情况 中 , 既 在 围 在 两 平行 平面 
之 间 的 一 个 无 穷 固体 的 情况 中 ,考虑 均匀 热 运动 。 

我 们 假定 由 某 种 匀 质 物质 所 组 成 的 一 个 固体 被 围 在 两 个 无 穷 
平行 平面 之 间 ; 下 平面 4 以 任 一 原因 保持 恒温 o; 例如, 我们 可 以 
设想 这 一 物质 被 延展 ,并 且 平 面 4 是 这 一 固体 和 这 种 围 住 它 的 物 
质 所 共有 的 一 个 截面 ,并 且 由 一 恒定 热源 加 热 其 所 有 点 ;上 平面 8 
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也 由 一 类 似 原因 保持 一 固定 温度 5, 其 值 小 于 。 值 ;问题 是 要 确定 ， 
如 果 它 持续 无 穷 时 间 ,那么 这 一 假定 的 结果 会 是 怎样 的 。 

如 果 我 们 假定 ,这 一 物体 所 有 部 分 的 初始 温度 是 5, 那 么 显 
然 ,离开 热源 4 的 热 将 传 得 依 来 傅 远 ,并 且 会 提高 围 在 这 两 平面 
之 间 的 分 子 的 温度 ;然而 根据 假定 ,由 于 上 平面 的 温度 不 能 升 高 得 
超过 1, 所 以 热 将 在 更 冷 的 物质 中 弥散 ,通过 与 这 种 冷 物质 接触 ， 
使 平面 8 保持 恒温 5。 这 一 温度 系统 愈 来 傅 趋 过 于 一 个 终极 状态 ， 
这 一 状态 永远 不 能 达到 ,但 是 ,正如 我 们 将 要 表明 的 ,只 要 它 一 旦 
形成 , 它 就 具有 存在 和 保持 自身 无 变化 的 性 质 。 

在 我 们 要 考虑 的 这 个 终极 和 固定 状态 中 ,这 一 固体 的 一 点 的 
永恒 温度 显然 与 平行 于 基底 的 同一 截面 的 所 有 点 相同 ;我 们 要 证 
明 ,为 一 中 间 截 面 的 所 有 点 都 共有 的 这 一 固定 温度 ,以 算术 级 数 从 
基底 向 上 平面 递减 ,也 就 是 说 ,如 果 我 们 用 甜 直 于 两 平面 之 间 的 距 
离 48 所 作 的 纵 坐 标 如 和 86 表示 两 恒温 a。 和 5( 见 图 1)， 那么 中 
间 藩 层 的 固定 温度 就 由 连结 端点 “和 8 的 直线 af 的 纵 坐标 表示 ， 
因此 ,如 果 用 : 表示 一 中 间 截面 的 高 度 ,或 表示 它 与 平面 4 的 垂直 
距离 ,用 。 表示 整个 高 度 或 距离 4B, 用 。 表示 其 高 为 > 的 截面 温 
度 ,那么 ,我 们 肯定 有 广 
程 v=at 人。 

事实 上 ,如 果 这 些 
温度 最 初 是 根据 这 一 规 
律 而 形成 的 ,那么 ,在 这 
一 固体 的 状态 中 就 不 会 
发 生 任何 变化 。 为 了 使 
我 们 自己 确信 这 一 点 ， 
只 要 比较 一 个 中 间 截面 
4 所 通过 的 热量 和 在 同 


一 时 刻 内 另 一 截面 及 所 通过 的 热量 就 够 了 。 

考虑 到 这 -固体 的 变 极 状态 已 经 形成 并 延续 ,我 们 看 到 ,这 一 
物体 在 平面 4 以 下 的 这 部 分 肯定 向 这 一 平面 之 上 的 那 部 分 传 块 ， 
因为 第 二 部 分 比 第 一 部 分 冷 。 

设想 这 一 固体 的 两 点 m 和 m' ,它们 相互 挨 得 很 近 , 并 匡 , 为 使 
它们 在 一 无 穷 小 时 刻 内 发 生 作用 ,我 们 以 任 一 方式 使 其 中 一 个 mn 
位 于 平面 4 的 下 方 , 另 一 个 mw 位 于 这 个 平面 的 上 方 : 较 热 的 点 mm 
将 经 过 平面 4 向 到 传递 -- 定 的 热量 。 设 r,y,= 是 点 严 的 直角 坐 
标 ,zx',y ,x 是 点 m' 的 坐标 :同样 设 男 外 两 点 x 和 w ,它们 相互 挨 得 
很 近 , 并 且 它 们 相对 于 平面 万 所 处 的 位 置 与 m 各 w 相 对 于 平面 4 
所 处 的 位 置 相同 :也 就 是 说 , 当 用 表示 澡 戴 面 4 和 PB 的 王 直 距 
离 时 ,点 4 的 坐标 就 是 z,y.2 十 6, 点 ww* 的 坐标 就 是 vw,y ,xz 十 6; 这 两 
距离 mx 和 nn’ 相等: 并且, 点 m 的 温度 »* 超 过 点 到 的 温度 ”的 差 
与 两 点 x 和 w 的 温差 相等 。 事 实 上 .前 一 个 差 可 以 这 样 来 确定 :在 
一 般 方程 


Cp 
@ 
中 , 先 代入 >, 然 后 代入 z ,并 用 第 一 个 方程 减 去 第 二 个 方程 ,因此 ， 
这 一 结果 w 一 v=“ 一 <(: 一 z)。 通 过 十 $ 和 十 6 的 代 换 ,我 们 会 
发 现 , 点 4 的 温度 超过 点 w* 的 温度 的 超出 量 , 也 由 


be, ») 
[4 


来 表示 。 

由 此 得 出 ,点 m 向 点 w 所 发 出 的 热量 与 点 "向 点 w* 所 发 出 的 
热量 相等 ,因为 ,在 确定 所 传递 的 热 的 这 个 量 时 ,同时 起 作用 的 所 
有 这 些 因素 都 是 相同 的 。 

显然 ,我 们 可 以 把 同样 的 排 理 应 用 到 经 截面 4 或 者 截面 市 
相互 传 热 的 每 一 个 两 分 子 系统 中 去 ;因此 ,如 果 茂 们 能 够 计算 同一 
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时 刻 内 经 截面 4 或 者 截面 B 所 流 过 的 总 热量 ,我 们 就 会 发 现 ,对 
于 这 两 截面 来 说 ,这 个 量 是 相等 的 。 

由 此 得 出 ,这 一 固体 在 4 和 B' 之 间 的 这 一 部 分 总 是 得 到 和 它 
” 所 失去 的 一 样 多 的 热 ,由 于 这 一 结果 可 应 用 于 包含 在 两 平行 截面 
之 间 的 这 一 物体 的 任 一 部 分 ,所 以 ,显然 这 一 固体 的 任 一 部 分 都 不 
能 达到 比 它 目前 所 处 的 更 高 的 温度 。 因 此 ,我 们 就 严格 论证 了 ,这 
一 棱柱 的 状态 ,正好 和 它 开 始 时 一 样 , 将 继续 存在 ， 

因此 , 围 在 两 无 穷 平行 平面 之 间 的 一 个 固体 的 不 同 截面 的 永 
恒温 度 ,由 一 条 直线 o 的 纵 坐标 表示 ,并 且 满 足 线性 方程 


ji 二 
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66. 如 上 所 述 ,我 们 清楚 地 看 到 什么 因素 构成 在 由 两 无 穷 平 
行 平 面 所 围 成 的 固体 中 的 热传导 ,这 两 平面 的 每 一 个 都 保持 一 恒 
温 。 热 经 下 平面 逐渐 贯穿 到 这 一 物质 中 去 :中 间 截 面 的 温度 被 升 
高 ,但 是 ,它们 决 不 能 超过 ,甚至 也 不 能 完全 达到 它们 愈 来 愈 接近 
的 某 个 极限 :这 个 极限 温度 和 终极 温度 对 不 同 的 中 间 薄 层 来 说 是 
不 同 的 ,并 且 以 算术 级 数 从 下 平面 的 固定 温度 降 至 上 平面 的 固定 
温度 。 这 种 终极 温度 是 为 使 固体 的 状态 达到 水 恒 而 必须 给 予 固体 
的 那些 温度 ;正如 我 们 即将 看 到 的 一 样 , 在 它 之 前 的 变化 状态 也 服 
从 于 分 析 : 不 过 ,我 们 现在 只 考虑 终极 温度 或 永恒 温度 系统 。 在 这 
种 最 后 的 状态 中 ,在 每 一 时 间 间 隔 内 ,过 一 个 平行 于 基底 的 截面 或 
、 过 那个 截面 的 一 个 确定 部 分 ,有 一 定 的 热量 流 过 ,如 果 时 间 间 隔 相 
等 , 则 这 个 量 不 变 。 这 种 均匀 流动 对 于 所 有 中 间 截 面 都 是 相同 的 ; 
它 与 从 热源 所 发 出 的 热量 相等 ,并 且 , 根 据 保持 温度 不 变 这 一 原 
因 , 它 与 在 同一 时 间 内 从 这 一 固体 的 上 表面 所 失掉 的 热量 也 相等 。 

67. 现在 的 问题 是 要 测量 在 一 给 定时 间 内 ,在 这 一 固体 中 过 
平行 于 基底 的 某 一 截面 的 一 确定 部 分 所 均匀 传导 的 热量 :正如 我 
们 将 看 到 的 一 样 , 它 取 决 于 两 极端 温度 a 和 5, 取 决 于 固体 两 边 之 
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间 的 距离 ;如果 这 几 个 因素 中 的 任何 一 个 开始 发 生变 化 ,其 它 因 
素 保持 不 变 , 它 都 会 发 生变 化 .假定 第 二 个 固体 由 和 第 一 个 固体 一 
样 的 同一 种 物质 组 成 ,并 且 被 包围 在 两 无 穷 平 行 平面 之 间 , 这 两 平 
面 的 垂直 距离 是 。( 见 图 2) : 较 下 的 边 保持 固定 温度 a', 较 上 的 边 
保持 温度 ;两 个 固体 都 被 看 作 是 处 于 具有 一 旦 形成 便 保持 自身 
不 变 的 性 质 的 终极 状态 和 永恒 状态 中 。 因 此 ,对 于 第 一 个 固体 来 


说 ,温度 规律 由 方程 v=a 十 2 一 2 表示 ,第 二 个 固体 , 则 由 方程 "= 


a 十 全 z 表示 ,第 一 个 固体 中 的 * 和 第 二 个 固体 中 的 是 其 高 
为 :的 截面 温度 。 

如 此 ,我 们 将 比较 在 单位 
时 间 内 过 第 一 个 国体 的 一 个 中 
间 截 面 工 上 的 单位 面积 的 热 4 
量 和 在 同一 时 间 内 过 第 二 个 因 
体 的 一 个 截面 XL 上 的 相同 面 


L -一 上 | 
积 的 热量 。 是 两 截面 的 共同  。 
高 度 。 就 是 说 ,是 它们 每 一 个 到 加 人 pg 
它们 自己 基底 的 距离 。 我 们 将 
在 第 一 个 物体 中 考虑 两 个 很 近 图 2 


的 点 4 和 w, 其 中 一 点 在 平面 下面, 另 一 点 w 在 这 个 平面 上 
面 :z,y,z 是 的 坐标 :z',y ,z 是 ww 的 坐标 ,e 小 于 zx 大 于 =。 

我 们 在 第 二 个 固体 中 也 考虑 两 点 p 和 pp/ 的 瞬时 作用 ,这 两 点 
相对 于 截面 所 处 的 位 置 与 点 * 和 w 相 对 于 第 -一 个 固体 的 截面 L 
所 处 的 位 置 相同 。 因 此 ,在 第 二 个 固体 中 用 以 表示 三 直 交 轴 的 这 同 
样 的 坐标 *,y,z 和 z',y ,xz ,也 确定 点 ?和 的 位 置 。 

现在 ,点 4 到 点 w 的 距离 与 点 ?到 zp 的 距离 相等 ,并 且 , 由 于 
这 两 个 物体 由 同一 种 物质 所 组 成 ,所 以 ,根据 热传导 原理 我 们 得 出 
结论 ,x 对 ww 的 作用 ,或 者 所 给 予 w 的 热量 ,以 及 p 对 有 p 的 作用 ， 
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彼此 之 间 的 比 与 温差 :一 vw' 和 4 一 w 的 比 相同 。 
这 样 ,在 属于 第 一 个 固体 的 方程 中 先 代入 ,然后 代入 ,并 
相 减 ,我 们 就 有 * 一 一生"(> 一 >); 通 过 第 二 个 方程 ,我 们 同样 有 


4 一 0 
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现在 我 们 可 以 设想 许多 其 它 的 两 分 子 系统 ,它们 中 的 第 一 个 
分 子 过 平面 工 向 第 二 个 分 子 发 出 一 定 的 热量 ,在 第 一 个 固体 中 所 
选 出 的 每 一个 这 样 的 系统 都 可 以 与 位 于 第 二 个 固体 中 的 对 应 系统 
相 比较 ,这 个 对 应 系统 过 截面 乙 而 发 生 作用 ;这 样 , 我 们 可 以 再 次 
应 用 前 面 的 推理 来 证 明 这 商 个 作用 的 比 总 是 “与 二 的 比 。 

于 是 ,在 某 -时 刻 内 过 截面 的 总 热量 ,就 由 其 每 一 个 都 由 
两 点 所 组 成 的 无 数 系 统 的 同时 作用 所 产生 ;因此 ,这 一 热量 和 在 第 
二 个 国体 中 在 同一 时 刻 过 截面 5 的 总 热量 的 相互 之 间 的 比 ,也 是 


a—b 与 儿 的 比 。 


二 让 全 和 抽 二 证 让 大 抽 全 册 避 二 
流量 的 强度 , 即 在 单位 时 间 内 ,过 这 两 固体 的 每 一 个 的 单位 面积 的 


热量 。 这 两 个 强度 的 比 是 两 个 商 * 二 ?和 人 了 全 的 比 。 如 果 这 两 个 商 


相等 ,那么 ,在 其 它 方面 ,无 论 4,5,e,a',b ,会 取 什么 值 ， 这 两 热流 


量 就 相等 ;一 般 地 ,用 表示 第 一 个 热流 量 ,用 Fr 表示 第 二 个 热流 


量 ,我 们 则 有 五 一 “二 和 


68. 假定 在 第 二 个 固体 中 ,下 平面 的 永恒 温度 "是 沸水 温度 
!; 上 平面 的 这 种 温度 是 溶 冰 温 度 0; 两 平面 的 距离 "是 测量 单位 
:1 米 ); 如 果 这 一 固体 由 一 种 已 知 物质 所 组 成 ,那么 ,让 我 们 用 K 


米 表 示 在 单位 时 间 内 (1 分 钟 ) 经 过 这 一 固体 中 单位 面积 的 恒定 热 
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流量 ; K 表示 一 定数 量 的 热量 单位 . 即 把 1 千克 冰 转 化 成 水 所 需要 
的 热 的 一 定数 量 的 信 数 ;一般 地 ,在 由 相同 物质 所 组 成 的 一 个 国体 
中 ,我 们 用 方程 六 一 “或 6 一 K < 来 确定 恒定 热流 量 F。 

F 值 表示 在 一个 单位 时 间 内 经 过 平行 于 基底 的 截面 上 的 单位 
面积 的 热量 。 

因此 .温度 计 所 测 得 的 、 由 其 垂直 距离 为 。、 并 保持 固定 温度 4 


和 5 的 两 个 平行 且 无 穷 的 平面 所 围 成 的 固体 的 状态 .由 两 个 方程 


v=a 95, 和 或 者 8 K 人 


来 表示 。 

这 两 个 方程 的 第 一 个 表示 温度 从 下 边 降 到 上 边 所 遵循 的 规 
律 ,第 二 个 指明 在 一 给 定时 间 内 经 过 平行 于 基底 的 某 一 截面 的 一 
个 确定 部 分 的 热量 。 

69. 我 们 把 参与 第 二 个 方程 的 系数 K 看 作 是 每 种 物质 的 热 
导 率 的 量度 ;这 个 数 对 于 不 同 物体 有 非常 不 同 的 值 。 

一 般 地 , 它 在 包围 在 两 个 无 穷 平行 平面 之 间 且 由 一 种 已 知 物 
质 所 组 成 的 匀 质 固体 中 ,表示 在 -- 分 钟 内 ,在 平行 于 这 两 极 面 的 一 
个 截面 上 ,过 一 平方 米 的 面积 所 流 过 的 热量 ,同时 假定 这 两 个 极 面 
一 个 保持 沸水 温度 , 另 一 个 保持 溶 冰 温度 ,并 且 假 定 所 有 中 间 平 面 
都 达到 并 保持 -一 永恒 温度 。 

我 们 可 以 应 用 另 一 个 热 导 率 的 定义 ,因为 ,我 们 可 以 用 把 热 容 
量 看 作 是 指称 单位 体积 而 不 是 指称 单位 物质 的 方法 来 计算 热 容 
量 。 所 有 这 些 定义 ,只 要 它们 是 清晰 和 精确 的 ,就 同样 都 是 好 的 。 

我 们 现在 要 表明 怎样 通过 观察 来 确定 不 同 物质 中 的 热 导 率 或 
热 导 性 (The conducibility or conductibility ) 的 kK 值 。 

70. 要 建立 我 们 在 第 68 目 中 所 提 到 的 方程 ,并 不 一 定 要 假 
定 发 挥 其 作用 的 这 些 点 是 在 极 短 距离 中 经 过 这 些 平面 的 。 

如 果 这 些 点 的 距离 有 任 一 数量 , 则 结果 仍然 一 样 ;因此 ,它们 
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也 可 应 用 到 在 构成 这 一 假定 的 其 它 条 件 都 保持 相同 时 热 的 直接 作 
用 在 这 一 物质 内 部 延伸 到 相当 远 的 距离 的 情况 中 去 。 

我 们 只 需 假定 ,保持 固体 表面 温度 的 原因 ,不 仅仅 对 极 谷 近 这 
一 表面 的 那 一 部 分 物质 起 作用 ,而 且 它 的 作用 也 延伸 到 一 有 限 深 
度 , 在 这 种 情况 中 ,方程 v= 一 < 仍然 表示 固体 的 水 恒温 度 。 这 
一 命题 的 真正 意义 是 :如 果 我 们 对 这 一 物质 的 所 有 点 都 给 出 由 这 
个 方程 所 表示 的 温度 ,并 且 ,如 果 除 开 任何 原因 之 外 ,对 这 两 个 极 
端 薄 层 的 作用 ,总 是 使 它们 的 每 一 个 分 子 都 保持 在 这 同一 个 方程 
对 它们 所 规定 的 温度 上 ,那么 ,这 一 固体 的 内 点 将 保持 它们 的 初始 
状态 而 无 任何 变化 。 

如 果 我 们 假定 这 一 物体 一 点 的 作用 可 以 延伸 一 有 限 距 离 。， 
邦 么 必然 地 ,由 外 因 保 持 其 状态 的 这 两 个 极端 薄 层 的 厚度 ,就 应 该 
至 少 等 于 。。 不 过 事实 上 ,在 固体 的 自然 状态 中 ,当量 仅仅 只 有 一 
个 微不足道 的 值 时 ,我 们 就 可 以 不 考虑 这 一 厚度 ;并 且 它 仍然 满足 
这 一 外 因 对 包围 这 一 固体 的 这 两 个 极 薄 薄 层 的 作用 。 这 就 是 由 这 
-表述 所 必须 始终 理解 的 保持 表面 温度 不 变 的 含意 。 

71. 我 们 继而 进一步 考察 这 同一 个 固体 在 它 的 一 个 极 面 受 
保持 一 恒温 空气 作用 时 的 情况 。 

假定 下 平面 无 论 以 何 种 外 因 保 持 固定 温度 a, 且 上 平面 不 象 
以 前 那样 保持 较 低温 度 5, 而 是 受 保持 那 种 较 低温 度 5 的 空气 的 作 
用 ,两 平面 的 垂直 距离 仍 用 。 表示 :问题 是 要 确定 终极 温度 。 

假定 在 这 一 固体 的 初始 状态 中 , 它 的 分 子 的 共同 温度 是 2 或 
者 小 于 5, 我 们 不 难 设想 ,从 热源 4 所 不 停 地 发 出 的 热 贯 穿 到 这 一 
物体 中 ,并 且 愈 来 愈 提高 中 间 截 面 的 温度 :上 表面 逐渐 被 加 热 , 它 
允许 已 经 贯穿 到 这 一 固体 中 的 一 部 分 热 逃 逸 到 空气 中 去 。 这 一 温 
度 系统 不 断 接近 一 个 终极 状态 ,这 一 状态 一 旦 形成 ,就 会 保持 不 
变 ;在 这 个 我 们 要 考察 的 终极 状态 中 ,平面 8 的 温度 有 一 个 固定 
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但 却 待定 的 值 .我 们 用 来 表示 它 .并 且 , 由 于 下 平面 4 也 保持 一 
水 恒温 度 a. 所 以 这 一 温度 系统 由 一 般 方程 = 十 人 4: 来 表示 ,。 
仍然 表示 其 高 为 = 的 截面 的 固定 温度 。 在 单位 时 间 内 ,过 任 一 截面 
单位 面积 的 热量 ,都 是 KX 一 《,K 表示 内 热 导 素 。 

我 们 现在 必须 考虑 到 :其 温度 为 的 上 表面 5 允许 一 定 的 热 
量 逃 锡 到 空气 中 去 ,这 个 量 肯 定 严格 等 于 经 过 这 个 固体 任 一 截面 
的 热量 ,如 车 不 然 , 则 包含 在 这 -截面 和 平面 5 之 间 的 这 一 部 
分 物质 就 不 能 得 到 等 于 它 所 失去 的 热量 ;因此 , 它 就 不 能 保持 它 的 
状态 ,这 与 假设 相反 ;因此 ,在 这 个 表 而 上 的 恒定 热流 量 等 于 经 过 
这 一 固体 的 热流 量 :现在 ,在 单位 时 间 内 从 平面 8 的 单位 面积 所 
逃逸 的 热量 由 Ap 一 0) 来 表示 少 是 空气 的 固定 温度 ,是 表面 8 的 
热 导 率 的 量度 ;因此 ,我 们 肯定 有 方程 人-L=h(p 一 人 , 它 确定 8 
的 值 

由 此 可 以 推出 一 6 一 笃 22 二 ,这 个 方程 的 有 边 是 已 知 的 ; 因 
为 温度 和 被 给 定 , 量 Ke 同样 被 给 定 。 

为 了 表示 这 个 固体 任 一 截面 的 温度 , 当 把 一/ 这 个 值 代 到 一 
般 方 程 * 一 “十 人 = 中 去 时 ,我 们 就 有 方程 c 一 "一 气 S -六 , 随 相 
应 变量 ”和 = 而 进入 这 一 方程 的 ,只 有 一 些 已 知 量 。 

72， 至 此 ,我 们 就 确定 了 包围 在 保持 不 等 温 的 两 个 无 穷 平行 
平面 之 向 的 团体 温度 的 终极 和 水 恒 状 态 严 格 地 说 ,这 第 一 种 情况 
就 是 热 的 线性 传导 和 均匀 传导 的 情况 ,因为 在 与 这 一 冉 体 的 边 平 
行 的 平面 上 没有 热传导 ;由 于 这 个 热流 量 的 值 对 于 所 有 时 刻 和 所 
有 截面 来 说 都 相等 ,所 以 , 传 给 这 一 固体 的 热 是 均匀 流动 的 。 

我 们 现在 要 重新 表述 从 这 个 问题 的 考察 中 所 得 出 的 三 个 主要 
命题 ;这 三 个 命题 可 以 应 用 于 许多 地 方 .并 且 构 成 我 们 理论 最 基本 
的 原理 。 
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第 一 .如 果 在 这 个 固体 厚度 为 。 的 两 极 我 们 作 表 示 这 两 个 边 
的 温度 。 和 4 的 重 线 ,并 且 , 如 果 我 们 引 连结 这 两 个 初始 纵 坐标 端 
点 的 直线 ,那么 ,所 有 中 间 温度 就 都 与 这 条 直线 的 纵 坐标 成 正比 ; 
它们 由 一 般 方程 a 一 一 来 表示 ,+ 表示 其 高 为 = 的 截面 温度 。 

第 二 ,由 于 其 它 一 切 条 件 都 相同 ,所 以 ,在 单位 时 间 内 ,在 平行 
于 两 个 极 面 的 任 一 截面 上 的 单位 面积 内 所 流 过 的 热量 与 极端 温度 
的 差 s 一 6 成 正比 ,与 分 离 这 两 个 面 的 距离 。 成 反比 ,这 个 热量 由 


人 来 表示 ,或 者 ,如 果 我 们 从 这 个 一 般 方程 推出 恒定 值 健 , 则 由 


一 K 人 表示 ;对 于 一 种 已 知 的 物质 ,在 所 考察 的 这 一 固体 中 ,这 个 


均匀 热流 量 总 可 以 由 垂 线 。 和 其 纵 坐标 表示 温度 的 这 条 直线 之 间 
的 夹 角 的 正切 来 表示 。 

第 三 ,由 于 这 个 固体 的 两 极 面 中 的 一 个 始终 受 温度 a 的 作用 ， 
所 以 ,如 果 另 一 极 面 受 保持 固定 温度 5 的 空气 的 作用 ;那么 , 同 前 
一 种 情况 一 样 ,与 空气 接触 的 这 个 面 就 达到 一 固定 温度 6, 它 大 于 
2, 并 且 这 个 面 允 许 一 热量 在 单位 时 间 内 过 一 单位 面积 逃逸 到 空气 
中 去 ,这 个 量 由 hp 一 5) 来 表示 ,h 表示 这 个 面 的 外 热 导 率 。 

这 同一 热流 量 4(6 一 5») 与 过 这 一 棱柱 、 其 值 为 K(o 一 8) 的 热流 


量 相等 ;因此 ,我 们 有 方程 (8 一 5) 二 K < 二 6, 它 给 出 8 的 值 。 


e 


第 五 节 
细 棱 柱 中 永恒 温度 的 规律 


73. 我 们 很 容易 把 刚才 所 解释 的 原理 应 用 到 下 述 问题 中 去 ， 
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这 个 同 题 本 身 很 简单 ,但 是 把 它 的 解 建立 在 精确 理论 之 上 , 却 是 一 
个 重要 问题 。 

形 如 无 穷 长 的 长 方 体 的 一 个 金属 棒 受 一 热源 作用 ,这 个 热源 
使 它 末端 4 的 所 有 点 都 产生 一 恒温 。 我 们 需要 确定 这 恨 棒 的 不 同 
截面 的 固定 温度 。 

假定 垂直 于 轴 的 截面 是 一 个 正方 形 ,这 个 正方 形 的 边 2 非常 
小 ,以 致 我 们 可 以 认为 同一 截面 不 同 点 的 温度 相等 而 不 会 有 明显 
误差 。 金 属 棒 周围 的 空气 保持 恒温 0 度 , 并 且 以 匀速 气流 流动 。 

在 这 个 固体 内 部 , 热 将 陆续 经 过 位 于 热源 右边 "的 所 有 部 分 ， 
并 且 不 直接 受 它 的 作用 ;它们 将 愈 来 铺 被 加 热 , 但 是 每 一 点 的 温度 
不 会 升 得 超过 某 个 极限 .这 个 最 高 温度 对 于 每 一 截面 是 不 同 的 ;一 
般 地 , 它 随 截面 到 原点 距离 的 增加 而 下 降 :我 们 用 ” 表示 垂直 于 轴 
且 与 原点 4 的 距离 为 z 的 截面 的 固定 温度 。 

在 这 固体 的 每 一 点 都 达到 它 的 最 高 热度 之 前 ,温度 系统 将 不 
断 变化 ,并 且 愈 来 愈 接近 于 一 个 固定 状态 ,这 个 状态 就 是 我 们 所 要 
考察 的 状态 。 这 个 终极 状态 - 旦 形成 , 它 就 保持 自身 不 变 。 为 了 使 
温度 系统 成 为 水 恒 的 ,在 单位 时 间 内 ,经 过 一 个 与 原点 距离 为 z 的 
截面 的 热量 ,就 必须 与 在 同 -时间 内 ,经 过 位 于 这 同一 截面 右边 的 
那 一 部 分 棱柱 外 表面 所 逃逸 的 所 有 热量 完全 平衡 。 其 厚 为 民 , 其 外 
面积 为 8uz 的 薄 层 ,在 单位 时 间 内 ,允许 逃逸 到 空气 中 去 的 热量 ， 
用 8 由 来 表示 ,h 是 棱柱 外 热 导 率 的 量度 。 因 此 , 取 从 z= 二 0 到 
xz 一 co 的 积分 | 8 ， 恬 ,我 们 就 得 到 在 单位 时 间 内 从 这 根 棒 的 整 
个 表面 所 逃逸 的 热量 ;如 果 我 们 取 从 z=0 到 z=z 的 相同 积分 ,我 
们 就 得 到 经 过 包含 在 热源 和 距离 为 x 的 截面 之 间 的 那 部 分 面积 所 
失去 的 热量 。 用 5 表示 其 值 不 变 的 第 一 个 积分 ,用 | 8Mv, dz 表示 


* 或 左边 (临时 地 ) 
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第 二 个 积分 的 变化 值 , 差 一 ai. z 就 表示 经 过 这 一 截面 右边 
的 那 部 分 表面 所 逃逸 到 空气 中 去 的 全 部 热量 。 另 一 方面 ,包围 在 虐 
高 为 z 和 z+ 的 两 个 无 穷 近 的 截面 之 间 的 这 个 固体 的 注 层 ,肯定 
类 似 于 由 服从 于 国定 温度 和 "十 必 的 两 个 平行 平面 所 界定 的 一 
个 无 穷 固 体 , 因 为 由 假定 ,这 个 温度 在 这 同一 截面 的 整个 范围 中 不 
发 生变 化 。 这 个 固体 的 厚 是 和 ,这 个 截面 面积 是 42; 因此 ,由 前 面 
的 原理 ,在 单位 时 间 内 ,经 过 这 个 固体 的 一 个 截面 所 均匀 流 过 的 热 


量 ,是 一 kK 虹 4 是 内 热 导 率 :因此 ,我 们 肯定 有 方程 
—42K 多 =C 一 | gw “dr, 

由 此 Kl 2 

74. 通过 考虑 包围 在 距离 为 :和 z 十 必 的 两 个 截面 之 间 的 一 
个 无 穷 薄 泗 层 中 的 热平衡 ,我 们 会 得 到 同样 的 结果 。 事 实 上 ,在 单 
位 时 间 内 ,经 过 位 于 距离 为 的 第 一 个 截面 的 热量 ,是 一 42K 多 。 
为 了 得 出 在 同一 时 间 内 经 过 位 于 距离 为 z+dz 的 第 二 个 截面 所 流 
过 的 热量 ,我 们 必须 在 上 面 的 式 子 中 把 > 变 成 = 十 ;结果 得 到 一 
4K[ 大 +d( 衬 ) | ,如果 我 们 从 第 一 个 式 子 中 减 去 第 二 个 式 子 ,我 
们 就 求 出 由 这 两 个 截面 所 围 成 的 这 一 薄 层 在 单位 时 间 内 得 到 多 少 
热量 ,并 且 ,由 于 这 一 薄 层 的 状态 是 永恒 的 ,所 以 由 此 可 见 , 所 获得 
的 全 部 热量 经 过 这 同一 薄 层 的 外 表面 Bua 而 被 耗 散 到 空气 中 秩 ; 


既然 最 后 的 热量 是 8hlvdz :因此 ,我 们 得 到 同样 的 方程 


py /4 
8hodz 一 4PK4( 党 ) ,从 而 iv。 


“75.。 这 个 方程 无 论 以 什么 方式 组 成 ,我 们 都 必须 注意 ,进入 


Q@ 原 英 译本 为 一 4K 从， 一 一 译 者 
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人 
一 42K 于 。 由 于 这 个 薄 层 包围 在 两 表面 之 间 , 其 中 第 一 个 有 温度 
第 二 个 有 较 低 温度 ", 所 以 我 们 看 到 , 它 通过 第 一 个 面 所 得 到 的 
热量 依赖 于 差 * 一 ” ,并 且 与 它 成 正比 :但 是 ,这 个 注 记 还 不 足以 完 
成 这 个 计算 。 所 讨论 的 这 个 量 不 是 一 个 微分 : 它 有 一 个 有 限 值 , 因 
为 它 等 价 于 经 过 位 于 这 个 截面 右边 这 一 棱柱 的 那 部 分 表面 所 逃逸 
的 全 部 热量 为 了 形成 一 个 关于 它 的 精确 思想 ,我 们 必须 比较 其 厚 
为 和 的 注 层 和 由 其 距离 为 .并 且 保 持 不 相等 温度 a。 和 5 的 两 个 平 
行 平 面 所 限定 的 固体 .经 过 较 热 的 面 而 进入 这 样 一 个 棱柱 的 热量 
事实 上 与 极端 温度 的 差 一 ?成 正比 ,但 是 它 不 仅仅 依赖 于 这 个 
差 : 由 于 所 有 其 它 条 件 相 同 , 所 以 当 棱 柱 愈 厚 时 , 它 就 愈 少 ,一 般 


地 , 它 与 二 “成 正比 。 这 就 是 为 什么 经 过 第 一 个 面 而 进入 这 个 其 厚 


为 血 的 薄 层 的 热量 与 ”二 成 正比 的 原因 。 

我 们 强调 这 个 注 记 ,因为 忽视 它 是 建立 这 一 理论 的 第 一 个 障 
碍 。 如 果 我 们 不 对 这 个 问题 的 基础 作 彻底 分 析 , 我 们 得 到 的 方程 就 
不 是 齐 次 的 ,更 何况 就 不 能 建立 表示 更 复杂 情况 的 热 运动 方程 。 

为 了 使 我 们 不 至 于 把 观察 在 特殊 情况 下 所 提供 的 结论 看 作 是 
-- 般 的 ,还 必需 在 这 个 计算 中 考虑 棱柱 的 大 小 。 这 样 ,通过 实验 我 
们 发 现 , 一 端 受 热 的 一 根 铁 棒 , 在 与 热源 距离 6 英尺 处 ,不 能 得 到 
1 度 的 温度 (80 进 制 温标 9) ;因为 要 产生 这 一 作用 ,热源 的 热 就 必 
须 大 大 超过 铁 的 溶 点 ;不 过 这 个 结果 依赖 于 所 使 用 的 这 个 校 柱 的 
粗细 ,如 果 它 愈 粗 ,那么 热 就 被 传导 愈 远 的 距离 ,也 就 是 说 ,由 于 所 
有 条 件 都 保持 不 变 ,所 以 当 这 根 棒 愈 粗 时 , 它 达 到 1 度 的 国定 温度 
的 那个 点 就 离 热源 愈 远 。 通 过 加 热 一 根 铁 棱 的 一 端 ,我 们 总 可 以 在 


@ 列 氏 [ 列 奥 米 尔 (Reaumur)] 温 慰 。 一 -A. F. 


这 一 固体 的 另 一 端 升 高 1 度 的 温度 ;我 们 只 需 使 它 基底 半径 充分 
大 就 行 了 :我 们 可 以 说 ,这 是 显然 的 ,此 外 ,读者 可 在 这 个 问题 的 解 
中 找到 一 个 证 明 ( 第 78 目 ) 。 

76. * ”上 述 方程 的 积分 是 


4 和 8 是 两 个 任意 常数 ;现在 ,如 果 我 们 假定 距离 z 是 无 穷 的 , 那 
么 温度 值 " 就 肯定 无 穷 地 小 ;因此 ,项 Be* 以 名 在 积分 中 就 没有 


7 ,这 样 , 方 程 * 一 如-Y 名 就 表示 这 个 固体 的 水 恒 状态 ;在 原点 的 
温度 由 常数 4 所 表示 ,因为 那 是 当 z 为 0 时 的 * 值 。. 

温度 下 降 所 遵循 的 这 个 规律 和 实验 所 给 出 的 规律 相同 ;有 几 
个 物理 学 家 已 经 观察 过 一 根 金 属 棒 的 一 端 受 一 热源 的 恒定 作用 时 
这 根 金 属 棒 在 不 同 点 的 固定 温度 ,并 且 他 们 已 经 确定 ,与 原点 的 距 
离 表示 对 数 ,温度 表示 相应 的 数 。 

77.* 由 于 两 相 邻 温度 的 恒 商 的 数值 由 观察 所 确定 ,所 以 我 
们 容易 推出 比 女 的 值 ;因为 ,用 wm,z 表示 对 应 于 距离 mn,z 的 温 


度 ,我 们 有 
也 /2 v1 — logv 
=e (ns 2 车 ,因此 ， \/ 至 = Pe Pe 8/7 
至 于 4 和 上 这 两 个 独立 的 值 ,它们 不 能 由 这 种 实验 来 确定 :我 
们 还 必须 观察 变化 的 热 运动 。 
78. * ”假定 相同 物质 不 同 粗细 的 两 根 棒 在 它们 的 端点 受到 
相同 温度 4 的 作用 ; 设 4 是 第 一 根 棒 的 某 一 截面 的 边 , 是 第 二 根 
棒 的 某 一 截面 的 边 ,为 了 表示 这 两 个 固体 的 温度 ,我们 有 方程 


如 = 车 和 own 时 
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在 第 一 个 固体 中 ,表示 由 距离 mn 所 给 出 的 一 个 截面 的 温度 ,在 
第 二 个 固体 中 , 表示 由 距离 zo 所 给 出 的 截面 温度 。 

当 这 两 根 棒 达 到 一 个 固定 状态 时 ,第 一 根 棒 离 热源 一 定 距 离 
的 截面 温度 与 第 二 根 棒 离 热源 相同 距离 的 截面 温度 是 不 等 的 ;为 
了 使 这 两 个 固体 的 温度 相等 ,距离 必须 是 不 同 的 。 如 果 我 们 想 相互 
比较 从 原点 到 这 两 根 棒 达 到 相同 温度 的 点 的 距离 z 和 x, 我 们 就 
必须 使 这 两 个 方程 的 右边 相等 ,由 此 我 们 得 出 下 到。 因此 ,所 讨 
论 的 这 两 个 距离 相互 之 间 的 比 和 粗细 的 平方 根 的 比 相同 。 

79.” 如 果 粗 细 相 等 而 所 组 成 的 物质 不 同 的 两 个 金属 棒 被 
涂 上 相同 的 甫 层 ,因而 使 它们 有 相同 的 外 热 导 率 字 ,并 且 如 果 它 们 
在 它们 的 端点 受到 相同 温度 的 作用 ,那么 , 热 就 因 得 到 最 大 热 导 率 
而 最 容易 被 传导 ,并 且 传 到 离 原点 最 远 的 距离 .为 了 相互 比较 从 共 
同 原点 到 获得 同一 固定 温度 的 点 的 距离 x 和 xz2, 在 用 hh 和 表示 
这 两 种 物质 各 自 的 热 导 率 后 ,我 们 必须 写 方程 


e 1 /Be-ny 总 ,所 以 , 训 一 人 


ke。 

因此 ,两 热 导 率 的 比 是 从 共同 原点 到 获得 同一 固定 温度 的 点 
的 距离 的 平方 的 比 。 

80、 容易 确定 在 单位 时 间 内 多 少 热流 过 达到 其 固定 状态 的 
这 根 棒 的 -个 截面 :这 个 量 由 一 4K 空 , 或 44 VER er- 全 来 


表示 , 并且, 如果 我 们 在 原点 取 它 的 值 ,我 们 就 把 44 V 2KMK 作为 
在 单位 时 间 内 从 热源 流 进 这 一 固体 的 热量 的 量度 ,因此 ,在 所 有 其 


= k=K 

CT 因 根 豪 欧 (Ingenhousz)(1789),“ 论 导热 材料 ”CSur es meEtmir comne cunducteurs de 
如 chalewr) ,《 物 理学 学 报 》(Jurnal de Physque) ,第 34 卷 ,第 68.380 页 。 格林 《物理 学 学 报 》 
(Journal der Physik) ,第 1 卷 。 一 一 A. 下 . 
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它 条 件 相同 时 ,热源 的 消耗 与 粗细 的 立方 的 平方 根 成 正比 。 
从 = 为 0 到 z 为 无 穷 取 积分 | auw. 妈 , 我 们 会 得 到 相同 的 结 
果 。 


第 六 节 
闭 空间 的 加 热 


81. 在 下 面 的 问题 中 我 们 再 利用 第 72 目 中 的 定理 ,这 个 问 
题 的 解 担 供 有 益 的 应 用 ; 它 在 于 确定 闭 空间 的 加 热 程度 。 

设想 任 一 形式 的 一 个 闭 空间 , 它 充满 空气 , 且 处 处 封闭 ,边界 
的 所 有 部 分 都 是 均匀 的 ,并 且 有 共同 的 厚度 。, 厚 度 。 非常 小 ,以 至 
外 玲 面 与 内 表面 的 比 和 1 相差 无 几 。 这 个 边界 所 限定 的 这 一 空间 
由 一 个 其 作用 恒定 的 热源 加 热 ; 例 如 ,通过 一 个 保持 恒温 a、 面积 
为 o 的 面 来 加 热 。 

此 处 我 们 只 考虑 包含 在 这 个 空间 中 的 空气 的 平均 温度 ,而 不 
考虑 这 个 气 团 的 不 均匀 分 布 , 因 此 我 们 假定 ,现存 的 原因 不 断 混 合 
这 团 空气 的 所 有 部 分 ,并 使 它们 的 温度 变 成 均匀 的 。 

我 们 首先 看 到 ,不 断 离开 热源 ,在 周围 空气 中 扩散 自己 ,并 且 
贯穿 到 这 个 边界 所 围 成 的 这 一 气 团 中 去 的 热 ,部 分 地 弥散 到 表面 ， 
并 进入 外 部 空气 ,我 们 假定 外 部 空气 保持 较 低 且 永恒 的 温度 x。 内 
部 空气 愈 来 愈 被 加 热 :这 个 固体 的 边界 亦 如 此 :这 个 温度 系统 逐渐 
趋 近 于 一 个 终极 状态 ,这 个 终极 状态 是 这 个 问题 的 目的 ,并 且 , 只 
要 热源 面 " 保持 温度 4, 外 部 空气 保持 温度 , 它 就 具有 自行 存在 
并 保持 自身 不 变 的 性 质 。 

在 我 们 所 希望 确定 的 这 个 永恒 状态 中 ,空气 保持 一 固定 温度 
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m; 这 个 固体 边界 的 内 表面 * 的 温度 也 有 一 个 固定 值 a; 最 后 ,限定 
这 个 包 这 的 外 表面 s 保持 一 小 于 4 但 大 于 "的 温度 b。 量 0,a,s,e 
和 是 已 知 的 , 量 m,a 和 忆 是 未 知 的 。 

加 热 程度 在 于 温度 m 超过 外 部 空气 温度 的 超出 量 ;这 个 超 
出 量 显然 依赖 于 加 热 面 的 面积 ,并且 依 赖 于 它 的 温度 a; 它 也 依 
赖 于 这 个 包 壳 的 厚度 。, 依 赖 于 界定 它 的 面 的 面积 ,依赖 于 热 据 
以 贯穿 到 内 表面 或 与 之 相反 的 能 力 ;最 后 ,依赖 于 组 成 这 个 包 壳 实 
体 的 热 导 率 :因为 ,如 果 这 些 因 素 中 任何 一 个 被 改变 而 其 它 因 素 保 
持 不 变 ,那么 加 热 程度 仍然 会 发 生变 化 .问题 是 要 确定 所 有 这 些 量 
怎样 结合 到 闫 一 x 的 值 中 去 。 

82. 这 个 固体 的 边界 由 各 保持 一 固定 温度 的 两 个 相等 的 面 
所 限定 ;因此 ,包围 在 这 两 个 面 的 两 相对 部 分 和 围绕 这 两 部 分 基底 
的 周 线 所 作 的 法 线 之 间 的 每 一 棱柱 基 元 都 处 在 相同 状态 之 中 ,就 
象 它 属于 包围 在 两 个 保持 不 同 温度 的 平行 平面 之 间 的 一 个 无 穷 固 
体 一 样 。 组 成 边界 的 所 有 棱柱 基 元 沿 它 们 的 整个 长 度 相 切 触 。 与 
内 表面 等 距 的 这 个 物体 的 点 ,无论 它们 属于 哪 一 个 棱柱 ,都 有 相同 
的 温度 ;所 以 ,在 与 这 些 棱柱 的 长 垂直 的 方向 上 ,不 可 能 有 任何 热 
传导 。 因 此 ,这 种 情况 与 我 们 已 经 讨论 过 的 情况 相同 ,并 且 , 我 们 必 
须 对 它 应 用 在 前 面 几 目 中 所 叙述 过 的 线性 方程 。 

83. 因此 ,在 我 们 要 考虑 的 这 个 永恒 状态 中 ,在 单位 时 间 内 
离开 面 " 的 热流 量 与 相同 时 间 内 从 周围 空气 进入 这 个 包 壳 的 内 表 
面 的 热流 量 相等 ; 它 也 与 在 单位 时 间 内 过 这 个 固体 包 壳 内 的 一 个 
中 间 截 面 的 热流 量 相 等 ,这 个 中 间 截 面 由 一 个 与 图 成 这 个 包 这 的 
面相 等 且 平 行 的 面 所 构成 ;最 后 ,这 同一 热流 量 还 与 过 这 个 固体 包 
沉 外 表面 而 从 这 个 固体 包 壳 流 过 并 被 耗 散 到 空气 中 去 的 热量 相 
等 .如 若 这 4 个 热流 量 不 等 ,那么 某 种 变化 就 必然 在 温度 的 这 个 状 
态 中 出 现 ,这 与 假定 矛盾 。 

第 一 个 量 由 (ce 一 m)9 来 表示 ,yg 表示 属于 热源 面 " 的 外 热 导 


率 。 
第 二 个 量 是 *(m 一 ai, 系数 4 是 受热 源 作用 的 面 。 的 外 热 导 
率 的 量度 。 
第 三 个 量 是 s 一 “天 ,系数 K 是 形成 这 个 边界 的 均匀 物质 的 


e 


固有 热 导 率 的 量度 。 

第 四 个 量 是 *@ 一 z) 互 , 妃 表 示 面 * 的 外 热 导 率 , 热 离开 这 个 面 
而 被 耗 散 到 空气 中 去 ,由 于 围 成 这 个 包 壳 的 这 两 个 面 的 状态 差 , 所 
以 系数 4 和 可 能 有 非常 不 同 的 值 ;它们 被 假定 为 是 已 知 的 , 系 
数 K 也 一 样 :这 时 ,为 了 确定 三 个 未 知 量 m,a 和 ,我们 有 三 个 方 
程 : 


ov(a—m)g=s(m—a)h, 
ov(a—m)g=s Sx, 


vl(a—m)g=s(b—n)H, 
84. m 的 值 是 这 个 问题 的 特殊 对 象 。 它 可 以 通过 把 这 些 方程 
写成 如 下 形式 而 得 到 : 


落 
| 
总 
站 
|s 
el 
1 9 
BE 站 


~ 
SQ 
| 
Ej 
~ 


a 
| 
i 
+ me xl ~ 


Te -ls “la 6 


相 加 ,并 用 P 表示 已 知 量 ( 
因此 我 们 得 到 


ba 


十 号 ) , 则 有 m n=(a—m)P; 


m—n=(a DTTP= 7 


85. 这 个 结果 表明 ,加 热 程 度 m 一 怎样 依赖 于 构成 这 个 假 


61 


定 的 已 知 量 。 我 们 要 指出 由 它 导出 的 一 些 主要 结果 人。 

第 一 .加 热 程度 m 一 x 与 热源 温度 超过 外 界 空气 温度 的 超出 
量 成 正比 。 

第 二 ,m 一 ”的 值 不 依赖 于 包 帝 的 形状 ,也 不 依赖 于 它 的 体积 ， 
而 具 依赖 于 热 所 由 之 发 出 的 面 和 得 到 它 的 面 的 比 一 ,还 依赖 于 这 
个 边界 的 厚度 。 

如 果 我 们 使 热源 面 " 增加 一 倍 , 则 加 热 程度 不 会 翻 倍 , 它 只 是 
恨 据 这 个 方程 所 表示 的 某 个 规律 而 增加 。 

第 三 ,规定 热 作用 的 所 有 特定 系数 , 即 9.K, 和 4%, 与 厚度 。 
-起 ,在 m 一 的 值 中 构成 一 个 单一 的 因素 也 十 缉 十 元, 它 的 值 可 
以 通过 观察 来 确定 。 

如 果 我 们 使 这 个 边界 的 厚度 。 增 加 一 倍 , 那 么 如 果 在 构成 这 
个 边界 时 ,我 们 用 了 其 固有 热 导 率 是 原来 两 倍 的 物质 , 则 我 们 会 得 
到 同样 的 结果 。 因 此 , 若 使 用 的 是 不 良 导 热 物质 , 则 允许 我 们 的 边 
界 厚 度 就 小 ;所 得 到 的 这 个 效应 只 依赖 于 比 元。 

第 四 .如 果 热 导 率 K 是 0, 我 们 得 到 m==a; 即 内 部 空气 呈 热 源 
温度 ;如果 刀 为 0, 或 者 4 为 0, 情况 亦 如 此 。 换 言 之 ,由 于 这 时 热 不 
能 耗 散 到 外 部 空气 中 去 ,所 以 这 些 推论 是 显然 的 。 

第 五 ,正如 我 们 在 后 面 将 要 表明 的 那样 ,我 们 假定 已 知 量 9， 
#1,h,K 和 a 的 值 可 以 直接 由 实验 米 确定 ;不 过 在 实际 问题 中 注意 
到 对 应 于 已 知 的 。 值 和 。 值 的 mn 的 值 就 够 了 ,并 且 , 借 助 于 方 
程 m 一 x 一 (a 一)p 二 (1 二 所 p) ,我 们 可 以 用 这 个 值 来 确定 整个 


个 ”作者 在 他 发 表 于 《巴黎 科普 协会 通报 》(Bulietin par la Societé Philnnatigue de Paris, 
1818 年 ,第 1 页 ) 的 原始 论文 的 摘要 中 ,以 一 种 相当 不 同 的 方法 表述 了 这 些 结 
果 。 一 一 A.F. 
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系数 全 十 于 十 史 , 方 程 中 的 表示 所 求 的 这 个 系数 。 在 这 个 方程 


中 ,我 们 不 用 志和 “一 z 而 必须 代 之 以 我 们 假定 为 已 知 的 这 些 量 的 
值 和 观察 将 使 之 成 为 已 知 的 m 一 x 的 值 。 由 此 可 以 导出 p 的 值 , 然 
后 我 们 可 以 把 这 个 公式 应 用 到 任何 其 它 的 情况 中 去 。 

第 六 ,系数 召 以 和 系数 4 同样 的 方式 结合 到 m 一 的 值 中 ;所 
以 ,无 论 这 个 面 指 的 是 内 表面 还 是 外 表面 , 它 的 状态 ,或 者 覆盖 它 
的 这 个 包 壳 的 状态 ,都 产生 同样 的 作用 。 

如 果 我 们 在 这 里 不 处 理 一些 其 结果 可 能 有 直接 作用 的 全 新 问 
题 ,我 们 可 能 会 认为 注意 这 些 不 同 的 结论 没有 什么 用 处 。 

86. 我 们 知道 ,有 生命 的 物体 保持 一 明显 固定 的 温度 ,我 们 
可 以 把 它 看 作 是 与 它们 生活 于 其 中 的 介质 温度 无 关 的 。 正 如 其 燃 
烧 已 变 成 均匀 的 燃烧 物质 一 样 ,这 些 物体 也 可 以 勉强 看 作 是 恒定 
热源 。 这 样 ,借助 于 前 面 那些 注 记 ,我 们 就 可 以 精确 地 预见 和 控制 
在 人 员 大 量 集中 的 场所 的 温 升 。 如 果 在 这 里 我 们 观察 到 在 已 知 环 
境 下 的 温度 计 高 度 , 那 么 如 果 当 集中 在 这 同一 空间 的 人 数 变 得 非 
常 大 时 ,我 们 就 可 以 预先 确定 这 个 温度 计 的 高 度 将 是 怎样 的 。 

实际 上 ,有 几 个 次 要 条 件 左右 这 个 结果 ,例如 包 壳 各 部 分 不 同 
的 厚度 ,它们 形状 的 差异 ,开口 所 产生 的 作用 ,空气 中 不 同 的 热 分 
布 等 。 因 此 ,我 们 不 能 严格 应 用 由 分 析 所 给 出 的 这 些 规则 ;尽管 这 
些 规则 本 身 是 有 价值 的 ,因为 它们 包含 这 个 问题 的 真正 原理 :它们 
拒 斥 含糊 推理 和 无 用 或 混乱 的 努力 。 

87. 如 果 这 同一 空间 由 两 个 或 更 多 的 不 同类 型 的 热源 所 加 
热 ,或 者 ,如 果 第 一 个 包 沉 本 身 包 含 在 第 二 个 包 壳 中 ,并 且 由 一 团 
空气 将 它们 分 开 , 那 么 同样 地 ,我 们 能 够 很 容易 地 确定 加 热 程度 和 
各 表面 的 温度 。 

如 果 我 们 假定 , 除 第 一 个 热源 " 之 外 ,还 存在 第 二 个 加 热 面 
=, 它 的 便 定 温度 是 6, 外 热 导 率 为 j, 那 么 ,在 所 有 其 它 名 称 都 保持 
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不 变 时 ,我 们 有 下 面 的 方程 : 
(a 一 za)og 十 (8 一 a)zjif e ,1 1 
人 ( 友 二 万 二) 


A) 

如 果 我 们 只 假定 一 个 热源 ,并 且 如 果 第 一 个 包 壳 本 身 包 含 

在 第 二 个 之 中 ,s,h,K, 玉 ,e 表示 第 一 个 包 壳 的 各 因素 ,与 之 对 应 ， 

% ,天 ,于 ,表示 第 二 个 包 壳 中 的 各 因素 ,? 表示 围绕 第 二 个 包 
壳 外 表面 的 空气 温度 ,那么 ,我 们 就 得 到 如 下 的 方程 ; 


过 _ (Ca 一 DDP 
了 1] 十 P °* 


量 P 表 示 


(和 + 作 + 站 )+ 攻 (天 + 敌 + 训 ). 

如 果 我 们 有 三 个 或 更 多 的 连续 包 壳 ,我 们 会 得 到 一 个 类 似 的 结果 ， 
”由 此 我 们 得 出 结论 ,由 空气 分 开 的 这 些 固体 包 壳 ,尽管 它们 的 厚度 
可 能 很 小 ,但 却 非常 有 助 于 增加 加 热 程度 。 

88. 为 了 使 这 个 注 记 更 明显 ,我 们 比较 从 受热 面 所 逃逸 的 热 
量 , 和 若 包 围 这 同一 固体 的 这 个 面 以 一 个 充满 空气 的 间隙 与 这 个 
固体 分 开 时 这 个 固体 所 失去 的 热量 。 
， ”如 果 物 体 4 由 一 个 恒定 原因 加 热 ,因此 它 的 表面 保持 一 固定 
温度 5, 空气 保持 较 低 的 温度 。, 那 么 ,在 单位 时 间 内 过 单位 面积 逃 
逸 到 空气 中 去 的 热量 由 Ab 一 26) 来 表示 以 是 外 热 导 率 的 量度 。 因 
此 ,为 了 使 这 个 物体 保持 固定 温度 5, 这 一 热源 ,无 论 它 怎样 ,都 必 
须 提供 与 s(5 一 a) 相 等 的 热量 ,S 表示 这 个 固体 的 面积 。 

假定 一 个 极 薄 的 壳 层 从 物体 4 上 给 拆 下 来 ,由 一 个 充满 空气 
的 间 祭 使 它 与 这 个 固体 分 开 ; 并 且 假 定 这 同一 固体 4 的 表面 仍 保 
持 温度 5。 我 们 看 到 ,保持 在 这 个 壳 层 和 这 个 物体 之 间 的 空气 将 受 
” 热 ,并 得 到 比 。 更 高 的 温度 a 。 这 个 壳 层 本 身 将 达到 一 个 永恒 状 
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态 ,并 向 固定 温度 为 a 的 外 部 空气 传导 这 个 物体 所 失掉 的 所 有 热 。 
因此 ,从 这 个 固体 所 逃逸 的 热量 不 是 hs(6 一 a) ,而 是 hs(6 一 a), 因 
为 我 们 假定 ,这 个 固体 的 新 的 表面 和 界定 这 个 壳 层 的 两 个 面 也 有 
相同 的 外 热 导 率 4。 显 然 ,热源 的 消耗 会 比 它 开始 时 要 少 。 问 题 是 
要 确定 这 些 量 的 精确 比 。 

89. 设 。 是 这 个 壳 层 的 厚度 ,m 是 它 内 表面 的 固定 温度 ," 是 
它 外 表面 的 温度 ,K 是 它 的 内 热 导 率 .作为 经 过 这 个 固体 表面 而 高 
开 这 个 固体 的 热量 表达 式 ,我 们 有 AS@ 一 " )。 

作为 贯穿 到 这 个 壳 层 内 表面 的 热量 表达 式 ,我 们 有 

AS(a' 一 mm) 。 

过 这 同一 壳 层 任 一 截面 的 热量 表达 式 ,是 KS 一 。 

最 后 ,过 外 表面 而 进入 空气 的 热量 表达 式 ,是 hs(n 一 a)。 

所 有 这 些 量 肯定 相等 ,因此 ,我 们 有 下 述 方程 ; 


hn—a)=E (mn), 


h(n—a)=h(a’ —m), 
h(n—a)=h(b—a’)。 


此 外 ,如 果 我 们 写 出 恒 等 方 程 
h(n—a)=h(n—a), 


并 以 下 述 形式 整理 它们 : 


R—G=R—4, 
he 
网 一 M 一 无 (一 0)， 


a'—m=n—a, 
2 一 4 一 2 一 ay 
那么 相 加 ,我 们 就 得 到 
0 一 a 一 aol( 3+ 闪 ) 二 


在 原来 这 个 固体 的 表面 与 空气 自由 连通 时 , 它 所 失去 的 热量 
是 如 (5 一 a) ,现在 它 是 MGC 一 o) 或 屿 (一 o) , 它 等 于 办 也 和 
3 


天 


在 3 十 任 比 1 的 这 个 比 中 ,第 一 个 量 比 第 二 个 量 大 ， 

因此 ,其 表面 直接 与 空气 连通 的 一 个 固体 ,为 了 保持 温度 5 
所 需要 的 热 必须 比 当 它 的 极 面 不 是 附 在 这 个 固体 上 而 是 由 任意 小 
的 充满 空气 的 间 承 使 它 与 这 个 固体 分 开 时 为 保持 它 的 温度 5 所 需 
要 的 热 多 三 倍 多 。 

如 果 我 们 假定 厚度 。 无穷 小 ,那么 所 失去 的 热量 比 就 是 3, 若 
Kk 无穷 大 , 则 这 个 比 仍 是 这 个 值 。 

我 们 不 难 解释 这 个 结果 ,因为 ,由 于 热 不 贯穿 几 个 面 就 不 能 交 
逸 到 外 部 空气 中 去 ,所 以 当 插入 面 的 数目 增加 时 ,流出 的 热量 就 肯 
定 减少 ;不 过 ,如 果 我 们 还 不 能 使 这 个 问题 纳 和 分析, 那么 我 们 就 
仍然 不 能 得 到 对 这 种 情况 的 任何 精确 判断 。 

90， 在 上 一 目 中 ,我 们 没有 考虑 经 过 分 开 这 两 个 面 的 空气 层 
的 辐射 作用 ;然而 因 存在 一 部 分 直接 穿 过 这 种 介入 空气 的 热 ,所 以 
这 个 条 件 会 使 这 个 问题 有 所 改变 这样, 为 了 使 这 个 分 析 目的 更 清 
晰 ,我 们 假定 两 个 面 之 间 的 间 隐 没有 空气 ,这 个 受热 物体 由 任意 多 
个 彼此 分 开 的 平行 薄 层 包 住 。 

如 果 经 过 保持 温度 5 的 这 个 固体 表面 而 逃离 这 个 固体 的 热 本 
身 在 真空 中 自由 膨胀 ,并 由 保持 较 低温 度 。 的 平行 面 所 接受 , 那 
么 ,在 单位 时 间 内 经 过 单位 面积 所 扩散 的 热量 就 与 这 两 恒温 的 关 
0 一 o) 成 正比 :这 个 量 由 娘 (5 一 o) 表 示 , 甩 是 与 不同 的 相对 热 导 
率 的 值 。 

因此 ,使 这 个 固体 保持 其 原始 状态 的 热源 ,在 每 一 单位 时 间 
内 ,都 必须 提供 与 HS(5 一 a) 相 等 的 热量 。 

现在 ,在 总 是 假定 这 个 固体 受 任 一 使 它 表面 保持 温度 ;的 外 


因 作用 时 ,在 由 真空 间 阶 分 开 的 几 个 连续 薄 层 包 住 这 一 物体 表面 
的 情况 中 ,我 们 必须 确定 这 个 消耗 的 新 值 。 

设想 这 整个 温度 系统 已 经 成 为 固定 的 ; 设 m 是 第 一 个 薄 层 的 
内 表面 温度 ,这 个 面 必然 与 这 个 固体 的 表面 相对 , 设 4 是 这 同一 薄 
层 的 外 表面 温度 ,e 是 这 个 薄 层 的 厚度 ,K 是 它 的 热 导 率 ; 同 时 用 
miymlymz ,nz ,m3on3,masns 等 等 表示 不 同 薄 层 的 内 表面 和 处 表面 温 
度 , 用 K,e 表示 这 些 薄 层 的 热 导 率 和 厚度 ;最 后 ,假定 所 有 这 些 面 
都 处 在 与 这 个 固体 表面 相同 的 状态 中 ,因此 ,系数 互 的 值 对 于 它 
们 是 相同 的 。 

贯穿 到 对 应 于 任 一 下 标 i 的 一 个 薄 层 的 内 表面 的 热量 是 
HA5(w-, 一 m%), 过 这 个 薄 层 的 热量 是 4 Gm 一 *), 从 它 处 表面 所 过 
多 的 热量 是 HSCn, 一 m+1) ,这 三 个 量 ,以 及 属于 其 它 薄 层 的 所 有 这 
样 的 量 ,都 相等 ;所 以 ,通过 比较 所 研究 的 所 有 这 些 量 和 它们 的 第 
一 个 量 HS(6 一 m,) ,我 们 可 以 建立 方程 ;因此 ,用 ;表示 薄 层 数 , 则 
我 们 有 ， 


0 一 ml 一 2 一 miy 
He 

mm 一 而 = 夫人 一 mm)， 

mm2=b—mi, 


He 
ms 一 ;二 害 一 mm )， 


山 一 由 一 各 一 mm)， 


Rj—4=b— mi 
把 这 些 方程 相 加 ,我 们 得 到 
G0)=C6—m)i(1+ 守 )+1。 
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当 物体 4 的 表面 向 保持 温度 a 的 一 个 固定 面 发 射 其 射线 时 ， 
热源 为 使 物体 4 的 表面 保持 温度 b 所 必须 消耗 的 热量 ,是 
HS(b 一 a)。 当 我 们 在 这 个 物体 4 的 表面 和 保持 温度 a 的 固定 面 之 
间 放 进 j 个 单独 薄 层 时 ,这 个 消耗 量 是 HS(3 一 m); 因 此 ,热源 在 
第 二 种 假设 中 所 必须 提供 的 热量 , 比 在 第 一 种 假设 中 所 要 提供 的 


少 得 多 ,这 两 个 量 的 比 是 一 -一 区 -一 。 如 果 我 们 假定 这 些 薄 层 的 
i( 1 + 完 ) 十 1 

厚度 。 是 无 穷 小 的 ,这 个 比 就 是 下 T。 这 样 , 热 源 的 消耗 就 与 包 住 
这 个 固体 表面 的 水 层 数 成 反比 。 

91。 对 这 些 结果 ,以 及 对 在 连续 包 这 之 间 的 间隙 被 空气 填 满 
时 我 们 所 获得 的 那些 结果 的 考察 ,清楚 地 解释 为 什么 这 种 表面 分 
开 和 空气 介入 非常 有 助 于 保 热 。 

另外 ,在 我 们 假定 热源 是 外 部 的 ,并 且 从 热源 所 发 出 的 热 连续 
经 过 不 同 的 透 热 包 帝 和 它们 所 包 住 的 空气 时 ,分 析 提供 类 似 的 结 
论 .这 就 是 当 实 验 者 使 温度 计 受 太阳 光 的 作用 ,并 且 温度 计 被 几 层 
臻 璃 办 音 住 ,其 中 各 层 都 包 住 一 些 空气 时 所 发 生 的 情况 。 

由 于 类 似 的 原因 , 较 高 的 大 气 层 的 温度 就 比 地 球 表面 的 温度 
要 低 得 多 。 

一 般 来 说 ,关于 闭 空间 空气 加 热 的 这 些 定理 可 以 扩展 到 许多 
不 同 的 问题 上 .如 在 温室 , 烘 房 . 羊 图 和 车 间 等 的 情况 中 ,或 者 在 诸 
如 医院 .营房 和 会 堂 等 许多 土木 建筑 中 ,在 我 们 希望 精确 预见 和 控 
制 温度 时 , 回 到 这 些 定理 上 来 是 有 用 的 。 

在 这 些 不 同 的 应 用 中 ,我 们 必须 注意 一 些 改变 这 些 分 析 结 果 
的 其 它 附属 条 件 ,如 包 壳 不 同 部 分 厚度 不 等 ,空气 的 介入 等 等 ;不 
过 ,这 些 细节 会 使 我 们 离开 我 们 严格 论证 一 般 原 理 这 个 主要 目的 。 

至 于 其 它 方面 ,如 刚才 所 说 ,我 们 只 考虑 了 闭 空间 温度 的 永恒 
状态 。 此 外 ,我 们 也 能 用 分 析 来 表示 在 这 之 前 的 变化 状态 ,或 者 当 


热源 撤 掉 后 开始 发 生 的 状态 ,由 此 可 见 ,我 们 也 可 以 确定 我 们 所 运 

用 的 这 些 物体 的 特性 或 尺寸 怎样 影响 加 热 的 进程 和 时 间 ; 不 过 ,这 

” 些 研究 需要 一 种 不 同 的 分 析 , 这 种 分 析 原 理 我 们 将 在 下 面 几 章 解 
释 。 


第 七 节 
三 维 的 均匀 热 运 动 


92， 到 此 为 止 ,我 们 考虑 的 只 是 一 维 情况 下 的 均匀 热 运动 
不 过 ,我 们 很 容易 把 这 同样 的 原理 运用 到 热 在 三 个 垂直 方向 均匀 
传导 的 情况 中 去 。 

假定 由 六 直角 面 所 包围 的 一 个 固体 的 不 同 点 有 由 线性 方程 
5= 4 十 or 十 怒 十 cz 所 表示 的 不 同 有 效 温度 ,z,y,z 是 温度 为 ， 的 一 
个 分 子 的 直角 坐标 。 再 假定 作用 在 这 个 棱柱 的 六 个 面 上 的 任 一 外 
因 都 使 位 于 这 个 表面 的 每 一 分 子 保持 由 ~- 般 方程 

?一 4 十 az 十 加 十 2 

所 表示 的 有 效 温 度 , 我 们 要 证 明 ,假定 使 这 个 固体 外 层 保持 它们 初 
始 温度 的 同样 这 些 原因 ,也 足以 保持 每 一 内 部 分 子 的 有 效 温度 , 因 
此 它们 的 温度 也 不 得 不 由 这 个 线性 方程 所 表示 。 

对 这 个 问题 的 考察 是 这 个 一 般 理 论 的 一 个 组 成 部 分 , 它 将 用 
来 确定 任 一 形状 的 固体 内 的 变化 的 热 运动 规律 ,因为 ,组 成 这 个 物 
体 的 每 个 棱柱 状 分 子 在 一 个 无 穷 小 的 时 间 内 都 处 在 与 这 个 线性 方 
程 (o) 所 表示 的 相 类 似 的 状态 中 .这样 ,根据 微分 运算 的 一 般 原理 ， 
我 们 很 容易 从 均匀 运动 的 概念 导出 变化 运动 的 一 般 方程 。 

93. 为 了 证 明 在 这 个 固体 的 最 外 层 维持 其 温度 时 这 个 物体 


内 部 不 可 能 发 生变 化 ,只 要 相互 比较 在 同一 时 刻 内 经 过 两 个 平行 
平面 的 热量 就 够 了 。 

设 5 是 我 们 首先 假定 的 与 x 和 ?的 水 平面 平行 的 这 两 个 平面 
的 垂直 距离 。 设 m 和 m' 是 两 个 挨 得 无 穷 近 的 分 子 ,其 中 一 个 在 第 
一 个 水 平面 的 上 方 , 另 一 个 在 其 下 方 : 设 z,y,z 是 第 一 个 分 子 的 华 
标 ,z',y ,z*' 是 第 二 个 的 坐标 。 同 样 , 设 M 和 M' 表 示 由 第 二 个 水 平 
面 所 分 开 的 两 个 无 穷 近 的 分 子 , 相 对 于 这 个 平面 ,它们 处 于 与 m 
和 m' 相 对 于 第 一 个 平面 完全 相同 的 位 置 ;也 就 是 说 ,WM 的 坐标 是 
zoy,z 十 bsM' 的 坐标 是 zz’,y ,z 十 5 显然, 分子 m 和 m! 的 距离 mm 
与 分 子 M 和 好 的 距离 MM' 相 等 ;另外 , 设 v 是 m 的 温度 ,vw 是 m/ 
的 温度 ,同样 , 设 V 和 V' 是 M 和 WM' 的 温度 ,不 难看 到 ,两 个 差 。 一 v 
和 一 只 相等 ;事实 上 , 先 在 一 般 方程 

4 一 4 十 az 十 她 十 cz 
中 代入 m 和 m' 的 坐标 ,我 们 得 到 
v—V =a(7—z')+b(y—y )+c(z—z) 
然后 代入 M 和 M' 的 坐标 ,我 们 同样 得 到 
V—V'=a(z—27’)+b(y—y )+c(2—2 ) 。 
现在 mw 向 m' 所 发 出 的 热量 依赖 于 使 这 两 个 分 子 分 开 的 距离 mm' ， 
且 它 与 它们 的 温差 。 一 成 正比 。 所 传导 的 热量 可 以 由 
gv—v )d 

来 表示 ,系数 Y 的 值 在 某 种 意义 上 依 束 于 距离 mm', 且 依赖 于 形成 
这 个 固体 物质 的 质 ,& 是 这 一 时 刻 的 长 度 。 从 M 传导 到 M' 的 热 
量 ,或 M 对 M' 的 作用 ,同样 由 g(V 一 V')& 来 表示 ,系数 4 与 表达 式 
qlz 一 vw )d 中 的 相同 ,因为 距离 MM' 与 mm' 相 等 , 且 这 两 个 作用 发 
生 在 这 同一 固体 中 :此 外 ,Y 一 六 与 s 一 相等 ,因此 ,这 两 个 作用 相 
等 。 

如 果 我 们 选择 相互 挨 得 很 近 的 另外 两 点 和 ww ,它们 经 过 第 
一 个 水 平面 而 传 热 ,那么 我 们 将 以 同样 的 方式 得 到 它们 的 作用 与 
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经 过 第 二 个 水 平面 传 热 的 相应 两 点 Y 和 N' 的 作用 相等 .因此 我 们 
得 出 ,在 同一 时 刻 内 ,经 过 第 一 个 平面 的 全 部 热量 与 经 过 第 二 个 平 
面 的 全 部 热量 相等 。 从 平行 于 z 和 = 平面 的 两 个 平面 .以 及 从 平行 
于 y 和 = 平面 的 另外 两 个 平面 的 比较 中 ,我 们 可 以 得 到 同样 的 结 
果 。 所 以 ,包围 在 六 直角 面 之 间 的 这 个 固体 的 任何 部 分 ,从 其 每 一 
面 所 得 到 的 热量 ,与 它 通过 其 相对 的 面 所 失去 的 热量 一 样 多 ; 因 
此 ,这 个 固体 的 任何 部 分 都 不 会 有 温度 变化 。 

94. 由 此 我 们 看 到 ,一 热量 经 过 所 讨论 的 某 一 平面 在 所 有 时 
刻 内 都 相同 地 流 过 , 它 对 于 所 有 其 它 平行 截面 也 是 相同 的 。 

为 了 确定 这 个 恒 流 量 的 值 ,我 们 把 它 与 已 经 讨论 过 的 最 简单 
情形 中 所 均匀 流 过 的 热量 比较 一 下 。 这 种 最 简单 的 情形 就 是 包围 
在 两 个 无 穷 平面 之 何 且 保持 一 恒定 状态 的 无 穷 固 体 的 情况 。 我 们 
已 经 看 到 ,在 这 种 情况 中 ,这 个 物体 不 同 点 的 温度 由 方程 "一 4 十 cz 
来 表示 ;我 们 继续 证 明 ,在 这 个 无 穷 固体 中 ,在 垂直 方向 上 所 传导 
的 均匀 热流 量 , 与 在 相同 方向 中 经 过 六 直角 面 所 包围 的 棱柱 所 流 
过 的 热量 相等 。 如 果 属 于 第 一 个 固体 的 方程 "= 4 十 cz 中 的 系数 
与 表示 这 个 棱柱 状态 的 更 一 般 的 方程 "一 4 十 of 十 加 十 cz 中 的 系数 
c 相同 ,那么 这 个 等 式 就 必然 成 立 。 事 实 上 ,由 及 所 表示 的 这 个 棱 
柱 中 的 一 个 平面 垂直 于 z, 由 m 和 /所 表示 的 两 个 分 子 相 互 挟 得 
很 近 , 其 中 第 一 个 m 在 这 个 平面 # 的 下 方 ,第 二 个 在 这 个 平面 的 
上 方 , 设 v 是 坐标 为 z,y,z 的 m 的 温度 ,w 是 坐标 为 "z 十 a,y 十 有 ， 
?十 ?的 4 的 温度 。 取 第 三 个 分 子 w , 它 的 坐标 是 z 一 a,y 一 fz 十 y， 
它 的 温度 可 以 由 wv 表示 。 我 们 看 到 ,x 和 ww 在 同一 水 平面 上 ,从 连 
接 这 两 点 的 线段 ww 的 中 点 所 作 的 垂 线 经 过 点 m, 因 此 ,距离 mx 和 
mu 相等 。m 对 4 的 作用 ,或 者 这 两 个 分 子 中 的 第 一 个 过 平面 五 向 
另 一 个 所 发 出 的 热量 ,取决 于 它们 的 温差 :一 w。 同样 ,m 对 w 的 作 ” 
用 取决 于 这 两 个 分 子 的 温差 v 一 w ,因为 ,m 和 的 距离 与 mw 和 
的 距离 相等 。 因此 , 当 用 9v 一 w) 表 示 在 单位 时 间 内 mw 对 4 的 作用 
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时 ,我 们 就 用 g9(v 一 w ) 表 示 m 对 w 的 作用 .9g 是 一 个 共同 的 未 知 因 
子 , 它 取决 于 距离 mx, 也 取决 于 这 个 固体 的 质 。 因 此 ,在 单位 时 间 
内 所 产生 的 这 两 个 作用 的 和 是 9(w 一 w 十 v 一 w')。 

如 果 在 一 般 方程 


v=A+ar+bWy+cz 
中 ,我 们 用 mn 的 坐标 ,然后 用 4 和 的 坐标 代替 z,y 和 ,那么 我 们 
得 到 
tv—w= —aa—bp—oey, 
?一 过 一 十 aa 十 26 一 ch。 

因此 ,m 对 % 和 m 对 w 的 这 个 两 作用 的 和 是 一 2gcy。 

这 样 ,假定 平面 有 属于 其 温度 方程 为 二 4 十 cz 的 无 穷 固体 ， 
也 假定 我 们 用 m,w 和 ww 表 示 这 个 固体 中 的 三 个 分 子 , 第 一 个 分 子 
的 坐标 是 z,y,z, 第 二 个 的 坐标 是 z 十 a,y 十 8,z 十 y, 第 三 个 的 坐标 
是 xz 一 a,y 一 B,z 十 y: 那 么 ,和 前 一 种 情况 一 样 ,我 们 有 v 一 w 十 v 一 w 
二 一 2cy。 因 此 ,m 对 4 和 m 对 ww 的 这 两 个 作用 的 和 , 同 无 穷 固体 中 
由 六 直角 平面 所 包围 的 棱柱 中 的 情况 相同 。 

如 果 我 们 考虑 这 个 平面 妃 下 方 另 处 一 点 *, 对 位 于 该 平面 上 
方 同 样 高 度 的 另外 两 点 > 和 ”的 作用 , 则 我 们 会 得 到 一 个 类 似 的 
结果 。 因 此 ,过 这 个 平面 # 所 产生 的 所 有 这 种 作用 的 和 ,也 就 是 
说 ,由 于 这 个 表面 所 分 开 的 这 些 挨 得 很 近 的 分 子 的 作用 而 在 单位 
时 间 内 经 过 这 个 面 的 上 边 的 全 部 热量 ,在 这 两 个 固体 中 总 相等 。 

95. 这 两 个 固体 的 第 二 个 ,由 两 个 无 穷 平面 所 界定 ,温度 方 
程 是 "一 4 十 cz, 在 这 个 固体 中 ,我 们 知道 在 单位 时 间 内 流 过 任 一 水 
平 截面 的 单位 面积 的 热量 是 一 cK,e 是 z 的 系数 ,K 是 热 导 率 ; 因 
此 ,在 由 六 直角 平面 所 包围 的 这 个 棱柱 中 , 当 表 示 这 个 棱柱 温度 的 
线性 方程 是 


2ATortiy+o 
时 ,在 单位 时 间 内 经 过 任 一 水 平 截面 的 单位 面积 的 热量 ,也 是 
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一 cK。 用 同样 的 方法 可 以 证 明 , 在 单位 时 间 内 均匀 流 过 任 一 垂直 
于 z 的 截面 的 单位 面积 的 热量 ,由 一 eK 表示 ,在 单位 时 间 内 经 过 
息 直 于 的 一 个 截面 的 单位 面积 的 全 部 热量 ,由 一 5& 表示 。 

我 们 在 本 目 和 前 两 目 中 所 论证 的 这 些 定理 假定 物质 内 部 的 热 
的 直接 作用 限制 在 极 小 的 距离 内 ,然而 , 若 由 每 个 分 子 所 发 出 的 热 
辐射 线 能 直接 贯穿 相当 远 的 距离 , 则 它们 仍然 成 立 , 不 过 正如 我 们 
在 第 70 目 中 所 注意 到 的 ,在 这 种 情形 下 ,必须 假定 保持 这 个 固体 
各 表面 温度 的 原因 在 这 一 物体 中 总 是 部 分 地 延伸 一 有 限 深度 。 


第 八 节 
在 已 知 固体 的 一 个 已 知 点 的 热 运动 的 量度 


96. 我 们 仍然 需要 确定 热 理 论 的 某 个 基本 原理 , 它 在 于 严格 
定义 和 测量 过 一 个 方向 已 知 的 平面 而 经 过 实体 每 一 点 的 热量 。 

如 果 热 被 不 均匀 地 分 布 在 同一 物体 的 分 子 之 间 , 那 么 任 一 点 
的 温度 将 时 刻 发 生变 化 。 用 ! 表示 历经 时 间 , 用 "表示 上 时 后 由 坐 
标 为 z,y,z 的 一 个 无 穷 小 分 子 所 达到 的 温度 ; 则 这 个 固体 的 变化 
状态 就 由 象 * 二 F(z,y,z,t) 这 样 的 一 个 方程 所 表示 。 假定 函数 已 
知 ,因而 我 们 可 以 在 每 一 时 刻 确定 任 一 点 的 温度 ;设想 我 们 过 点 m 
作 一 个 平行 于 > 和 ?平面 的 水 平面 ,并 设想 我 们 在 这 个 水 平面 上 
引 一 个 其 圆心 在 mw 上 的 无 穷 小 圆 ;我 们 需要 确定 在 时 刻 尼 内 从 
这 个 固体 在 这 个 平面 下 方 的 部 分 经 过 该 圆 。 而 进入 在 这 个 平面 上 
方 的 那 一 部 分 的 热量 。 

与 点 mn 挨 得 极 近 且 在 这 个 平面 之 下 的 所 有 点 ,在 无 穷 小 时 刻 
4t 内 ,都 对 在 这 个 平面 之 上 上 且 与 点 m 挨 得 极 近 的 所 有 点 发 生 作用 ， 
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即位 于 这 个 平面 一 边 的 每 一 点 都 向 位 于 另 一 边 的 每 一 点 传 热 。 

我 们 把 向 这 个 平面 上 方 传递 一 定 热量 的 作用 看 作 是 正 的 ,把 
使 热 经 过 平面 下 方 的 作用 看 作 是 负 的 。. 过 圆 。 所 发 生 的 所 有 部 分 
作用 的 和 , 即 过 该 圆 任 一 点 从 这 个 平面 下 方 的 这 个 固体 的 部 分 进 
入 其 上 方 这 一 部 分 的 所 有 热量 的 和 ,构成 其 表达 式 待 求 的 这 个 热 
流量 。 

不 难 想到 ,这 个 热流 量 在 这 个 固体 的 整个 范围 内 可 能 不 一 样 ， 
并 且 , 如 果 我 们 在 另 一 点 w 引 一 个 等 于 前 一 个 的 水 平 圆 o' ,那么 ， 
在 同一 时 刻 内 ,在 这 两 个 平面 。 和 ww 的 上 方 所 出 现 的 两 热量 可 能 
不 等 :这 两 个 量 可 以 互 比较 ,它们 的 比 是 不 难 确定 的 数 。 

97. 我 们 已 经 知道 线性 和 均匀 运动 情形 下 这 个 便 流 量 的 值 ; 
因此 ,在 由 两 个 无 穷 水 平面 所 包围 的 固体 中 ,其 中 一 个 面 保持 温度 
a, 另 一 个 保持 温度 5, 对 于 这 个 物体 的 每 一 部 分 ,这 个 热流 量 都 相 
同 ;我 们 可 以 把 它 看 作 是 仅仅 发 生 在 垂直 方向 上 的 。 对 应 于 单位 面 


积 和 单位 时 间 的 这 个 值 ,是 K( “<) ,e 表示 这 两 个 平面 的 垂直 距 


离 ,K 表示 热 导 率 :这 个 固体 不 同 点 的 温度 由 方程 =a 一 (“<)> 


来 表示 。 

当 问 题 是 由 六 直角 平面 构成 一 个 固体 ,其 中 这 六 直角 平面 两 
两 平行 , 且 不 同 点 的 温度 由 方程 

. 1 一 4 十 az 十 怒 十 cz 

表示 时 , 则 这 种 传导 就 同时 沿 z,y 和 z 的 方向 发 生 ; 流 过 平行 于 z 
和 ?平面 的 一 个 平面 的 一 确定 部 分 的 热量 ,在 这 个 棱柱 的 整个 范 
围 内 相同 ; 它 对 应 于 单位 面积 和 单位 时 间 的 值 ,在 > 的 方向 上 是 一 
CK, 在 y 的 方向 上 是 一 8K ,在 x 的 方向 上 则 是 一 ak。 

一 般 地 ,在 我 们 刚才 所 引述 的 两 种 情形 中 ,垂直 流量 的 值 仅仅 


取决 于 = 的 系数 和 热 导 率 ;这 个 值 总 等 于 一 K 党 。 


了 4 


在 时 刻 妨 内 , 流 过 面积 为 。 的 一 个 无 穷 小 水 平 贺 、 并 如 此 从 
该 圆 平面 下 方 的 这 个 固体 的 一 部 分 进入 其 在 上 方 这 一 部 分 的 热量 
表达 式 ,在 所 说 的 这 两 种 情形 中 ,是 一 K 多 odt. 

98. 现在 不 难 使 这 个 结果 一 般 化 ,并 不 难 认识 到 ,在 由 方程 
:一 P(z,y,z,b 所 表示 的 变化 的 热 运动 的 每 一 种 情形 中 , 它 都 成 立 。 

事实 上 ,让 我 们 用 zz,y ,表示 这 一 点 mm 的 坐标 ,用 表示 它 
的 有 效 温度 。 设 十 $,y 十 7,z 十 6 是 与 点 m 挨 得 无 穷 近 的 点 4 的 
坐标 , 它 的 温度 是 w;5,7,6 是 加 到 坐标 xz,y ,z 上 的 无 穷 小 量 ; 它 
们 以 与 *,y 和 z 平 行 ,原点 在 m 上 的 三 直 交 轴 来 确定 与 点 m 挨 得 
无 穷 近 的 分 子 的 位 置 。 对 方程 

v=f(z,y,2,t) 


微分 ,并 用 ,7,6 代替 这 些微 分 ,我 们 就 得 到 表示 等 于 v 十 do 的 ww 


dv', dv’ | dv dv dv dor 
值 的 线性 方程 w 一 ”十 发 < 十 全 轩 宝生 系数 史 生 而, 让 是 zh 


zt 的 函数 ,其 中 ,属于 点 mn 的 已 知 常数 值 z,y ,z 代 赫 =,y,z。 
假定 同一 点 mn 也 属于 由 六 直角 平面 所 包围 的 一 个 固体 ,体积 
有 限 的 这 个 楼 柱 的 各 点 的 有 效 温度 由 线性 方程 w 一 4 十 十 切 十 必 
表示 ;位 于 界定 这 个 固体 的 各 面 的 分 子 由 某 种 外 因 保持 这 个 线性 
方程 所 规定 的 温度 。,5,6 是 这 个 棱柱 的 一 个 分 子 的 直角 坐标 , 相 
对 于 原点 在 mn 的 三 个 轴 , 它 的 温度 是 w。 
如 此 ,如 果 我 们 把 属于 这 个 微分 方程 的 量 w ,这 ,各 ,全 看 作 
是 进入 这 个 棱柱 方程 的 常 系数 4,a,5,c, 那 么 ,由 方程 
wm 十 旦 汗 到 全 双 
所 表示 的 这 个 楼 柱 的 状态 ,就 尽 可 能 接近 与 这 个 固体 的 状态 重合 ; 
即 所 有 与 点 n 近 得 无 穷 近 的 分 子 , 无 论 我 们 认为 是 在 这 个 固体 中 
还 是 在 这 个 棱柱 中 ,都 有 相同 的 温度 .这 个 固体 与 这 个 楼 柱 的 重合 
完全 类 似 于 曲面 和 与 它们 相 切 的 平面 的 重合 。 
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由 此 显然 得 到 ,在 时 刻 尼 内 ,在 这 个 固体 中 流 过 圆 o 的 热量 
与 在 这 个 棱柱 中 流 过 这 同一 个 圆 的 热量 相同 ;因为 同时 发 生 一 个 
或 另 一 个 作用 的 所 有 分 子 在 这 两 个 固体 中 有 相同 的 温度 。 因 此 ,在 


一 个 固体 或 在 另 一 个 固体 中 ,所 讨论 的 热量 由 一 K 垂 o 表示 。 若 


圆心 为 m 的 加 与 y 轴 垂直 , 则 它 就 是 一 K 宅 ou, 若 该 辕 与 办 生 


wy dv 
直 , 则 它 是 一 K Ee 


我 们 刚才 所 确定 的 这 个 热流 量 的 值 在 这 个 固体 中 点 点 均 不 相 
同 , 它 也 随时 间 而 异 。 要 是 我 们 设想 它 在 一 个 单位 面积 的 所 有 点 上 
都 有 和 点 m 相同 的 值 ,并 在 单位 时 间 内 保持 这 个 值 , 则 这 个 热流 
量 就 由 一 沟 来 表示 ,在 y 的 方向 上 , 它 是 一 鬼 , 在 + 的 方向 上 ， 


就 是 一 合 , 因 此 ,我 们 在 计算 中 通常 采用 相对 于 单位 时 间 单位 面 
积 的 这 个 热流 量 的 值 。 

99， 这 个 定理 一 般 用 于 测量 热 据 以 经 过 以 任 一 方式 位 于 其 
温度 随时 间 变 化 的 一 个 固体 内 部 的 一 个 平面 的 一 已 知 点 的 速度 。 
过 这 个 已 知 点 m, 我 们 必须 在 这 个 平面 上 作 一 条 垂 线 ,在 这 条 重 线 
的 每 一 点 上 ,必须 引 表 示 它 的 不 同 点 的 有 效 温度 的 纵 坐标 。 因 此 ， 
我 们 就 形成 一 条 平面 曲线 4, 它 的 模 轴 是 这 条 垂 线 , 这 条 曲线 的 纵 
坐标 的 流 数 ,与 点 m 一 致 , 取 异 号 ,表示 热 传 过 这 个 平面 时 的 束 
度 。 纵 坐标 的 这 个 流 数 被 理解 为 是 这 条 曲线 的 微 元 与 这 个 模 轴 的 
一 条 平行 线 所 成 夹 角 的 正切 。 

我 们 刚才 所 解释 的 这 个 结果 是 在 热 理论 中 曾 应 用 得 最 经 党 的 
结果 ,我 们 要 讨论 这 些 不 同 的 问题 ,就 不 能 不 对 温度 可 变 的 一 个 物 
体 的 每 一 点 的 热流 量 的 值 形成 一 个 非常 精确 的 思想 。 必 须 坚持 这 
个 基本 见解 ;我 们 将 要 谈 的 一 个 例子 会 更 清楚 地 表明 在 分 析 中 曾 
作出 的 这 种 应 用 。 
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100. 假定 一 条 边 的 长 为 的 一 个 立方 体 的 物质 的 不 同 点 有 
由 方程 * 一 coszcosycosz 所 表示 的 不 同 有 效 温度 。 坐 标 >,y,z 根据 三 
直 交 轴 来 测量 ,这 三 直 交 轴 与 该 立方 体 各 面 垂直 ,原点 在 这 个 立方 
体 的 中 心 .这 个 固体 外 表面 各 点 的 有 效 温度 为 0 度 , 还 假定 外 因 使 
所 有 这 些 点 保持 有 效 温度 0。 在 这 个 假定 下 ,这 个 物体 将 愈 来 您 
冷 , 处 在 这 个 物体 内 部 的 所 有 点 的 温度 将 发 生变 化 ,并 且 在 一 个 有 
限时 间 之 后 ,它们 都 将 达到 表面 温度 0。 

现在 我 们 要 证 明 , 这 个 固体 的 变化 状态 由 方程 

v= "COSTCOSYCOSz 

来 表示 ,系数 9 等 于 RK 是 形成 这 个 固体 物质 的 热 导 率 ,D 为 密 
度 ,C 为 比 热 ;i 是 历经 时 间 。 

这 里 我 们 假定 这 个 方程 成 立 ,我 们 继而 考查 对 它 可 能 作出 的 
应 用 ,以 求 出 过 平行 于 三 个 直角 平面 中 的 一 个 的 一 已 知 平面 的 热 
量 。 如 果 通 过 坐标 为 r,y,z 的 点 m 我 们 作 一 个 垂直 于 :的 平面 , 那 
么 仿照 上 一 目的 方法 ,我 们 会 发 现 ,在 这 一 点 上 并 过 这 个 平面 的 热 


流量 的 值 是 一 K 党 ,或 Ke-reosr cosy，sinz。 在 时 刻 由 内 ,过 位 于 


这 个 平面 且 边 为 ix 和 必 的 一 个 无 穷 小 矩形 的 热量 ,是 
Ke ”cosrcosysinadrdydt 。 
因此 ,在 时 刻 必 内 ,过 这 同一 平面 全 面积 的 总 热量 ,是 
Ke "sinz. dt | [ Cosrcosydzdy’; 


这 个 二 重 积分 从 > 当 " 取 到 z 到 ,从 ? 7 取 到 y yr 


这 样 我 们 得 到 作为 这 个 总 热量 的 表达 式 ， 
AKe "sinz. dt。 
这 时 ,如 果 我 们 相对 从 :一 0 到 :一 上 取 积分 ,那么 我 们 就 得 到 
自 冷却 开始 到 实际 时 刻 为 止 过 这 同一 平面 的 热量 。 这 个 积分 是 


修 sinz(1 一 。-") , 它 在 表面 的 值 是 
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AK (1 er), 

9 

因此 ,在 一 有 限时 间 后 ,通过 这 些 面 中 的 一 个 所 失去 的 热量 是 仅 。 
由 于 这 同一 推理 可 用 于 这 六 个 面 中 的 每 一 个 ,因此 我 们 得 出 ,这 个 


固体 到 完全 冷却 时 所 失去 的 全 部 热量 等 于 2 ,或 8CD, 因 为， 竺 


于 路 。 冷却 期 间 所 耗 散 的 总 热量 肯定 与 热 导 素 K 无 关 ,K 只 会 或 
多 或 少 地 影响 冷却 速度 。 

100.A。 我 们 可 以 用 另 一 种 方法 确定 这 个 固体 在 一 给 定时 
间 内 所 失去 的 热量 ,这 将 在 某 种 程度 上 起 到 检验 上 述 运算 的 作用 ， 
事实 上 ,尺寸 为 此 ,四 ,dz 的 矩形 分 子 的 物质 是 Dtndydz, 因 此 ,为 使 
它 从 0 度 变 为 沸水 温度 而 必须 给 予 它 的 热量 ,是 CDlrdydz, 如 果 所 
需要 的 是 使 这 个 分 子 升温 至 ", 那 么 热量 的 消耗 应 当 是 ?CDizdydz。 

由 此 得 到 ,为 了 求 这 个 固体 在 时 间 ! 之 后 的 热 超 过 它 在 0 度 
时 所 保持 的 热 的 超出 量 ,我 们 必须 在 区 间 * 一 一 去 rz 一 间 r， 


y= 一 十 r,y 一 于 rz= 一 二 rz 一 去 r, 之 间 取 多 重 积分 


| | [ vC Ddrdydz。 

因此 ,只 要 用 它 的 值 代替 », 即 用 

e “COSTCOSYCOSZ 

代替 ,我 们 就 得 到 实际 热量 超过 属于 温度 0 的 热量 的 超出 量 
8CD(1 一 e*); 或 者 ,正如 我 们 以 前 所 得 到 的 ,在 无 穷 时 间 之 后 ,是 
8CD。 

在 本 导言 中 ,我 们 叙述 了 为 解决 与 固体 中 的 热 运动 有 关 的 不 
同 问题 所 必须 了 解 的 所 有 基本 原理 ,为 表明 在 分 析 中 运用 它们 的 
方式 ,我 们 给 出 了 它们 的 某 些 应 用 ;我 们 对 它们 所 能 作出 的 最 重要 
的 应 用 ,就 是 由 它们 导出 热传导 的 一 般 方程 ,这 是 下 一 章 的 主题 。 
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第 76 目 注 。 福 布 斯 (J. D. Farbes) 对 一 端 受热 的 一 根 长 铁 棒 的 温度 的 研究 明确 表 
明 , 传导 率 K 不 是 不 变 的 ,而 是 随 温度 的 上 升 而 减少 。 一 一 《爱丁堡 皇家 协会 会 刊 》 
(Transactims of the Royal Society of bdinburgh) ,第 23 卷 ,第 133 一 146 页 ,第 24 卷 ,第 73 一 
110 页 。 

第 98 目 注 。 拉 梅 (Lame) 在 他 的 《 热 的 解析 理论 》[(Thtorie Analytique de ln Choleur) ,第 
1 一 8 页 ] 一 书 中 研究 了 关于 在 热 导 素 随 热流 方向 而 变化 的 一 个 物体 内 热量 的 一 般 表达 
式 、 一 一 A. FE. 


第 二 
热 运 动 方程 


第 一 节 
环 中 变化 的 热 运 动 方程 


101.。 我 们 可 以 建立 表示 任 一 形状 的 固体 物质 中 热 运动 的 一 
般 方程 ,并 把 它们 应 用 到 特殊 情况 中 去 。 不 过 ,这 种 方法 常常 会 涉 
及 很 复杂 的 计算 ,这 种 计算 不 难 避 免 有 几 个 问题 我 们 最 好 以 表示 
适合 于 它们 的 条 件 的 特殊 方法 来 处 理 ; 我 们 现在 就 采取 这 一 步骤 ， 
并 分 别 考察 导言 第 一 节 所 阐明 的 问题 。 开 始 我 们 只 局 限于 建立 微 
分 方程 ,随后 几 章 将 给 出 它们 的 积分 。 

102. 我 们 已 经 考虑 过 一 端 浸入 一 恒定 热源 的 细 棱 柱 棒 中 的 
均匀 热 运 动 。 这 第 一 种 情况 不 会 有 任何 困难 ,因为 除了 温度 的 永恒 
状态 外 不 涉及 别 的 任何 问题 ,表示 它们 的 方程 不 难 积分 。 下 面 的 问 
题 则 需要 更 深入 的 研究 ; 它 的 目的 是 确定 不 同 点 已 得 到 完全 任意 
的 初始 温度 的 一 个 固体 环 的 变化 状态 。 

这 个 固体 环 或 臂 环 由 一 个 矩形 截面 绕 一 个 垂直 于 环 平面 的 轴 
旋转 而 成 ( 见 图 3),! 是 面积 为 8 的 这 个 截面 的 周 长 ,系数 “计量 
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外 热 导 率 ,K 计量 内 热 导 率 ,C 是 比 热 ,D 是 密度 。 线 段 wzz'z" 表 示 
臂 环 的 中 周 , 或 表示 通过 所 有 这 些 截 面 图 形 中 心 的 线段 ,一 个 截面 
与 原点 的 距离 由 长 为 z 的 弧 所 测定 ;R 是 中 周 半径 。 

假定 鉴于 这 个 截面 的 微小 面积 和 形 
状 ,我 们 可 以 认为 同一 截面 不 同 点 的 温度 
相等 。 

103. ”设想 辟 环 不 同 截面 的 任意 初始 
温度 已 给 定 ,然后 这 个 固体 受 保持 0 度 且 
以 定 速 移动 的 空气 的 作用 ;这 个 温度 系统 

图 3 将 不 断 变化 , 热 将 在 这 个 环 中 传导 ,并 在 表 
面 耗 散 :需要 确定 这 个 固体 在 任 一 给 定时 刻 的 状态 。 

设 v 是 距离 为 z 的 截面 在 历经 时 间 i 后 所 获得 的 温度 ;v 是 x 
和 的 某 个 函数 ,所 有 初始 温度 也 必须 记 入 该 函数 中 :这 就 是 待 求 
的 函数 。 

104. 我 们 要 考虑 在 由 一 个 距离 为 z 的 截面 和 另 一 个 距离 为 
z 十 dz 的 截面 所 围 的 一 个 无 穷 小 薄片 中 的 热 运动 对 某 一 时 刻 的 长 
度 来 说 ,这 个 薄片 的 状态 就 是 由 保持 不 等 温 的 两 个 平行 平面 所 限 
定 的 一 个 无 穷 固 体 的 状态 ;因此 ,根据 导言 中 所 建立 的 原理 ,在 这 
个 时 刻 尼 内 过 第 一 个 截面 .并 由 此 从 这 个 薄片 前 的 这 个 固体 的 部 
分 进入 这 个 薄片 本 身 的 热量 ,由 四 个 因子 的 积 来 计算 , 即 由 热 导 率 


人 ,截面 面积 8, 比 一 任 和 时 刻 长 度 的 积 来 计算 ,其 表达 式 是 


一 KS 侈 册 ,为 确定 从 这 同一 潭 片 过 第 二 个 截面 所 逃逸 .并 进入 这 
个 固体 紫 邻 部 分 的 热量 ,只 需 在 前 一 表达 式 中 把 = 变 成 z+w, 或 
同样 地 ,把 它 对 z 的 微分 加 到 这 个 表达 式 中 就 够 了 ;因此 ,这 个 薄 
片 通过 它 的 第 一 个 面 所 得 到 的 热量 等 于 一 KS 党 ,过 相对 的 面 所 
失去 的 热量 由 
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一 KS wx 一 KS ard 

来 表示 。 因 此 ,由 于 它 的 状况 , 它 得 到 等 于 前 两 个 量 的 差 的 热量 , 即 
Cara 网 

另 一 方面 ,外 表面 为 必 , 温 度 与 ”相差 无 穷 小 的 这 同一 薄片 ， 
允许 等 于 hodzdt 的 热量 在 时 刻 ic 内 逃逸 到 空气 中 去 ;由 此 得 出 , 园 
体 的 这 个 无 穷 小 部 分 实际 保留 由 KS 和 sadi- hodzdt 所 表示 的 热 
量 ,这 个 量 使 它 的 温度 发 生变 化 。 必 须 考察 这 种 变化 的 总 量 。 

105， 系数 C 表示 把 所 说 的 单位 重量 的 这 种 物质 从 0 度 提 高 
到 1 度 需要 多 少 热 ;所 以 ,用 密度 了 乘 这 无 穷 小 薄片 的 体积 stz, 得 
它 的 重量 ,再 乘 以 比 热 C, 我 们 就 得 到 作为 使 这 个 薄片 体积 从 0 度 
升 到 1 度 的 热量 CDSiz。 因 此 ,引起 增加 等 于 KS 2sdod 一 Modad 的 
热量 的 温度 增 量 ,由 最 后 这 个 量 除 以 CDSt 而 得 到 。 因此 , 按 贯 例 ， 
用 中 业 表 示 在 时 刻 必 内 所 发 生 的 温度 增 量 ,我 们 有 方程 


do Kdv 从 
0 


我 们 将 在 后 面 盖 明 为 确定 通 解 而 可 能 对 这 个 方程 所 作 的 运 
用 , 曾 明 这 个 问题 的 困难 所 在 ;此 处 我 们 只 限于 与 这 个 臂 环 的 永恒 
温度 有 关 的 一 个 注 记 。 

106， 假定 由 于 环 平面 是 水 平 的 ,因而 发 挥 一 个 恒定 作用 的 
每 一 热源 被 放 在 不 同 点 m,n,p,4, 等 等 的 下 面 ; 热 将 在 这 个 固体 中 
传导 ,并 且 由 于 通过 表面 而 被 消耗 的 热 不 断 由 热源 所 发 出 的 热 来 
补偿 ,所 以 ,这 个 固体 的 每 一 截面 温度 将 全 来 傅 趋 近 于 一 个 随 不 同 
截面 而 异 的 定 值 。 为 用 方程 (») 表 示 若 一 旦 产生 ,它们 就 自行 存在 
的 这 后 -- 种 温度 的 规律 ,我 们 须 假定 量 * 不 随 : 而 变化 ;这 就 消去 
了 项 多 。 因 此 我 们 有 方程 


KS 
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= 效 ， 所 以 5 二 Me-V 医 二 NetV 六 ， 


M 和 Y 是 两 个 常数 上 。 

107. 假定 位 于 两 个 相继 热源 之 间 的 部 分 环 周 长 被 分 成 若干 
等 份 , 界 点 与 原点 的 距离 为 r ,zzyzavzt, 等 等 ,用 wzzvrayzt, 等 等 
表示 界 点 温度 ; 当 两 个 常数 由 对 应 于 热源 的 两 个 值 确定 之 后 ,vw 和 


z 之 间 的 关系 就 由 前 述 方程 给 出 。 用 a 表示 量 eV 六, 几 4 表示 两 
个 相 邻 界 点 的 距离 z. 一 x, 我 们 有 方程 : 

v= Ma Na i, 

v= Ma* » ot Na a , 

v= Maa Na “a, 
因此 我 们 得 出 下 述 关系 2 汪 时 一 +a 

对 于 温度 为 v2,v3,04 的 三 点 ,一 般 地 ,对 于 任何 相 邻 的 三 点 ， 

我 们 都 会 得 到 一 个 类 他 结果 。 由 此 得 到 ,如 果 我 们 观察 均 处 在 同样 
两 个 热源 m 和 之 间 、 且 由 一 个 恒定 间隔 》 分 开 的 几 个 相 邻 点 的 
温度 wm,zzvza，…z4ty25, 等 等 ,那么 我 们 会 看 到 ,任何 三 个 相 邻 温度 都 


@ 除 此 处 表示 面积 为 $ 的 一 个 截面 的 周 长 外 ,这 个 方程 与 表示 一 端 受热 的 一 
根 有 限 长 的 棒 的 恒定 温度 的 方程 相同 (第 76 目 )。 在 这 种 有 限 长 的 棒 的 情况 下 ,我们 可 
以 确定 常数 W 和 、\ 之 间 的 两 个 关系 :因为 ,如 果 上 是 热源 温度 ,在 那里 ,z 一 0, 则 了 一 M 
十 Ni 如 果 在 这 根 棒 远 离 热源 的 那 一 端 ,此 时 + 二 (, 假 定 我 们 取 与 该 端 距 离 为 上 的 -个 


截面 ,那么 ,在 单位 时 间 内 ,过 这 个 截面 的 热流 量 是 一 KS 皇 , 这 与 通过 周边 和 这 个 注 片 
自由 端的 热 耗 散 , 即 如 ( 直 十 S$) 相等 ;因此 ,最 后 当 各 变 为 0 时 ， 
bo 二 KK 笠 =o， 这 时 z=L， 


PE 
Me™'V Wtye VY = 扰 ( me- A/ 间 -Ver 着 )。 
参见 韦 尔 德 .( 物 理 演讲 》, 第 37 页 。 一 一 A.F- 


是 两 并 之 和 除 以 中 点 温度 得 一 个 常数 商 十 c，。 

108。 如 果 在 包含 在 任何 别 的 两 个 热源 * 和 p 之 间 的 空间 中 
我 们 观察 由 同一 间隔 分开 的 别 的 不 同 点 的 温度 ,那么 我 们 同样 
会 得 到 ,对 于 任何 三 个 相信 点 ,两 端 温度 之 和 除 以 中 点 温度 得 同一 
常数 商 “十 o-…。 这 个 商 值 既 与 热源 位 置 无 关 ,也 与 热源 强度 无 关 。 

109。 设 * 是 这 个 党 数值, 我 们 有 方程 

1 一 9g02 一 2 

由 此 我 们 看 到 , 当 周 长 被 分 成 几 等 份 时 ,包含 在 两 个 相 邻 热 源 之 间 
的 界 点 温度 ,由 一 个 循环 级 数 的 那些 项 表示 ,这 个 级 数 的 相关 比 
(scale of relation) 由 4 和 一 1 两 项 组 成 。 

实验 已 充分 确证 这 个 结果 。 我 们 曾 让 一 个 金属 环 受 不 同 热源 
的 恒定 且 同时 的 作用 ,我 们 观察 由 若干 恒定 间隔 分 开 的 几 点 的 恒 
定 温度 ;我 们 总 发 现 ,不 脱离 一 热源 的 任何 三 个 相 邻 点 的 温度 ,都 
有 所 说 的 这 个 关系 。 即 使 热源 增加 , 且 无 论 怎样 安排 , 商 江 的 
数值 都 不 会 发 生 任何 变化 ; 它 仅仅 取决 于 环 的 尺寸 和 质 , 而 与 这 个 
固体 的 受热 方式 无 关 。 

110。 当 我 们 由 观察 得 到 常数 商 9 或 "七 畔 时 ,通过 方程 
十 ?一 4 就 可 从 中 导出 w 值 。 这 个 方程 的 一 个 根 是 w, 另 一 个 
是 <-…。 由 于 这 个 量 被 确定 ,我 们 就 可 以 由 它 导出 比 友 的 值 , 这 个 


值 是 全 (loga)?。 用 。 表示 w ,我们 有 局 一 sw 十 1 二 0。 因 此 ,用 方程 


一 ‰o 十 1 一 0 的 一 个 根 的 双 曲 对 数 的 平方 乘 字 ,并 且 用 六 除 这 个 
积 ,我 们 就 得 到 两 个 热 导 素 的 比 。 
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第 二 节 
球 中 变化 的 热 运 动 方程 


111. 形 如 球体 的 一 个 均匀 固体 物质 ， 在 保持 永恒 温度 1 的 
一 种 介质 中 浸泡 无 穷 时 间 ， 然 后 让 它 受 保持 0 度 且 以 一 定 速 移动 
的 空气 作用 ; 需要 确定 这 个 物体 在 整个 冷却 时 间 内 的 连续 状 


态 


作 。 


用 z+ 表示 任 一 点 与 球 心 的 距离 ,用 。 表 示 在 历经 时 间 之 后 这 
同一 点 的 温度 ;为 使 这 个 向 题 更 一 般 化 ,假定 处 在 与 球 心 距离 为 x 
的 所 有 点 的 共同 初始 温度 随 不 同 的 = 值 而 异 ;者 浸泡 尚未 持续 天 
穷 时 间 , 则 就 是 这 种 情况 。 

这 个 固体 与 球 心 等 距 的 点 有 相同 温度 ,因此 ," 是 = 和 :的 某 
个 函数 。 当 我 们 假定 :0 时 ,这 个 函数 的 值 就 必须 与 完全 任意 给 
定 的 初始 状态 一 致 。 

112. 我 们 要 考虑 由 半径 为 和 z 十 恬 的 两 个 球面 所 围 成 的 
无 穷 泗 壳 层 中 的 瞬时 热 运动 :在 一 个 无 穷 小 时 刻 必 内 ,过 半径 为 = 
的 较 小 的 面 ,并 从 这 个 固体 最 靠近 球 心 的 部 分 进入 这 个 球形 壳 层 
的 热量 ,等 于 四 个 因子 的 积 ,这 四 个 因子 是 热 导 率 K, 时 间 必 , 壳 面 
面积 4zz?, 以 及 比 宇 , 公 取 负 生 ;这 个 积 由 一 4Kzr 至 必 表示 。 

为 确定 在 这 同一 时 刻 内 流 过 这 同一 沉 层 的 第 二 个 面 、 并 从 这 
个 光 层 进入 包 图 它 的 这 个 国体 的 这 一 部 分 的 热量 ,就 必须 在 前 一 
表达 式 中 ,把 > 变 成 z 十 必 : 即 以 项 一 4Kzz 多 刀 中 知 进 这 一 项 对 z 
的 各 分。 因此 我 们 得到 作为 过 第 一 个 面 而 并 这 个 球形 这 导 的 热 
量 表达 式 
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一 4KTz2 a axnd( z? ) dts 
如 果 我 们 从 进入 第 一 个 面 的 量 中 减 去 这 个 量 ,我 们 就 有 
4kmd( zr 舍 )44。 显 然 ,这 个 差 就 是 积聚 在 这 个 中 间 这 层 中 的 热量 ， 


这 个 热量 的 作用 会 改变 它 的 温度 。 

113. 系数 C 表示 使 一 个 确定 重量 的 单位 从 0 度 升 至 1 度 所 
需 的 热量 ;D 是 单位 重量 的 体积 ,4rz?dz? 是 中 间 薄 层 的 体积 , 它 与 
它 只 相差 一 个 可 以 忽略 不 计 的 量 :所 以 ,4rCDrdz 是 使 中 间 壳 层 从 
0 度 升 至 1 度 所 需 的 热量 , 因此 ,必须 用 4zCDrdz 除 这 个 壳 层 中 所 
积聚 的 热量 ,这 样 ,我 们 得 到 它 的 温度 " 在 时 间 尼 内 的 增 量 。 因 此， 
我 们 得 到 方程 


do_K dv 24dv 
或 ZT (入 + 王 全 )…… 


114. 上 述 方程 表示 这 个 固体 内 部 的 热 运动 规律 ,不 过 表面 
上 点 的 温度 还 受 我 们 必须 表示 的 一 个 特殊 条 件 的 支配 。 与 表面 状 
态 有 关 的 这 个 条 件 可 随 所 说 问题 的 性 质 而 变化 :例如 我 们 可 以 假 
定 在 加 热 这 个 球体 并 使 它 的 分 子 升 至 沸水 温度 后 ,冷却 因 对 表面 
上 所 有 点 给 定 0 度 温 度 ,并 因 以 任 一 外 因 使 它们 保持 这 个 温度 而 
发 生 作 用 。 在 这 种 情况 下 ,我 们 可 以 设 息 变化 状态 待定 的 这 个 球体 


. 由 冷却 作用 发 生 于 其 上 的 一 个 极 落 壳 层 所 覆盖 ,可 以 假定 ,1 ,这 


个 死 穷 薄 壳 层 附着 在 这 个 固体 上 ,其 物质 与 这 个 固体 的 相同 ,并 象 
这 个 物体 其 它 部 分 一 样 成 为 这 个 物体 的 一 部 分 ;2", 这 个 壳 层 的 所 
有 分 子 都 处 于 0 度 , 它 由 始终 防止 这 一 温度 高 于 或 低 于 0 度 的 一 
个 原因 所 维持 。 为 从 理论 上 表述 这 个 条 件 , 在 无 论 ! 取 何 值 ,我 们 
对 z 给 出 等 于 球 半径 的 全 值 X 时 .包含 zx 和 :的 函数 "必须 为 0。 


在 这 个 假定 下 ,如 果 我 们 用 %(z,D 表 示 z 和 上 的 这 个 函数 , 它 表 示 
2 的 值 ,那么 我 们 就 有 两 个 方程 


de 天 1dp ， 2 加 
空 一 让 ( 吕 + 二 生 ) ， 和 WX,D 一 0。 


此 外 ,初始 状态 必须 由 这 同 -一 方程 6 (z， 表示 : 因此 我 们 有 作 
为 第 二 个 条 件 的 pCz,0) = 二 1。 这 样 , 在 我 们 开始 已 措 述 过 的 这 个 假 
定 下 ， 一 固体 球 的 变化 状态 就 由 必须 满足 上 面 三 个 方程 的 一 个 函 
数 " 来 表示 。 第 一 个 条 件 是 一 般 的 , 它 在 每 一 时 刻 都 属于 这 个 物体 
的 所 有 点 ; 第 二 个 只 对 表面 分 子 起 作用 ， 第 三 个 则 仅仅 属于 初始 
温度 。 

115， 如 果 这 个 固体 在 空气 中 冷却 , 则 第 二 个 方程 不 一 样 ; 这 
时 ,必须 设想 这 个 极 薄 壳 层 由 某 一 外 因 保持 在 这 样 一 种 状态 中 , 例 
如 使 得 在 每 一 时 刻 从 球体 所 逃逸 的 热量 等 于 介质 存在 时 会 从 中 带 
走 的 热量 。 

现在 ,在 一 个 无 穷 小 时 刻 卫 内 ,在 这 个 固体 内 部 流 过 位 于 距 
离 为 z 的 球面 的 热量 ,等 于 -- 4Krz: 凶 d; 这 个 一 般 表 达 式 适用 于 
所 有 = 值 。 因此 ,假定 :=X, 我 们 就 可 确定 在 这 个 球 的 变化 状态 中 
流 过 形成 它 边界 的 极 薄 壳 层 的 热量 ; 另 一 方面 ,有 我 们 用 v 所 表 
示 的 一 个 变化 温度 的 这 个 固体 的 外 表面 ,允许 一 定 热量 逃逸 到 空 
气 中 去 ,这 个 热量 与 温度 ,与 表面 面积 4rX 成 正比 。 这 个 量 的 值 
是 4hrX?Vat。 

如 假设 ,为 表示 这 个 壳 层 的 作用 在 每 一 时 刻 代替 介质 的 存在 
而 会 产生 的 作用 ,只 需 使 量 4irXeyd 等 于 表达 式 一 4KrXz 党 岂 在 
我 们 对 z 给 定 其 全 值 时 所 得 到 的 值 就 够 了 。 因 此 我 们 得 到 方程 


多 二 一 委 v, 当 我 们 在 多 和 。 这 两 个 函数 中 用 :的 值 代替 z 时 ， 


这 个 方程 肯定 成 立 , 我 们 用 天 至 十 好 一 0 的 形式 表示 它 
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116。 因此 ,在 * 一 X 时 所 取 的 全 值 与 对 应 于 同一 点 的 。 值 肯 
定 有 一 个 常数 比 一 女 。 这 样 ,我 们 假定 冷却 外 因 始 终 以 下 述 方式 类 
定 这 个 极 薄 壳 层 的 状态 :对 应 于 z=X, 由 这 个 状态 所 产生 的 多 什 
与 * 什 成 正比 ,这 两 个 量 的 常数 比 旺 一 类。 由 于 这 个 条 件 始终 因 存 


在 使 半 的 极 值 不 是 别 的 而 只 能 是 一 入 。 的 某 种 原因 而 被 满足 ,所 
以 ,这 个 壳 层 的 作用 将 代替 空 气 的 作用 。 

不 必 假定 这 个 壳 层 是 极 泗 的 ,在 后 面 我 们 将 看 到 , 它 可 以 有 一 
个 不 定 的 厚度 。 此 处 把 厚度 看 作 无 穷 小 ,是 为 了 把 注意 力 集中 在 这 
个 固体 的 表面 状态 上 。 . 

117。 因此 ,用 以 确定 函数 wz,z7 或 "的 三 个 方程 如 下 ， 


(FE RE 

第 一 个 适用 于 z 和 t 的 所 有 可 能 值 ;无 论 i 取 何 值 , 当 z=X 
时 ,第 二 个 方程 成 立 ;无 论 z 了 到 何 值 , 当 二 0 时 ,第 三 个 方程 成 立 。 

应 当 假定 ,在 初始 状态 中 ,所 有 球形 薄 层 均 无 相同 温度 : 若 设 
想 浸泡 尚未 持续 无 穷 时 间 , 则 必然 会 出 现 这 种 情况 。 在 比 前 述 情况 
更 一 般 的 这 种 情况 下 ;表示 处 在 与 球 心 相距 z 的 分 子 的 初始 温度 
的 这 个 已 知 函 数 由 F(z) 来 表示 ;这 样 , 第 三 个 方程 就 由 $(z,0) 这 
样 一 个 方程 代替 。 

剩 下 的 只 是 一 个 纯 分 析 问 题 , 它 的 解 将 在 下 面 几 章 的 一 章 中 
给 出 。 它 在 于 借助 于 这 个 一 般 条 件 和 它 所 服从 的 两 个 具体 条 件 来 
求 "的 值 。 


第 三 节 
实 圆柱 中 变化 的 热 运动 方 各 


118. 边 垂直 于 圆 形 基底 的 一 个 无 穷 长 实 圆柱 , 因 整 个 浸没 
在 温度 均匀 的 某 种 液体 中 ,而 以 与 轴 等 距 的 所 有 点 都 得 到 相同 温 
度 的 方式 逐渐 受热 ;随后 受 较 冷气 流 的 作用 ;需要 确定 在 一 给 定时 
间 后 不 同 薄 层 的 温度 。 

z 表示 其 所 有 点 都 与 轴 等 距 的 某 个 圆柱 面 的 半径 ;X 是 这 个 
圆柱 体 的 半径 ;2 是 自 冷却 开始 后 位 于 与 轴 相 距 z 的 这 个 固体 的 
点 在 历经 由 t 所 表示 的 时 间 后 的 温度 。 因 此 ,v 是 z 和 t+ 的 函数 ,如 
果 在 这 个 函数 中 使 上 等 于 0, 则 由 此 得 到 的 这 个 z 的 函数 必然 潢 外 
初始 状态 ,初始 状态 是 任意 的 。 

119， 考虑 在 一 个 半径 为 z 的 面 和 另 一 个 半径 为 z 十 此 的 面 
之 间 的 这 个 圆柱 的 一 个 无 穷 薄 部 分 中 的 热 运动 。 在 时 刻 必 内 ,这 
一 部 分 从 它 所 围 住 的 这 个 固体 的 部 分 所 得 到 的 热量 , 即 在 同一 时 
间 内 ,经 过 半径 为 x\ 长 度假 定 与 单位 相等 的 这 个 圆柱 面 的 热量 ， 


由 
一 2Krz Pa 
表示 。 
为 求 过 半径 为 7 十 必 的 第 二 个 面 而 从 这 个 无 穷 薄 壳 层 进入 围 
住 它 的 这 个 固体 部 分 的 热量 ,我 们 必须 在 前 一 表达 式 中 ,把 z 变 成 
rf 十 民 , 或 同样 地 ,把 项 
dv 


一 2Kzrz Pt 


对 z 的 微分 加 到 该 项 上 。 这 样 , 所 得 到 的 热 和 所 失去 的 热 的 差 , 或 
说 聚集 在 这 个 无 穷 薄 壳 层 中 确定 温度 变化 的 热量 ， 是 取 反 号 的 这 
同一 微分 ,或 


2Kn* dt» a 全 )， 


另 一 方面 ,这 个 中 间 壳 层 的 体积 是 2rzdz,2CDrzdz 表示 把 它 从 
0 度 升 至 1 度 所 需要 的 热量 ,C 是 比 热 ,D 是 密度 。 因 此 商 
2Kr * dt» dz 全 ) 
3CDrzdr 


是 这 一 温度 在 时 刻 必 内 所 得 到 的 增 量 。 因 此 我 们 得 到 方程 
de _K 全 全) 


dd CD\adr’ 

120。 由 于 一 般 地 ,在 时 刻 卫 内 ,经 过 半径 为 z 的 柱 面 的 热量 
由 2Kzz 多 表示 ,所 以 ,在 前 一 值 中 使 + 一 X, 则 我 们 得 到 在 同一 
时 间 内 从 这 个 固体 表面 所 过 远 的 热量 ; 另 -方面 ,弥散 到 空气 中 去 
的 这 个 相 同 量 ,根据 热传导 原理 ,等 于 27Xidt; 因 此 ,在 这 个 面 上 ， 
我 们 肯定 有 定义 方程 一 K 里 一 各 我们 在 关于 球 ,或 在 对 任 一 形状 
的 物体 给 出 一 般 方程 的 那些 目 中 ,以 更 大 篇 幅 解 释 了 这 些 方程 的 
性 质 ,因此 ,表示 无 穷 圆柱 中 的 热 运 动 的 函数 ”必须 满足 ,第 一 ,一 
般 方 程 吕 = 苍 ( 这 十 寺 译 ) ,无 论 = 和 :如 何 , 它 都 适用 ;第 一 ， 定 
义 方程 把 0 十 多 二 0, 当 :二 X 时 ,无 论 变量 1 如 何 , 它 都 成 立 ;第 三 ， 
定义 方程 v=R(z)。 当 使 二 0 时 ,无 论 变量 z 如 何 ,» 的 所 有 值 都 必 


须 满足 最 后 这 个 条 件 。 任 意 函 数 F(z) 被 看 作 是 已 知 的 ; 它 对 应 于 


第 四 节 
无 穷 长 实 棱柱 中 的 均匀 热 运动 方程 


121. 一 个 棱柱 棒 的 一 端 漫 在 使 该 端 保持 温度 4 的 一 个 恒 
定 热源 中 ;这 根 棒 长 度 无 穷 的 其 余部 分 不 断 受 保持 0 度 的 均匀 气 
流 的 作用 ;需要 确定 这 根 棒 的 一 个 已 知 点 所 能 达到 的 最 高 温度 。 

这 个 问题 与 第 73 目的 问题 不 同 ,因为 ,为 得 到 一 个 精确 解 ,我 
们 现在 必须 计 及 这 个 固体 的 所 有 方面 。 

的 确 ,我 们 曾 假定 ,在 一 根 很 细 的 棒 中 ,同一 截面 的 所 有 点 都 
得 到 明显 相等 的 温度 ;然而 , 某 种 不 可 靠 性 可 能 会 隐 含 在 这 一 假定 
的 结果 中 。 因 此 ,最 好 是 严格 解决 这 个 问题 ,然后 用 分 析 考查 到 什 
么 时 候 , 在 什么 条 件 下 ,我 们 才 可 认为 同一 截面 不 同 点 的 温度 相 
等 。 

122. 与 这 根 棒 的 长 成 直角 的 截面 是 边 为 2 的 一 个 正方 形 ， 
这 根 棒 的 轴 是 z 轴 ,原点 在 端面 4 上 .这 根 棒 一 点 的 三 个 直角 坐标 
是 z,y,z,v 表示 同一 点 的 固定 温度 。 

问题 在 于 确定 为 使 这 根 棒 的 不 同 点 的 温度 在 只 要 与 热源 相连 
的 端面 4 在 其 所 有 点 上 保持 受 水 恒温 度 4 的 作用 时 ,能 继续 存在 
而 无 任何 变化 所 必须 赋予 这 些 点 的 温度 ;因此 ,v 是 z,y 和 = 的 函 
数 

123. 考虑 围 在 与 i,y 和 = 的 这 三 个 轴 垂 直 的 六 平面 之 间 的 
棱柱 分 子 中 的 热 运动 。 前 三 个 面 经 过 坐标 为 z,y,z 的 点 m, 另 外 三 
个 经 过 坐标 为 * 十 必 ,y 十 必 ,z 十 必 的 点 到 。 

为 求 在 单位 时 间 内 过 经 过 点 普 且 与 z 轴 垂直 的 第 一 个 面 而 进 
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入 这 个 分 子 的 热量 ,我 们 必须 记 住 ,在 这 个 面 上 的 这 个 分 子 的 表面 
积 是 dyz, 流 过 这 个 面积 的 热量 ,根据 第 98 目的 定理 ,等 于 


一 k 多 ;因此 ,这 个 分 子 过 经 过 点 m 的 矩形 ds 得 到 由 一 Kiydz 侈 
表示 的 热量 ,为 求 过 其 对 面 而 从 这 个 分 子 那里 所 逃逸 的 热量 ,我 们 
必须 在 前 一 个 式 子 中 ,用 z 十 峰 代替 =, 或 同样 地 ,在 这 个 式 子 中 再 
加 上 它 仅 对 z 的 微分 ;由 此 我 们 得 到 ,这 个 分 子 在 它 与 z 轴 垂直 的 
第 二 个 面 上 所 失掉 的 热量 等 于 
dv dv 
— Kiyd F — Kdyid (2)s 
因此 ,我 们 必须 从 在 对 面 所 进入 的 热量 中 减 去 这 个 量 ! 这 两 个 量 的 
差 是 
Kdyiad( 凶 )， 或 Kizdye 2 

因 沿 > 轴 方 向 传导 的 缘故 ,这 表示 在 这 个 分 子 中 所 聚积 的 热量 ;如 
果 它 不 能 与 在 别 的 方向 所 失去 的 热量 平衡 ,那么 所 聚积 的 热 就 全 
使 这 个 分 子 的 温度 发 生变 化 。 

用 同样 的 方法 得 到 ,等 于 一 Kdzdr 名 的 热量 过 经 过 点 m 且 与 


轴 垂 直 的 平面 而 进入 这 个 分 子 ,从 对 面 所 逃逸 的 热量 是 
dv 人 
— Kdzdz -Kid( 号 )， 

最 后 的 微分 只 对 y 取 。 这 样 , 这 两 个 量 的 差 ,或 kind 2.8, 因 沿 ， 
轴 方 向 传导 的 缘故 ,就 表示 这 个 分 子 所 得 到 的 热量 。 

最 后 ,我 们 用 同样 的 方法 证 明 , 因 沿 = 轴 方 向 传导 的 缘故 ,这 
个 分 于 得 到 等 于 Kirdydz 党 的 热量 。 现 在 ,为 使 温度 不 致 发 生 任何 
变化 ,这 个 分 子 必须 保持 和 它 开始 所 保持 的 一 样 多 的 热 ,因此 , 它 
在 某 一 方向 所 得 到 的 热 必须 与 它 在 另 一 方向 所 失去 的 热平衡 。 这 
样 ,所 得 到 的 这 三 个 热量 的 和 必须 等 于 0; 因 此 ,我 们 建立 方程 


dd 

124. 现在 剩 下 的 是 表示 与 这 个 面 有 关 的 条 件 。 如 果 我 们 假 
定点 n 属 于 这 个 模 柱 梭 的 某 个 面 ,这 个 面 与 : 轴 秋 直 , 那 么 我 们 会 
看 到 ,在 单位 时 间 内 , 短 形 tzdy 允许 等 于 hardy 的 热量 逃逸 到 空气 
中 去 小 表示 这 个 面 的 点 的 温度 , 即 当 使 得 = 等 于 ! 时 ,这 个 函数 
所 求 的 %(z,9,z) 就 是 这 个 楼 柱 大 小 的 一 半 。 另 一 方面 ,由 于 分 子 的 
作用 ,在 单位 时 间 内 ,经 过 位 于 这 个 校 柱 内 且 与 = 轴 重 直 的 无 穷 小 
面 。 的 热量 ,根据 上 面 提供 的 定理 ,等 于 一 Ko 侍 . 这 个 表达 式 是 一 
般 的 ,这 适用 于 坐标 = 有 其 全 值 ! 的 那些 点 ,我 们 由 此 得 到 ,在 函 
数 空中 ,对 = 给 定 其 全 值 4, 则 经 过 这 个 面 上 的 矩形 unay 的 热量 ,是 


一 Kdzdy 坚 . 因 此 ,为 使 这 些 分 子 的 作用 能 与 介质 的 作用 一 致 ,这 两 


个 量 一 Kdzdy 垂 和 hzig 就 必须 相等 。 当 我 们 在 函数 空 和 中 ,对 
给 定 它 在 所 考虑 过 的 第 一 个 面 的 对 面 所 具有 的 值 一 ! 时 ,这 个 等 式 
也 必须 成 立 。 此 外 ,由 于 经 过 垂直 于 y 轴 的 一 无 穷 小 面 。 的 热量 是 
一 如 公 , 因 此 ,在 函数 于 中 对 ?给 定 其 全 值 , 则 经 过 与 y 轴 季 直 


0。 


的 这 个 棱柱 的 某 一 个 面 上 的 矩形 dzdz 的 热 重 ,是 一 Kazt 党， 现在， 
这 个 矩形 dzdz 允许 由 hodzdy 所 表示 的 热量 逃逸 到 空气 中 去 ;因此 ， 
当 在 函数 ”和 空中 使 等 于 /或 一 ! 时 ,方程 如 一 一 扩 于 必然 成 立 。 
125. 由 假设 , 当 我 们 假定 ==0 时 ,无 论 y 和 :的 值 如 何 , 函 
数 。 的 值 都 必然 等 于 4。 因 此 ,所 求 函数 。 由 下 述 条 件 确定 :第 一 ， 
对 z,y,z 的 所 有 值 , 它 满足 一 般 方程 
dri dy dz 
第 二 , 当 y 等 于 1 或 一 /1 时, 无论: 和 如 何 , 它 满足 方程 


0; 
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党 =0. 或 者 , 当 = 等 于 1 或 一! 时 ,无 沦 z 和 y 如 何 , 它 满足 广 


程 乱 ?十 法 =0; 第 三 , 当 + 一 0 时 .无 论 y 和 :如 何 , 它 满足 方程 
2 一 4。 


省: 
天 (二 


第 五 节 
实 立方 体 中 变化 的 热 运 动 方程 


126. 把 一 个 所 有 点 都 达到 相同 温度 的 实 立方 体 放 在 保持 0 
度 的 均匀 气流 中 。 需 要 确定 这 个 物体 在 整个 冷却 期 间 的 连续 状态 。 
。 。 取 这 个 立方 体 的 中 心 为 直角 坐标 系 的 原点 ;从 这 一 点 到 各 面 
的 重 线 为 >,yz 轴 ; 立 方 体 的 边 为 2 是 坐标 为 =,yvz 的 一 点 自 兴 
却 开始 到 历经 时 间 + 之 后 所 降 至 的 温度 。 问 题 在 于 确定 依 >,y,z 而 
定 的 函数 ”。 

127. 为 建立 "所 必须 满足 的 一 般 方程 ,我 们 必须 假定 这 个 
固体 的 一 个 无 穷 小 部 分 ,在 时 刻 必 内 ,由 于 与 它 挨 得 极 近 的 那些 
分子 的 作用 ,所 必须 经 历 的 温度 变化 。 这 样 ,我 们 考虑 转 在 六 直角 
平面 内 的 一 个 楼 柱 分 子 ; 六 直角 平面 的 前 三 个 面 经 过 坐标 为 2,y，2 
的 点 m, 另 外 三 个 面 经 过 坐标 为 

z+driy+dy,z+dz 

的 点 m'。 

在 时 刻 由 内 ,过 垂直 于 * 的 第 一 个 矩形 dydz 而 进入 这 个 分 子 
的 热量 ,是 一 Kaodz 空 w, 在 同一 时 间 内 ,过 对 面 而 从 这 个 分 子 所 远 
逸 的 热 本 ,通过 在 前 一 表达 式 中 用 z 十 z 代替 * 而 得 到 , 它 是 
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一 Kiydz( 多 jo— Kdyid( 多 jw， 
这 个 微分 只 对 z 取 。 在 时 刻 dt 内 ,过 垂直 于 y 轴 的 第 一 个 矩形 dzdz 
而 进入 这 个 分 子 的 热量 ,是 一 Kdzdz 多 灿 ,在 同一 时 间 内 ,过 对 面 而 
从 这 个 分 子 所 逃逸 的 热量 ,是 

一 Rdatr Sd Kaled( )u, 


这 个 微分 只 对 y 取 。 在 时 刻 几 内 ,这 个 分 子 过 它 垂直 于 = 轴 的 下 平 
面 所 得 到 的 热量 ,是 一 Kdzdy 党 ,而 过 其 对 面 所 失去 的 热量 ,是 


— Kdzdy Ft— Kirdyd( 多 PF)a, 


这 个 微分 只 对 z 取 。 
现在 ,必须 从 这 个 分 子 所 得 到 的 热量 的 和 中 减 去 从 它 那里 所 
逃逸 的 全 部 热量 的 和 , 差 是 确定 它 在 这 个 时 刻 内 的 温度 增 量 的 量 ， 
这 个 差 是 
Kdyid( 光 at Kdoind ( 多 多 ) wt Keni) 


或 Aiari| 芝 十 名 十 营 j。 

128. 如 果 用 使 这 个 分 子 从 0 度 升 至 1 度 所 需 的 量 除 刚 才 得 
到 的 这 个 量 ,那么 在 时 刻 & 内 所 产生 的 温度 增 量 就 成 为 已 知 的 。 
现在 这 后 一 个 量 是 CDizdydz: 因 为 C 表示 这 一 物质 的 热 容 量 ;D 表 
示 其 密度 ,drdydz 表示 这 个 分 子 的 体积 。 因 此 ,这 个 固体 内 部 的 热 运 
动 由 方程 
来 表示 。 

129. 剩 下 的 问题 是 建立 关于 表面 状态 的 方程 ,根据 我 们 已 
经 建立 的 原理 ,这 不 会 有 任何 困难 。 事 实 上 ,在 时 刻 尼 内 过 条 直 于 


= 轴 的 一 个 平面 上 的 矩形 iy 的 热量 是 一 Kiydz 吧 4。 当 z 值 等 于 这 
个 楼 柱 厚度 的 一 半 ! 时 ,这 个 结果 应 当成 立 , 它 适用 于 这 个 固体 的 
所 有 点 。 在 这 种 情况 下 ,由 于 矩形 dz 在 表面 土 ,所 以 ,在 时 刻 
内 ,过 它 并 弥散 到 空气 中 去 的 热量 ,由 ntylz 表示 ,因此 当 z 一 / 


时 ,我 们 应 当 有 方程 名 = 一 K 爸 。 当 z= 一 /时 这 一 条 件 亦 被 满足 。 

我 们 还 可 得 到 ,由 于 一 般 地 ,过 在 垂直 于 y 轴 的 一 个 平面 上 的 
矩形 wz 的 热量 ,是 一 Kdziz 丘 , 过 这 同一 矩形 而 从 表面 逃逸 到 空 
气 中 去 的 热量 是 hodzizdz, 所 以 , 当 y=! 或 一 /时 ,我 们 肯定 有 方程 
名 七 上 从 一 0。 最 后 ,我 们 以 同样 的 方法 得 到 定义 方程 


dv 
ki+k = 


它 在 z=! 或 一 ! 时 成 立 。 oe 
130. 因此 ,表示 在 实 立方 体 的 固体 内 变化 的 热 运 动 的 这 个 
所 求 方程 ,必须 以 下 述 条 件 确定 : 
第 一 , 它 满足 一 般 方 程 
Ce aA) 
dU CDari ay dz)! 
第 二 , 它 满足 三 个 定义 方程 
dy dv dv 
加 十 K 玉 一 0, 如 十 K 寅 一 0, 如 十 K 在 一 0， 


它们 在 z= 土 (,y= 土 ,z== 土 ! 时 感 立 ; 

第 三 ,如 果 在 包含 z,y,z,i 的 函数 v 中 ,无 论 z,y, 和 z 的 值 如 
何 ,我 们 都 取 t=0, 那 么 ,由 假定 ,我 们 应 当 有 v==4, 它 是 温度 的 初 
始 值 和 公共 值 。 

131. 在 前 述 问题 中 所 得 到 的 这 个 方程 表示 所 有 固体 内 部 的 
热 运动 ,事实 上 ,无 论 物体 形状 如 何 ,显然 ,通过 把 它们 分 解 成 棱柱 
状 分 子 , 我 们 就 可 得 到 这 个 结果 。 因 此 ,我 们 可 以 只 限于 以 这 种 方 


式 论证 热传导 方程 。 然 而 ,为 使 原理 的 展示 更 全 面 , 为 使 我 们 能 把 
用 来 建立 固体 内 部 热传导 一 般 方程 和 关于 表面 状态 方程 的 定理 集 
中 到 少数 连续 的 目 中 ,我 们 将 在 下 面 两 节 中 开始 研究 这 些 方程 而 
不 涉及 任何 特殊 问题 ,也 不 回 到 我 们 在 导言 中 解释 过 的 基本 命题 
上 来 。 


第 六 节 
固体 内 热传导 的 一 般 方 程 


132. 定理 1. 如 果 转 在 六 直角 平面 之 间 的 一 个 均匀 实体 的 
不 同 点 有 由 线性 方程 
v=A--ar—by— cz (a) 
所 确定 的 有 效 温度 ,如 果 处 在 界定 这 个 楼 柱 的 六 平面 外 表面 的 分 
子 以 任 一 原因 保持 由 方程 (a) 所 表示 的 温度 :那么 ,处 在 这 个 物体 
内 部 的 所 有 分 子 将 自行 保持 它们 的 有 效 温度 ,因此 这 个 棱柱 的 状 
态 不 发 生 任何 变化 。 
+ 表示 坐标 为 z,y,z 的 点 的 有 效 温度 ,4,a,5,c, 是 常 系数 。 
为 证 明 这 个 命题 ,考虑 这 个 固体 中 处 在 同一 直线 mw 上 的 任 
意 三 点 mMu, 点 M 把 这 条 直线 分 成 两 等 份 ! 用 z,yz 表示 点 信 的 
坐标 ,用 ， 表 示 其 温度 ,用 z 十 ay 十 8,z 十 ?表示 点 4 的 坐标 ,用 2 
表示 其 温度 ,z 一 ,3 一 6,z 一 ?表示 点 m 的 坐标 ,u 表示 它 的 温度 ， 
我 们 有 
1 一 4 一 az 一 友 一 czy: 
UV 一 4 一 a(z 十 o) 一 89 十 B) 一 cz 十 7)， 
a=A~a(z—a)—b(y—pb)—c(z—y), 
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所 以 我 们 得 到 ， 
vw—w=ag+bp+ep， 和 4 一 t=aa 二 bp 十 cy; 
因此 一 妈 p 一 4 一 D。 

现在 ,一 点 从 另 一 点 所 得 到 的 热量 取决 于 这 两 点 间 的 距离 和 
它们 的 温差 。 这 样 ,点 M 对 4 的 作用 等 于 m 对 M 的 作用 ;因此 ,点 
村 从 mm 处 得 到 与 它 向 点 4 所 放出 的 一 样 多 的 热 。 

无 论 通 过 点 M 且 被 分 成 两 等 份 的 这 条 直线 的 方向 和 长 度 如 
何 , 我 们 都 得 到 同样 的 结果 ,因此 ,对 于 这 一 点 来 说 ,不 可 能 改变 它 
的 温度 ,因为 它 从 所 有 部 分 得 到 的 热 同 它 放出 的 热 一 样 多 。 

同样 的 推理 适用 于 所 有 别 的 点 ;因此 ,这 个 固体 的 状态 不 会 发 
生 任 何 变 化 。 

133， 推论 1. 一 固体 被 包围 在 两 个 无 穷 平行 平面 4 和 68 之 
间 , 如 果 假 定 它 不 同 点 的 有 效 温度 由 方程 "==1 一 z 表示 , 围 住 它 的 
两 个 平面 以 任 一 原因 保持 4 为 1.8 为 0 的 温度 ;那么 ,车 我 们 使 4 
二 1,4 二 0,56 二 0,c 二 1, 则 这 个 特例 包含 在 上 述 定理 中 。 

134， 椎 论 2. 如 果 在 这 同一 固体 内 ,我 们 设想 平行 于 界定 它 
的 那些 面 的 一 个 平面 M, 那 么 我 们 会 看 到 ,一 定 热量 在 单位 时 间 
内 流 过 这 个 平面 ;因为 , 挨 得 很 近 的 两 点 ,如 m 和 ,其 中 一 个 在 这 
个 平面 下 方 , 男 一 个 在 它 上 方 ,受热 不 等 ;因此 ,温度 高 的 第 一 点 在 
每 一 时 刻 内 肯定 向 第 二 点 发 出 一 定 的 热量 ,根据 这 个 物体 的 质 和 
这 两 个 分 子 的 距离 ,在 某 些 情 况 下 ,这 个 热量 可 能 很 小 ,甚至 难以 
察觉 。 

对 于 由 这 个 平面 分 开 的 任何 两 点 , 它 同 样 成 立 。 受 热 高 的 分 子 
向 别 的 分 子 发 出 一 定 的 热量 ,这 些 部 分 作用 的 和 ,或 过 这 个 平面 所 
发 出 的 所 有 热量 ,构成 一 个 其 值 不 变 的 连续 热流 量 ,因为 所 有 分 子 
都 保持 其 自己 的 温度 。 容 易 证 明 , 这 个 热流 量 ,或 在 单位 时 间 内 ,过 
平面 M 的 热量 ,等 于 在 同一 时 间 内 过 平行 于 第 一 个 平面 的 另 一 个 
平面 NV 的 热流 量 。 事实 上 , 围 在 两 个 平面 M 入 之 间 的 这 个 物体 


的 部 分 不 断 过 面 W 得 到 和 它 过 面 Y 所 失去 的 一 样 多 的 热 。 如 果 过 
面 M 而 进入 所 考虑 物质 的 这 个 部 分 的 热量 不 等 于 过 对 面 入 所 逃 
逸 的 热量 ,那么 , 围 在 这 两 个 平面 之 间 的 这 个 固体 就 会 得 到 新 的 
热 ,或 者 会 失去 它 所 有 的 一 部 分 热 , 它 的 温度 就 不 是 不 变 的 ,这 与 . 
前 述 定理 矛盾 。、 

135， 一 个 给 定 的 物体 的 热 导 率 的 量度 ,被 看 作 是 在 组 成 这 
个 物体 、 且 围 在 两 个 平行 平面 之 间 的 一 个 无 穷 固 体 中 ,在 单位 时 间 
内 , 流 过 平行 于 外 平面 的 任 一 中 间 平 面 上 单位 面积 的 热量 ,这 两 个 
外 平面 之 间 的 距离 等 于 单位 长 度 , 其 中 一 个 保持 1 度 , 另 一 个 保持 
0 度 。 过 这 个 棱柱 全 面积 的 这 个 恒定 热流 量 ,由 系数 表示 , 它 是 
热 导 率 的 量度 。 

136. 引 理 。 如 果 我 们 假定 上 一 目 所 讨论 的 这 个 固体 的 所 有 
温度 都 乘 以 任 一 数 g, 因 此 温度 方程 是 一 9 一 9z, 而 不 是 > 一 1 一 2， 
如 果 两 个 外 平面 一 个 保持 9 法, 另 一 个 保持 0 度 , 那 么 ,在 这 第 二 
种 假定 下 ,这 一 恒定 热流 量 , 或 在 单位 时 间 内 ,过 平行 于 这 两 个 基 
底 的 中 间 平 面 上 的 单位 面积 的 热量 ,就 等 于 前 一 热流 量 与 9 的 积 。 

事实 上 ,由 于 所 有 温度 都 以 1 与 9 的 比 增加 ,所 以 , 任 两 点 m 
和 4 的 温差 都 以 同一 个 比 增加 。 因 此 ,根据 热传导 原理 ,为 了 确定 
m 在 第 二 种 假定 下 向 4 所 发 出 的 热量 ,我 们 必须 用 9g 乘 同一 点 m 
在 第 一 种 假定 下 向 “所 发 出 的 热量 .对 于 任何 别 的 两 点 ,这 同样 成 
立 。 现 在 ,过 一 个 平面 M 的 热量 ,等 于 处 在 这 个 平面 同一 边 的 点 
mn,m',m",m”, 等 等 作用 于 处 在 另 一 边 的 点 4 ,ww 等 等 的 所 
有 作用 的 和 。 因 此 ,如 果 在 第 一 种 假定 下 的 这 个 恒定 热流 量 用 K 
表示 ,那么 , 当 我 们 用 9 乘 所 有 这 些 温度 时 , 它 等 于 gK。 

137. 定理 2. 在 其 恒温 由 方程 v= 二 4 一 ar 一 多 一 cz 表示 、 且 由 所 
有 点 都 保持 以 前 一 方程 所 确定 的 恒温 的 六 直角 平面 所 围 定 的 一 个 
棱柱 中 ,在 单位 时 间 内 过 垂直 于 = 轴 的 任 一 中 间 平 面 上 单位 面积 
的 热量 ,与 一 个 同一 物质 固体 在 被 两 个 无 穷 平行 平面 所 围 定 、 且 恒 


温 方程 为 v=c 一 cy 时 的 恒定 热流 量 相同 。 
为 证 此 ,让 我 们 考虑 在 这 个 


、 棱柱 中 和 在 这 个 无 穷 固体 中 由 垂 
4 直 于 = 轴 的 平面 W 所 分 开 的 两 
个 极 近 的 点 mm 和 局/ 在 这 个 平 
面 上 方 ,m 在 它 的 下 方 ( 见 多 4)， 
图 4 在 这 同一 平面 下 方 , 让 我 们 取 一 
点 m' ,使 得 从 点 4 到 这 个 平面 的 垂 线 也 垂直 于 距离 mm' ,并 交 于 这 
个 距离 的 中 点 4。 用 z,y,z 十 h 表示 点 4 的 坐标 , 它 的 温度 是 w, 用 zx 
一 a,y 一 B,z 表示 点 mn 的 坐标 ,其 温度 为 ,用 xz 十 a,y 十 B,z 表示 m 
的 坐标 , 它 的 温度 为 v'。 
nm 对 4 的 作用 ,或 m 在 一 定时 间 内 向 4 所 发 出 的 热量 ,可 以 用 
glv 一 w) 来 表示 。 因 子 9 取决 于 距离 my 和 这 个 物体 的 质 。 因 此 ,m 
对 4 的 作用 由 9(v 一 w) 表 示 ; 因 子 9 与 前 一 表达 式 的 相同 ;这 梯 ,m 
对 和 和 m' 对 4 的 这 两 个 作用 的 和 ,或 4 从 m 和 wm' 那 里 所 得 到 的 热 
量 , 由 
g(v—wt+v —w) 
来 表示 。 现 在 , 若 点 m,nm 属于 这 个 楼 柱 , 则 我 们 有 
2 一 4 一 az —Wy—c(z++h) ,v=A—a(r—a)—b(y—p)—cz, 
和 忆 一 4 一 a(z 十 a) 一 5839 十 有 ) 一 cz 
若 同样 这 几 点 属于 一 个 无 穷 固 体 , 则 由 假定 ,我 们 有 
w=c—c(z+h) ,一 c 一 cz， 和 w=c--cz。 
在 第 一 种 情况 中 ;我们 得 到 
gv—wt+v —w) =2gch, 
在 第 二 种 情况 中 ,我 们 仍然 有 相同 的 结果 。 因 此 , 当 人 恒温 方程 是 
?二 4 一 ez 一 外 一 cz 时 ,在 第 一 种 假定 下 ,w 从 m 和 m' 那 里 所 得 到 的 
热量 ,与 当 恒温 方程 是 v==c 一 cz 时 4 从 m 和 m’ 那 里 所 得 到 的 热量 
相等 。 
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对 于 任意 的 其 它 三 点 w ,ww ,m”, 只 要 第 二 点 w 处 在 与 其 它 两 
点 相等 的 距离 上 ,并 且 这 个 等 腰 三 角形 mr 内 的 高 与 > 轴 平 行 , 则 
可 得 出 同样 的 结论 。 现 在 ,过 任 一 平面 必 的 热量 ,等 于 位 于 这 个 平 
面 一 边 的 所 有 点 m,m ,m",m” ,等 等 对 位 于 另 一 边 的 所 有 点 x. ， 
巡 Uw， 等 等 所 施加 的 作用 的 和 :因此 ,在 单位 时 间 内 ,过 这 个 无 穷 
固体 中 平面 W 的 一 个 确定 部 分 的 恒定 热流 量 ,等 于 在 这 同一 时 间 
内 流 过 这 个 棱柱 中 的 平面 M 的 相同 部 分 的 热量 ,这 个 棱柱 的 所 有 
温度 都 由 方程 

v= A—ar—Wy—c 
来 表示 。 

138， 推论 . 当 这 个 热流 量 所 经 过 的 这 个 平面 的 部 分 是 单位 
面积 时 , 它 在 这 个 无 穷 固体 中 取 值 cK, 它 在 这 个 棱柱 中 也 取 相 同 
值 ok 或 一 K 他 。 用 同样 的 方法 可 以 证 明 :在 单位 时 间 内 ,在 这 辐 
一 棱柱 中 过 垂直 于 y 轴 的 任 一 平面 上 单位 面积 所 产生 的 恒定 热流 
量 , 等 于 

bK 或 一 K 
过 垂直 于 + 轴 的 一 个 平面 的 这 种 热流 量 取 值 
ak 或 一 K 。 


139， 我 们 在 前 几 有 目 中 所 证 明 的 这 些 命题 也 适用 于 分 子 的 瞬 
时 作用 在 物质 内 部 可 以 影响 到 一 段 明 显 距离 时 的 情况 。 在 这 种 情 
况 中 ,我 们 必须 假定 ,使 这 个 物体 外 层 保持 由 这 个 线性 方程 所 表示 
的 状态 的 原因 ,影响 这 个 物体 直到 一 个 有 限 深度 。 所 有 观察 都 证 
明 , 在 固体 或 在 液体 中 ,所 讨论 的 这 种 距离 都 非常 小 。 

140. 定理 3. 如果 一 个 固体 的 点 的 温度 由 方程 v==f(z,y,z) 
表示 ,其 中 zx,y,z 是 在 历经 时 间 t 后 温度 等 于 4 的 一 个 分 子 的 坐 
标 :那么 ,过 引 自 这 个 固体 中 垂直 于 某 一 个 轴 的 一 个 平面 的 部 分 的 
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热流 量 , 就 不 再 是 恒定 的 了 ; 它 的 值 随 这 个 平面 的 不 同 部 分 而 异 , 
也 随时 间 而 异 。 这 个 变量 可 由 分 析 确定 。 

设 。 是 圆心 与 这 个 固体 的 点 m 重合 . 面 与 纵 坐标 > 垂直 的 一 
个 无 穷 小 的 圆 ;在 时 刻 卫 内 ,有 一 定 的 热量 流 过 这 个 圆 ,它们 从 这 
个 圆 平面 下 面 的 圆 的 部 分 而 进入 上 面 的 部 分 。 这 个 热流 由 离开 下 
面 一 点 过 这 个 小 平面 的 一 点 而 到 达 上 面 一 点 的 所 有 热 辐射 线 组 
成 。 我 们 要 证 明 ,这 个 热流 量 的 值 的 表达 式 是 一 K 和 dt。 

让 我 们 用 zz ,y ,z 表 示 温度 为 wv 的 点 mn 的 坐标 ;假定 所 有 别 的 
分 子 都 以 这 一 点 m 作为 平行 于 前 坐标 轴 的 新 轴 原点 : 设 6,n,6 是 
相对 于 原点 mn 的 一 点 的 三 个 坐标 ;为 表示 与 点 m 搁 得 无 穷 近 的 一 
个 分 子 的 有 效 温度 w, 我 们 有 线性 方程 


wo=v 二 于 直到 + 至。 
,do dv dv do de dv a 
系数 v, 殖 , 吝 , 爸 是 在 卫 数 。， 当 , 儿 .当中 用 常量 z,y ,2 人 代 
替 变 量 rz,y,z 所 得 到 的 值 ,x,y ,= 测定 点 m 到 前 三 个 坐标 rz,yz 


的 距离。 

现在 假定 点 也 是 围 在 六 直角 平面 中 的 一 个 矩形 棱柱 的 内 
分 子 , 这 六 直角 平面 与 原点 为 由 的 三 条 轴 垂 直 ;体积 有 限 的 这 个 
棱柱 的 每 一 个 分 子 的 有 效 温 度 w, 由 线性 方程 w=4 十 3 十 急 十 改 
来 表示 ,界定 这 个 楼 柱 的 这 六 个 面 保持 最 后 这 个 方程 所 赋予 它们 
的 圈定 温度 ,那么 ,这 些 内 分 子 的 状态 也 是 永 导 的 ,并 且 , 由 表达 式 


一 Kewdt 所 测定 的 一 个 热量 在 时 刻 dt 内 流 过 这 个 圈 o。 
do de! 


如 此 ,车 我 们 把 量 , 训 ,各 ,过 作为 常数 4,6.6,c 的 值 , 则 这 
个 棱柱 的 固定 状态 就 由 方程 


do dv’ dv 
w= 二 VW 十 一 6 十 一 7 十 
tay" 


se 
来 表示 
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的 这 个 固体 中 和 在 状态 为 忆 定 的 这 个 棱柱 中 ,就 有 相同 的 有 效 温 
度 。 这 样 ,在 时 刻 必 内 ,过 无 穷 小 圆 。 而 存在 于 点 m 的 热流 量 ,在 


这 每 一 个 固体 中 都 相同 ;因此 , 它 由 一 K 空 od 表示。 
由 此 我 们 得 到 下 述 命题 


如 果 在 内 部 温度 根据 分 子 

的 作用 而 随时 间 变 化 的 一 个 固 

体 中 ,我 们 引 任 一 条 直线 ,并 在 

轴 这 条 直线 的 不 同 点 上 作 等 于 这 

些 点 在 同一 瞬间 所 得 温度 的 一 

个 平面 曲线 的 纵 坐 标 pn( 见 图 

5); 那 么 ,在 这 条 直线 的 每 一 点 

: 7 的 热流 量 ,与 这 条 曲线 元 素 

和 模 坐 标的 平行 线 所 成 夹 角 a 

图 5 的 正切 成 正比 ; 即 ,如果 我 们 把 

垂直 于 这 条 直线 的 一 个 无 穷 小 圆 。 的 圆心 放 在 点 ?上 ,那么 ,在 时 

刻 必 内 ,在 横 坐 标 op 的 延长 线 的 方向 上 流 过 这 个 圆 的 热量 ,由 四 

站 因子 的 积 来 测定 ,这 四 个 因子 是 , 角 “ 的 正切 , 常 系数 天, 圆 面积 
o, 和 时 刻 长 度 必 。 

.141. 推论 . 如 果 我 们 用 * 表示 这 条 曲线 的 横 坐 标 或 这 条 直 

线 的 一 点 ?与 一 定点 。 的 距离 ,用 ”表示 代表 点 的 温度 的 纵 坐 

标 ,那么 ,> 随 距离 。 而 变化 , 且 是 这 段 距 离 的 某 个 函数 f(e) ; 流 过 


位 于 点 且 与 这 条 直线 垂直 的 圆 。 的 热量 ,是 一 K 实 od, 或 者 当 


明 也 (9 表示 函数 也 亿 时 ,是 
—Kf' (e)odt, 
我 们 可 以 便于 应 用 的 下 述 方式 来 表示 这 个 结果 。 
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为 得 到 在 温度 因 分 子 的 作用 而 变化 的 一 个 固体 中 所 引 的 一 条 
直线 上 一 点 了 的 有 效 热流 量 ,我 们 必须 用 与 点 了 挨 得 无 穷 近 的 两 
个 点 之 间 的 距离 除 这 两 点 的 温差 。 这 个 热流 量 与 这 个 商 成 正比 。 

142. 定理 4. 根 据 前 面 的 定理 ,容易 推出 热传导 的 一 般 方 
程 。 
假定 任 一 形状 的 一 个 均匀 固体 的 不 同 点 已 经 得 到 因 分 子 相互 
作用 的 影响 而 连续 变化 的 初始 温度 ,假定 方程 v= 二 f(z,y,z,t) 表 示 
这 个 固体 的 连续 状态 ,那么 ,现在 可 以 表明 ,一 个 四 变量 函数 " 必 
然 满 足 方程 

中 ( 宫 El a), 
a CD\ar dy dz 

事实 上 ,让 我 们 考虑 围 在 与 i,y, 和 > 轴 成 直角 的 六 个 平面 之 
间 的 一 个 分 子 的 热 运 动 ;这 些 面 的 前 三 个 经 过 坐标 为 x,y,z 的 点 
m, 另 外 三 个 经 过 坐标 为 z 十 de,y 十 dy,z 十 由 的 点 m!。 

在 时 刻 & 内 ,这 个 分 子 过 经 过 点 m 的 下 甜 形 dzdy 得 到 等 于 


一 Kanty 坚 的 热量 。 为 得 到 这 个 分 子 由 对 面 所 选 锡 的 热量 ,只 需 在 


前 一 表达 式 中 把 = 变 成 :十 必 , 即 把 这 个 表达 式 仅 对 = 所 取 的 微分 
加 到 这 个 表达 式 本 身 中 去 就 够 了 ;这 样 ,我 们 把 
dv a( 元 ) 

—Kdrdy Td— Kdvdy 一 本 da 
作为 过 上 和 矩形 所 远 移 的 热量 值 。 这 同一 分 子 也 过 经 过 点 m 的 第 一 
个 矩形 ddz 得 到 等 于 一 K 多 tldt 的 热量 如果 我 们 把 它 仅 对 5 所 
取 的 微分 加 到 这 个 表达 式 本 身 中 去 , 则 我 们 得 到 ,过 对 面 dz 所 进 
逸 的 热量 由 
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来 表示 。 
最 后 ,这 个 分 子 经 过 第 一 个 矩形 dz 得 到 等 于 一 太空 加 砂 的 
热量 , 它 过 经 过 m 的 对 面 的 矩形 所 失去 的 热量 由 


dv 
‘(a) drdydadt. 


天 Fant—K 

来 表示 。 
现在 ,我 们 必须 取 这 个 分 子 所 得 热量 的 和 ,并 从 中 减 去 它 所 失 
去 的 热量 的 和 。 因 此 ,在 时 刻 必 内 ,聚积 在 这 个 分 子 内 的 总 热量 等 


于 
K+ 名 + TE ) rapide, 
剩 下 的 只 是 求 由 这 个 附加 热 所 必然 引起 的 温度 增 量 。 

由 于 D 是 这 个 固体 的 密度 或 单位 体积 重量 ,C 是 热 容 量 或 使 
单位 重量 从 0 度 升 至 1 度 的 热量 ;所 以 CDizdydz 表示 使 体积 为 
dzdydz 的 这 个 分 子 从 0 度 升 至 1 度 所 需要 的 热量 。 所 以 ,用 这 个 积 
除 这 个 分 子 所 恰好 得 到 的 热量 ,我 们 就 得 到 它 的 温度 增 量 。 因 此 ， 
我 们 得 到 一 般 方程 


.a = dy 
dv = 入 ( 富 dv dv Sa CA 


oh 
它 是 所 有 固体 内 部 的 热传导 方程 。 

143. 独立 于 这 个 方程 ， 这 个 温度 系统 常常 受 几 个 不 能 给 出 
一 般 表 达 式 的 确定 条 件 的 支配 ,因为 这 些 条 件 与 问题 的 性 质 有 关 。 

如 果 热 在 其 中 传导 的 这 个 物体 的 栖 积 有 限 , 如 果 其 表面 由 于 
某 个 特殊 原因 保持 一 个 给 定 状态 ;例如 ,如 果 它 所 有 的 点 因 那 个 原 
因 保 持 恒定 温度 0, 那 么 ,用 6(z,y,z,t) 表 示 未 知 函 数 », 我 们 就 有 
条 件 方程 0(z,y,z,l) 二 0; 无 论 i 值 如 何 ,所 有 属于 外 表面 的 点 z,9， 
z 的 值 都 肯定 满足 这 个 方程 。 此 外 ,如 果 我 们 假定 这 个 物体 的 初始 


105 


温度 由 已 知 函 数 P(z,y,z) 表 示 , 那 么 ,我 们 还 有 方程 (zy,z10) 一 
F(z,y,z); 由 这 个 方程 所 表示 的 条 件 肯 定 被 属于 这 个 固体 的 任 一 
点 的 坐标 =,y,z 的 所 有 值 满足 。 

144。 不 使 这 个 物体 表面 受 恒温 作用 ,我 们 可 以 假定 这 个 表 
面 不 同 点 的 温度 不 相同 , 它 依 一 条 已 知 的 规律 随时 间 而 变化 :这 条 
规律 就 是 在 地 球 温度 问题 中 所 得 出 的 规律 在 这 种 情况 下 ,与 表面 
有 关 的 这 个 方程 包含 变量 4。 

145， 为 了 从 一 个 很 一 般 的 观点 来 单独 考查 热传导 问题 , 必 
须 假定 初始 状态 被 给 定 的 这 个 固体 的 所 有 尺度 都 是 无 穷 的 :这样 ， 
就 没有 任何 特殊 条 件 干扰 热 扩散 了 ,这 个 原理 所 服从 的 规律 就 变 
得 更 明显 ; 它 由 一 般 方程 

wy Ny diy dv 

8- 看 (名 + 明 + 定 ) 
来 表示 ,对 于 这 个 方程 ,必须 加 上 与 这 个 固体 的 任意 初始 状态 有 关 
的 方程 。 

假定 坐标 为 *,y,z 的 一 个 分 子 的 初始 温度 是 一 个 已 知 函数 
PCzy,a, 用 4z,y, 习 表示 未 知 值 "我 们 有 定义 方程 hz,giz,0) 
=F(zwy,); 因 此 ,这 个 问题 以 在 时 间 为 0 时 它 可 适合 包含 任意 函 
数 的 方程 这 样 一 种 方式 简化 为 -- 般 方程 (A) 的 积分 。 


第 七 节 
与 表面 有 关 的 一 般 方程 


146. 如 果 固 体 有 一 确定 形状 ,如 果 它 的 初始 温度 被 逐渐 扩 
散 到 保持 恒温 的 空气 中 ,那么 一 般 方程 (A) 和 表示 初始 状态 的 方 
程 就 必须 加 上 与 表面 状态 有 关 的 第 三 个 条 件 。 
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在 下 面 几 目 中 ,我 们 来 考查 表示 这 第 三 个 条 件 的 方程 的 性 质 。 

考虑 把 热 扩 散 到 保持 固定 温度 0 并 的 空气 中 去 的 一 个 固体 的 
变化 状态 。 设 。 是 外 表面 的 一 个 无 穷 小 部 分 ,x 是。 的 一 点 ,过 这 
一 点 向 这 个 表面 引 一 条 法 线 ,这 条 线 的 不 同 点 在 同一 时 刻 有 不 同 
的 温度 。 : 

设 v 是 点 4 在 一 确定 时 刻 所 得 到 的 有 效 温度 ,w 是 这 个 固体 
在 法 线 上 一 点 + 所 得 到 的 相应 温度 ,点 + 与 点 4 相距 一 个 无 穷 小 
量 ,。 用 zr,y,z 表 示 点 4 的 坐标 ,点 ”的 坐标 用 z 十 5z,y 十 bgyz 十 6z 表 
示 ; 设 f(z,y,z) 一 0 是 适合 于 这 个 固体 表面 的 一 个 已 知 方程 ， 
v=p(z,y,z) 是 给 出 四 变量 函数 "的 值 的 一 般 方程 。 对 方程 
flz,y,z) 二 0 微分 ,我 们 有 

mdr+ndyt pdz= 0; 

mvavp 是 z,yvz 的 函数 。 

由 第 141 目 所 阐明 的 推论 得 到 ,在 法 线 方向 上 的 热流 量 , 或 在 
面 。 处 在 法 线 任 一 点 上 且 与 法 线 垂 直 时 在 时 刻 尼 内 流 过 面 o 的 
热量 ,与 挨 得 无 穷 近 的 两 点 的 温差 除 以 它们 的 距离 所 得 的 商 成 正 
比 。 所 以 ,法 线 末端 的 这 个 热流 量 的 表达 式 是 
KK 表示 这 个 物体 的 热 导 率 。 另 一 方面 , 面 % 允许 一 定 的 热量 逃逸 到 
空气 中 去 ,在 单位 时 间 内 ,这 个 量 等 于 hot;h 是 对 应 于 空气 的 热 导 
率 。 因 此 ,法 线 末 端的 热流 量 有 两 个 不 同 的 表达 式 , 即 ， 
所 以 这 两 个 量 相等 ;与 表面 有 关 的 条 件 正 是 通过 这 个 等 价 性 而 被 
引入 分 析 的 。 

147. 我 们 有 


de dv dv 
w=? 二 i ?十 赤红 十 夏 久 十 瑟 4z。 


yy 


oodt 


hvwdt 和 一 天 


dt 
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现在 ,由 几何 原理 得 到 ,固定 与 点 4 对 应 的 法 线 上 的 点 » 的 位 置 的 
坐标 bz,6y,dz 满足 下 述 条 件 
Pbz 一 mbzyp0g 一 za0z。 
因此 我 们 有 


我 们 也 有 
aVR TT mt 


或 用 ? 表示 量 (mz 十 中 十 术 ) 二 ,有 一 全 6z， 
1 


所 以 2 一 (mm 业 + 作 二 到) 二; 
因此 方程 
WV 
hvodt= —t( 2 ) oa 
变 成 如 下 形式 O 


dv dv dv hh 
m 二 而 十 十 = 0 ee (B), 


这 个 方程 是 确定 的 , 且 只 适用 于 表面 上 的 点 ; 它 正 是 必须 补充 
到 热传导 的 一 般 方程 (A) 和 确定 这 个 固体 初始 状态 的 条 件 中 去 的 
方程 ;m,n,p,q 是 表面 上 的 点 的 坐标 的 函数 。 

148. 一 般 地 ,方程 (8) 表 明 在 固体 界面 的 法 方向 上 的 温 降 
是 这 样 进 行 的 : 因 分 子 的 作用 而 趋 于 逃逸 的 热量 总 等 于 这 个 物体 


@ 设 X 是 这 条 法 线 ， 


其 余 如 原文 。 一 一 R. LE. 
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在 介质 中 所 必须 失去 的 热量 。 

我 们 可 以 设想 这 个 固体 物质 以 这 样 一 种 方式 被 延长 :表面 不 
是 受 空气 作用 ,而 是 属于 它 所 界定 的 这 个 固体 ,同时 也 属于 包含 它 
的 一 个 固体 壳 层 的 物体 。 在 这 个 假定 下 ,如 果 任 一 原因 在 每 一 时 刻 
规定 着 这 个 固体 党 层 的 温 降 ,并 且 以 方程 (B) 所 表示 的 条 件 总 被 
满足 这 样 一 种 方式 决定 这 种 温 降 ,那么 ,这 个 壳 层 的 作用 就 代替 空 
气 的 作用 ,并 且 热 运动 在 这 两 种 情况 中 相同 :这 样 , 我 们 可 以 假定 
这 个 原因 存在 ,并 在 这 个 假定 下 确定 这 个 固体 的 变化 状态 ;这 就 是 
在 运用 这 两 个 方程 (A) 和 (B) 时 所 要 做 的 。 

由 此 可 见 , 在 使 这 个 固体 服从 一 个 附加 条 件 时 ,物体 的 中 断 和 
介质 的 作用 怎样 干扰 热 扩 散 。 

149. 我 们 也 可 以 从 另 一 种 观点 来 考虑 与 表面 状态 有 关 的 方 
程 (B) :不 过 ,我 们 必须 首先 从 定理 3( 第 140 目 ) 导 出 一 个 值得 注 
意 的 结论 ,我 们 保持 同一 定理 的 推论 中 所 表示 的 结构 (第 141 目 )。 
设 *,y,z 是 点 了 的 坐标 ， 

Z 十 bz,g 十 妇 ,z 十 6z 
是 与 点 挨 得 无 穷 近 、 且 取 自 所 说 的 直线 上 一 点 9 的 坐标 :如 果 我 
们 用 v 和 ww 表示 这 两 点 pz 和 g 在 同一 时 刻 所 得 到 的 温度 ,那么 我 
们 有 


do 


dv 
Was 


w=v+ov 5 十 至 gz 十 


所 以 , 商 


一 血红 | 下 夏 二 刀 虹 ,日 各 VIP 王 开 
天 二 丰 天 十 让 庆 十 到 页 县 4= 6z2 十 82 十 2 


因此 , 流 过 位 于 点 严 且 与 这 直线 垂直 的 面 "的 热量 ,是 
kK {实生 doy , dv dz 


wi Et te) 


第 一 项 是 一 K 这 与 业 和 。 泽 的 积 ,根据 几何 原理 ,这 后 一 个 
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量 是 在 ! 和 := 平面 上 的 投影 面积 ,如 果 这 个 投影 面积 在 点 且 
与 z 轴 垂直 ,那么 这 个 积 表示 流 过 这 个 投影 面积 的 热量 。 
如 果 这 个 投影 在 点 了 且 与 本身 平行 ,那么 ,第 二 项 


一 党 。 玉 d 就 表示 经 过 在 = 和 = 平面 上 所 作 的 的 投影 的 热量 。 


最 后 ,如 果 这 个 投影 在 点 p 且 与 纵 坐标 = 垂直 ,那么 第 三 项 
一 大生 ed 就 表示 在 时 刻 业 内 流 过 z 和 平面 上 o 的 投影 的 热 


量 。 

由 此 可 见 , 流 过 在 这 个 固体 内 部 所 作 的 一 个 面 上 的 每 个 无 穷 
小 部 分 的 热量 ,总 可 以 分 解 成 沿 垂直 于 投影 平面 方向 员 穿 到 这 个 
面 的 三 个 正 投影 上 的 另外 三 个 量 。 这 个 结果 导致 类 似 于 在 力 的 理 
论 中 所 注意 到 的 那些 性 质 。 

150. 由 于 流 过 形状 和 位 置 已 知 的 一 个 无 穷 小 平面 。 的 热量 
等 于 经 过 它 的 三 个 正 投影 的 热量 ,所 以 由 此 得 到 ,如 果 我 们 设想 固 
体内 部 一 个 任 一 形状 的 微 元 ,那么 从 这 个 多 面体 的 不 同 面 进入 其 
中 的 热量 就 相互 补偿 :更 准确 地 说 ,进入 由 这 个 分 子 所 得 到 的 热量 
表达 式 的 一 阶 项 的 和 为 零 ! 因 此 ,实际 上 聚积 在 这 个 分 子 中 并 使 其 
温度 发 生变 化 的 热 ,只 能 由 比 那些 一 阶 项 无 穷 小 的 项 来 表示 。 

当 一 般 方 程 (A) 已 经 建立 时 ,考虑 一 个 棱柱 形 分 子 的 热 运 动 
我 们 就 可 以 明显 地 看 到 这 个 结果 (第 127 和 142 目 ); 用 这 个 分 子 
的 三 个 投影 所 得 的 热量 代替 过 每 个 面 所 得 的 热量 , 则 这 个 论证 可 
扩展 到 任 一 形状 的 分 子 。 

从 其 它 方面 看 也 必然 如 此 ,因为 ,如 果 这 个 固体 的 某 个 分 子 在 
每 一 时 刻 内 得 到 由 一 阶 项 所 表示 的 热量 ,那么 它 的 温度 变化 就 比 
其 它 分 子 的 变化 无 穷 大 , 即 在 每 一 无 穷 小 时 刻 内 , 它 的 温度 或 增加 
或 减少 一 个 有 限量 ,这 与 经 验 矛盾 。 

151. 我 们 现在 把 这 个 注 记 运用 到 处 在 固体 外 表面 的 分 子 上 
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去 。 
过 在 xz 和 y 平 面 上 的 一 点 a 
( 见 图 6), 作 两 个 平面 ,一 个 与 x 
轴 垂 直 , 另 一 个 与 y 轴 垂直 。 过 这 
同一 平面 上 与 a 拨 得 无 穷 近 的 点 
2 作 与 前 两 个 平面 平行 的 另外 两 
个 平面 ;从 点 ,pvcvd 一 直上 升 到 . 
固体 外 表面 的 纵 坐标 z, 在 外 表 
面 标 出 四 个 点 a,b ,c,d', 并 成 
图 8 为 其 底 为 矩形 apoz 的 棱柱 的 边 。 
如 果 过 表示 四 个 点 ,2 ,c 水 的 最 小 高 度 % 作 一 个 平行 于 z 和 3 
平面 的 平面 ,那么 它 将 从 这 个 截 棱柱 上 截 下 一 个 分 子 , 这 个 分 子 的 
某 个 面 , 即 a'b'e'a' ,与 这 个 固体 的 表面 重合 。 四 个 纵 坐 标 oo ,ce' ， 
dd' ,bb!' 的 值 如 下 : 


aa! =2z, 


ad 

oo =2+ Ed, 
de 

dd’ =z+ ys 


wy 一 z+ 爸 r 二 估 轴 ， 
152. 冬 直 于 z 轴 的 某 个 面 是 一 个 三 角形 ,其 对 而 是 一 梯形 。 
这 个 三 角形 的 面积 是 


了 
本 生 而 和" 


由 于 垂直 于 这 个 面 的 方向 的 热量 是 一 安 , 所 以 , 禾 赂 因 于 业 , 我 


们 把 
dz 
wy 


-do 1 
= 让 2 dy 
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作为 在 某 一 时 刻 内 过 所 说 的 这 个 三 角形 而 进入 这 个 分 子 的 热量 表 
达 式 。 
其 对 面 的 面积 是 
wo( Pd) ， 
去 掉 比 一 阶 项 无 穷 小 的 二 阶 项 ,垂直 于 这 个 面 的 热流 量 也 是 


一 K 这 ;从 经 过 第 一 个 面 所 进入 的 热量 中 减 去 经 过 第 二 个 面 所 光 
侈 的 热量 ,我 们 得 到 


这 个 项 表示 这 个 分 子 通过 垂直 于 z 的 两 个 面 所 得 到 的 热量 。 


由 一 个 类 似 的 过 程 ,我 们 可 得 到 这 同一 分 子 过 垂直 于 y 的 两 


个 面 所 得 到 的 热量 等 于 K 字 公 4xy， 


这 个 分 子 过 逢 形 基底 所 得 到 的 热量 是 一 K 多 driy。 最 后 ,过 上 
表面 "you 有 一 定 的 热量 逃逸 掉 , 它 等 于 进入 那个 外 表面 面积 。 
的 积 加 根据 已 知 的 原理 ,o 的 值 与 at 乘 以 比 之 的 信 相 同 , 表示 
外 表面 与 和 ?# 平面 之 间 的 法 线 长 , 且 

一 +( 基 +( 旬 小， 
所 以 ,这 个 分 子 过 面 Ve 失去 等 于 hodrdy 过 的 热量 。 

现在 ,为 使 温度 变化 在 每 一 时 刻 不 可 能 是 一 个 有 限量 ,进入 由 
这 个 分 子 所 得 到 的 总 热量 的 表达 式 的 一 阶 项 必须 相互 抵消 ;这 样 ， 
我 们 必定 有 方程 


dv dz 
x( ddy+ 


Coa 
dydy 
h ee dvdz ,dvdz dv 
或 KR? 过 = 下 不轨 yy 一 妈 * 


to 
dndy dzdy) to Edzrdy=0, 
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153.。 用 由 方程 


mdr+ndy+ pdz=0 
所 导出 的 径 和 笃 的 值 代替 衬 和 笃 , 并 且 用 9 表示 量 
(m+n+7), 
我 们 有 
大 (mm 旦 二 生 十 多) 十 tg 一 0 


因此 ,我 们 显然 知道 由 这 个 方程 的 每 一 项 所 表示 的 意义 。 

对 所 有 这 些 项 取 异 号 ,并 用 dzdy 乘 它 们 , 则 第 一 项 表示 这 个 分 
子 过 垂直 于 7 的 两 个 面 得 到 多 少 热 ,第 二 项 表示 它 过 垂直 于 y 的 
两 个 平面 得 到 多 少 热 ,第 三 项 表示 它 过 垂直 于 2 的 面 得 到 多 少 热 
第 四 项 表示 它 从 介质 那里 得 到 多 少 热 因 此 ,这 个 方程 表示 所 有 一 
阶 项 的 和 为 零 , 所 得 到 的 热 只 能 由 二 阶 项 表示 。 

154. 事实 上 ,为 得 到 方程 (B) ,我 们 把 其 基底 在 这 个 固体 表 
面 的 一 个 分 子 看 作 是 过 其 不 同 面 而 受热 或 失 热 的 一 个 容器 。 这 个 
方程 表明 ,进入 已 得 到 的 热 的 表达 式 的 所 有 一 阶 项 相互 抵消 ;因此 
热 增益 只 能 由 二 阶 项 表示 。 我 们 可 对 这 个 分 子 赋予 一 个 其 轴 与 固 
体 表 面 垂直 的 直 棱柱 形状 ,或 一 个 截 棱 柱 形状 ,或 任 一 别 的 形状 。 

一 般 方程 (A)( 第 142 目 ) 假 定 所 有 一 阶 项 在 这 个 物体 内 相互 
抵消 ,这 对 于 被 围 在 固体 中 的 棱柱 状 分 子 是 显然 的 .对 于 位 于 物体 
界面 上 的 分 子 ,方程 (B) (第 147 目 ) 表 示 同 样 的 结果 。 

这 些 就 是 我 们 考查 这 一 部 分 热 理论 的 一 般 观点 。 

方程 几 一 匣 ( 坚 十 昭 十 去 ) 表示 物 体内 部 的 热 运动 。 它 能 使 
我 们 确定 所 有 固体 和 液体 物质 每 时 每 刻 的 分 布 ,由 此 我 们 可 以 导 
出 属于 每 一 特殊 情况 的 方程 。 

在 下 面 两 目 中 ,我 们 将 对 圆柱 和 球 的 问题 作出 这 种 应 用 。 
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第 八 节 
一 般 方程 的 应 用 


155. 让 我 们 用 ?表示 任 一 图 柱 形 沉 层 的 可 变 半径 ,如 前 
118 目 一 样 ,假定 所 有 与 轴 等 距 的 分 子 在 每 一 时 刻 有 一 共同 温度 ; 
是 + 和 4 的 函数 ;7 是 由 方程 "二 六 十 2 给 定 的 y 和 :的 函数 。 显 
然 ,首先 相对 于 z 的 变化 为 零 ; 因 此 ,项 2 必须 省 略 。 这 样 , 根 据 
微分 学 原理 ,我 们 有 方程 

do dvdr dv dv/ dr 

多 = 委 和 和 过 = 各 (各) + 全 ( 委 )， 

do dvdr 

多 = 名 分 和 过 = 党 ( 
所 以 


dv dy div] /try?, fdr)? dv/ dr ,a 
最 + 家 = 各 (多 ) + (多) 十 全 (家 十 器) …(9)。 
在 这 个 方程 的 右边 , 量 
dr dr d’r d27 
i 
必须 以 它们 各 自 的 值 代替 ;为 此 ,我 们 从 方程 更 十 zz=7? 推出 


y=r 多 和 1=( 


因此 
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2 一 ( 乔 +( 估 ) +"|[ 角 + 名 }. 
左边 等 于 7? 的 第 一 个 方程 给 出 
(EE) + (EE) ee); 


四 
不 用 
(多) +() 
而 取 它 的 值 1, 则 第 二 个 方程 给 出 
dr op 
dy dz 7 


如 果 现 在 把 方程 (5) 和 (ce) 所 给 出 的 值 代入 (a), 则 我 们 有 
dv dv dv ldv 
+ 
所 以 ,如 在 前 面 第 119 目 所 得 到 的 ,表示 圆柱 体 中 的 热 运动 的 方程 
是 
血 - 帮 ( 宅 + 和 ) 
dt CD\dr rar/® 
我 们 也 可 以 假定 与 圆心 等 距 的 粒子 未 得 到 相同 的 初始 温度 ; 
在 这 种 情况 下 ,我们 更 能 得 到 一 般 方 程 。 
156， 为 以 方程 (A) 确 定 已 浸 在 一 种 液体 中 的 一 个 球 的 热 运 
动 ,我 们 把 > 看 作 > 和 + 的 函数 ;由 于 > 是 壳 层 的 可 变 半 径 , 所 以 7 


是 由 方程 


7 二 z? 十 六 十 避 
所 给 定 的 z,y,z 的 函数 。 这 样 ,我 们 有 

do _ dydr 和 dv 客人 dr ) 2 dvair 
dr drdz dz? dri\dzr)/ rd 
do_ dvdr 和 dv 3( 生 ) dvdir 
dy drdy dy: dri\dy drdy’” 
de_dvdr 和 dv ce( dr ) 2 dvdir 
dz drdz dz2 dri\dz drdz?° 
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在 方程 
ww El dv 名 | 
| a oDla’ day dz 
. 中 作 这 些 代 换 , 则 我 们 有 


生 - 反 (的 (的 (的 让 结合: 当 ]o 
方程 对 六 十 2 一 "给 出 下 述 结果 ; 
z= 7 全 和 1= (全 rr 


27 


和 和 () 各 


z=7 分 和 i= (全 ) + 一。 


三 个 一 阶 方程 给 出 : 
zz 十 ?十 2 ( 生 ) 十 ( 空 ) 十 (全 ) 
三 个 二 阶 方程 给 出 : 
RR 
不 用 


而 取 它 的 值 1, 我 们 有 
dr dr dr_2 
ty B= 7 
在 方程 (a) 中 作 这 些 代 换 ,我 们 有 方程 
各 _ 关 [的 + 2 
dt CDladr: rarl’ 
它 与 第 114 目 中 的 方程 相同 。 
如 果 我 们 假定 与 球 心 等 距 的 分 子 未 得 到 相同 的 初始 温度 , 那 
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么 这 个 方程 包含 的 项 数 就 更 大 。 

我 们 还 可 以 从 定义 方程 (B) 推 出 在 我 们 假定 形状 一 定 的 固体 
向 空气 传 热 的 特殊 情况 下 表示 表面 状态 的 方程 ;不 过 在 大 多 数 情 
况 下 ,和 如 果 坐 标 选 得 恰当 ,这 些 方程 就 会 立刻 出 现 , 并 且 它 们 的 形 
式 很 简单 。 


第 九 节 
一 般 注 记 


157. 现在 ,固体 中 热 运动 规律 的 研究 在 于 我 们 所 建立 的 方 
程 的 积分 ;这 是 下 面 几 章 的 事 。 我 们 对 进入 我 们 分 析 的 那些 量 的 性 
质 给 出 几 个 一 般 考 虑 ,从 而 结束 本 章 。 

为 测量 这 些 量 并 用 数值 表示 它们 ,必须 使 它们 与 不 同 的 单位 
进行 比较 ,这 样 的 单位 有 五 个 , 即 长 度 单位 ,时 间 单 位 ,温度 单位 ， 
重量 单位 ,最 后 是 用 于 测量 热量 的 单位 。 对 于 最 后 这 个 单位 ,我 们 
本 可 选择 使 体积 一 定 的 某 种 物质 从 0 度 升 至 1 度 的 热量 。 从 许多 
方面 看 ,选择 这 个 单位 , 比 选择 使 一 个 重量 已 知 的 冰 块 在 0 度 转变 
成 相同 物质 的 水 而 不 使 温度 升 高 所 需要 的 热量 这 样 一 种 单位 更 
好 。 我 们 采用 后 一 种 单位 只 是 因为 它 在 某 种 意义 上 已 经 在 几 本 物 
理学 著作 中 早 就 被 选 定 了 ;此 外 ,这 个 假定 将 毫 无 变化 地 在 分 析 结 
果 中 采用 。 

. ”158. 在 每 个 物体 中 ,确定 热 的 可 测 作用 的 特殊 要 素 总 共有 
三 个 , 即 物体 的 固有 热 导 率 , 对 空气 的 热 导 率 , 以 及 热 容量 表示 这 
些 量 的 数 ,和 比重 一 样 , 是 许多 不 同 物质 所 特有 的 自然 特征 。 

我 们 在 第 36 目 已 经 注意 到 ,如 果 我 们 对 真空 中 辐射 热 的 作用 


人 
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有 更 充分 的 观察 ,那么 表面 热 导 率 就 可 能 以 更 精确 的 方式 测 得 。 

正如 在 第 一 章 第 1 节 第 11 目 所 叙述 的 ,我 们 可 以 看 到 ,只 有 
三 个 待定 系数 KK,h,C 进入 这 一 研究 ;它们 以 观察 来 确定 ;我 们 将 
随后 指出 可 精 驳 测定 它们 的 实验 。 

159. 进入 分 析 的 数 C, 总 是 乘 以 密度 D, 即 乘 以 等 于 单位 体 
积 重 量 的 单位 重量 数 ;因此 , 积 CD 可 以 由 系数 来 代替 。 在 这 种 情 
况 下 ,我 们 必须 把 比 热 理解 为 是 使 一 种 给 定 物质 的 单位 体积 ,而 不 
是 那 种 物质 的 单位 重量 ,从 0 度 升 至 1 度 所 需要 的 热量 。 

为 了 不 违背 通常 的 定义 ,我 们 曾 认为 热 容量 属于 重量 而 非 属 
于 体积 ;然而 ,最 好 是 用 我 们 刚才 所 定义 的 系数 c; 这 样 , 由 单位 重 
量 所 测定 的 数值 就 不 进入 分 析 式 子 了 ;我 们 要 考虑 的 只 是 ,第 一 ， 
长 度 xz, 温 度 2 和 时 间 与 第 二 ,系数 cvh, 和 KK。 前 三 个 量 是 待定 的 ， 
另外 三 个 量 对 于 每 一 种 物质 都 是 实验 确定 的 常 因素 。 至 于 单位 面 
积 和 单位 体积 ,它们 不 是 绝对 的 ,而 取决 于 单位 长 度 。 

160. 现在 必须 注意 ,每 个 待定 量 或 常量 都 有 本 身 固有 的 量 
岗 (dimension) ,如 果 同 一 个 方程 的 项 没有 相同 的 量 纲 指 数 (expo- 
nent of dimensiion) ,那么 它们 就 不 能 比较 。 为 使 我 们 的 定义 更 精 
确 , 也 为 了 检验 这 一 分 析 ,我 们 已 把 这 个 考虑 引入 热 理论 。 这 个 考 
虐 来 自 关 于 量 的 基本 概念 ;由 于 这 个 原因 , 它 相当 于 希腊 人 未 经 证 
明 而 留 给 我 们 的 基本 引 理 。 

161. 在 热 的 解析 理论 中 ,每 个 方程 (E) 都 表示 现存 量 z ,1,2， 
c,h ,KK 之 间 的 一 种 必然 联系 。 这 种 联系 决 不 依赖 于 从 性 质 上 看 纯 
属 偶然 的 长 度 单位 的 选择 , 即 , 如 果 我 们 用 一 个 不 同 的 单位 测量 长 
度 ,那么 方程 (E) 仍 然 相同 。 这 样 ,假定 长 度 单位 被 改变 , 它 的 第 二 
个 值 等 于 第 一 个 值 除 以 m, 则 方程 (E) 中 表示 某 线段 四 ,因而 表示 
单位 长 度 -- 定 倍数 的 任 一 量 *, 对 应 于 同一 长 度 $, 就 变 成 mz; 时 
间 值 :和 温度 值 » 不 变 ;特定 因素 h4,K,c 就 不 同 了 ,第 一 个 ,h, 变 成 


118 


坊 ; 因 为 它 表示 在 单位 时 间 内 从 温度 为 1 的 单位 面积 所 逃逸 的 热 
量 。 如 果 我 们 注意 考察 系数 K 的 性 质 ,那么 正如 我 们 在 第 68 目 和 
135 目 中 曾 定义 它 的 那样 ,我 们 会 看 出 它 变 成 乞 ;因为 热流 量 与 
表面 积 成 正比 ,与 两 个 无 穷 平面 成 反比 (第 72 目 )。 至 于 表示 积 CD 
的 系数 , 它 也 取决 于 长 度 单位 。 变 成 扎 ; 因 此 , 当 我 们 用 m 代替 


=, 同时 用 委 , 访 , 握 代替 K,h,c 时 ,方程 (E) 肯 定 不 会 发 生 任何 变 
化 ;在 作 了 这 些 代 换 之 后 , 数 m 就 消 掉 了 :因此 ,z 相对 于 长 度 单位 
的 量 细 是 1,K 的 量 纲 是 一 1,4 的 量 纲 是 一 2,c 的 量 纲 是 一 8。 如 果 
我 们 把 每 个 量 本 身 的 量 纳 指数 赋予 这 各 个 量 ,那么 这 个 方程 是 齐 
次 的 ,因为 每 项 都 有 相同 的 总 指数 。 象 8 这 样 的 数 ,它们 表示 面 或 
立体 ,在 第 一 种 情况 下 是 二 维 的 ,在 第 二 种 情况 下 则 是 三 维 的 。 根 
据 分 析 原 理 , 角 ,正弦 ,以 及 其 它 三 角 函 数 , 短 的 对 数 和 指数 等 ,是 
不 随 长 度 单位 而 变化 的 绝对 数 (absolute numbers) ;因此 ,它们 的 量 
纲 必须 看 作 是 0, 这 是 所 有 绝对 数 的 量 纲 。 

如 果 时 间 单 位 原来 是 1, 现 在 变 成 十 ,那么 数 ! 现在 就 变 成 vt， 


数 z 和。 不 变 。 系数,hsc 变 成 ,上 ,oc。 因 此 ,zwtov 相对 于 时 间 


单位 的 量 纲 是 0,1,0;K,h,c 的 量 纲 是 一 1, 一 1,0。 
如 果 温 度 单位 被 改变 ,因而 温度 1 变 成 对 应 于 一 种 并 非 沸水 
效应 的 温度 ;如 果 那 种 效应 需要 更 低 的 温度 ,这 一 温度 相对 于 沸水 


温度 是 1 比 数 ,那么 ,> 变 成 vp,z 和 :上 保持 它们 的 值 不 变 , 系 数 


Khe 
Kh, 二 
“ 变 成 了 Bp 


下 表 指明 三 个 待定 量 和 三 个 常量 对 于 每 种 单位 的 量 纲 。 


量 与 常数 


162. 如 果 我 们 保持 系数 C 和 D 不 动 , 它 们 的 积 曾 由 c 表 示 ， 
那么 ,我 从 就 不 得 不 考虑 重量 单位 ,并 且 我 们 会 得 到 ,相对 于 长 度 
单位 ,密度 D 的 量 纲 指数 是 一 3,F 的 量 纲 指数 是 0。 
一 但 把 上 述 规则 运用 到 不 同方 程 和 它们 的 变换 上 ,我 们 就 得 
到 ,它们 相对 于 每 种 单位 都 是 齐 次 的 ,每 个 角 量 或 指数 量 的 量 纲 是 
零 . 如 若 不 然 , 则 要 么 是 在 分 析 中 犯 了 错误 ,要 么 是 引进 了 一 些 简 , 
化 式 。 
例如 ,如 果 我 们 取 第 105 目的 方程 %)， 
gw_Kdv 加 
da CDdiz2 CDS” 
那么 我 们 得 到 ,相对 于 长 度 单位 ,这 三 项 中 每 一 项 的 量 纲 都 是 0; 
温度 单位 的 量 纲 是 1 ,时 间 单 位 的 ,是 一 1。 


在 第 76 目的 方程 * 一 如-AV 车 中 ,每 一 项 的 线性 量 纲 是 0。 显 
然 ,无 论 长 度 单位 和 温度 单位 如 何 ,指数 =\/ 站 的 量 网 均 为 0。 


第 三 章 
无 穷 矩 形 固体 中 的 热传导 


第 一 节 
问题 的 表述 


163. 与 均匀 热传导 有 关 、 或 与 固体 内 变化 的 热 运动 有 关 的 
问题 ,由 前 述 方法 化 为 纯 分 析 问 题 ,物理 学 这 一 部 分 的 进步 因而 取 
决 于 分 析 技巧 中 所 能 作出 的 进步 。 我 们 已 经 证 明 的 这 些微 分 方程 
包含 这 个 理论 的 主要 结果 ;它们 以 最 一 般 和 最 简单 的 方式 表示 数 
字 分 析 与 一 类 非常 广泛 的 现象 的 必然 联系 :并 且 它 们 永远 与 数理 
科学 的 这 个 自然 哲学 中 最 重要 的 一 个 分 枝 相 联系 。 

现在 还 需要 发 现 这 些 方程 的 恰当 处 理 方法 ,以 便 导 出 它们 的 
全 部 解 和 它们 的 一 种 简便 运用 。 下 述 问题 提供 产生 这 样 的 解 的 第 
一 个 分 析 例 子 ;在 我 们 看 来 ,指明 我 们 所 要 遵循 的 方法 的 原理 ,是 
再 恰当 不 过 的 了 。 

164. 假定 这 个 均匀 实体 包含 在 两 个 竖 直 ,平行 且 无 穷 的 平 
面 8B 和 < 之 间 , 并 且 由 垂直 于 这 两 个 平面 的 一 个 平面 4 分 成 两 部 
分 (图 7); 我 们 进而 考虑 由 三 个 无 穷 平面 4.8,C 所 界定 的 这 个 物 
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体 B4C 的 温度 。 假 定 这 个 无 穷 
国体 的 另 -一 部 分 B'4C' 是 一 个 
恒定 热源 , 即 它 的 所 有 点 都 保 
持 温度 1 且 不 发 生变 化 。 边 界 
两 则 的 固体 ,一 侧 由 平面 C 和 
平面 4 所 形成 , 另 一 侧 由 平面 
8B 和 平面 4 所 形成 ,它们 在 所 
有 点 都 取 恒 温 0, 某 一 外 因 总 
使 它们 保持 这 个 温度 不 变 ; 最 
后 ,由 4,8 和 C 所 界定 的 这 个 
固体 的 分 子 取 初 始 温度 0。 热 图 ? 
将 连续 从 热源 4 进入 这 个 固体 B4C ,并 在 那里 沿 纵向 无 穷 传导 , 同 
时 朝 冷 物体 B 和 CC 传导 ,它们 将 吸收 其 大 部 分 。 固体 54C 的 温度 
将 逐渐 升 高 :但 不 可 能 超过 、 甚 至 也 不 能 达到 最 高 温度 ,这 种 最 高 
温度 随 这 个 物体 的 不 同 点 而 异 。 我 们 要 确定 这 个 变化 状态 所 不 断 
逼近 的 这 个 终极 和 不 变 的 状态 。 

如 果 这 个 终极 状态 已 知 且 形成 , 则 它 会 自我 保持 ,这 是 它 区 别 
于 所 有 其 它 状 态 的 特征 。 因 此 ,实际 问题 在 于 确定 由 两 个 冰 块 B 
和 C 及 一 种 沸水 物质 4 所 界定 的 无 穷 固体 的 永恒 温度 ;对 如 此 简 
单 和 基本 问题 的 思考 ,是 发 现 自然 现象 规律 的 最 纯粹 的 方式 之 一 ， 
从 科学 史上 看 ,每 一 个 理论 都 是 以 这 种 方式 建立 的 。 

165. 为 了 更 简洁 地 表述 这 个 问题 ,假定 一 个 无 穷 长 矩形 薄 
片 B4C 在 基底 4 被 加 热 , 基 底 的 所 有 点 都 保持 恒温 1, 同 时 与 基底 
4 垂直 的 两 个 无 穷 边 和 CC 在 每 一 点 仍然 受 恒温 0 的 作用 ;我 们 
需要 确定 这 个 薄片 任 一 点 的 驻 温 (stationary temberature) 应 当 是 怎 
样 的 。 

假定 这 个 薄片 的 表面 不 失 热 ,或 同样 的 ,我 们 考虑 由 类 似 于 前 
述 薄片 的 无 数 薄片 登 加 而 成 的 一 个 固体 : 取 把 这 个 薄片 分 成 两 等 
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份 的 直线 各 为 > 轴 , 任 一 点 次 的 坐标 是 z 和 如 最 后 , 沙 片 宽 4, 用 
2 表示 ,或 者 ,为 简化 计算 ,用 直径 与 圆周 长 的 比值 = 来 表示 。 

设想 坐标 为 和 y 的 这 个 固体 薄片 B4C 的 一 点 m 有 有 效 温度 
v, 对 应 于 不 同 点 的 量 v 是 这 样 的 :只 要 基底 4 的 每 一 点 的 温度 总 
是 1, 边 8 和 C 在 它们 所 有 点 上 都 保持 温度 0 不 变 , 则 这 些 温度 不 
会 发 生 任 何 变 化 。 

如 果 在 每 一 点 m 建立 一 个 等 于 温度 v 的 纵 坐标 ,那么 就 形成 
一 个 曲面 ,这 个 曲面 在 这 个 薄片 上 开拓 ,并 延伸 至 无 穷 。 我 们 要 求 
经 过 在 y 轴 上 方 等 于 单位 距离 处 所 引 的 一 条 直线 且 沿 平行 于 z 轴 
的 两 个 无 穷 直线 割 zy 水 平面 的 这 个 曲线 的 性 质 。 

166. 为 应 用 一 般 方程 

dv 孝 (& dp 区)， 


cD + 六 + 


在 所 讨论 的 情况 中 ,我 们 必须 考虑 排除 = 辆 ,因此 项 史 必 须 略 去 ; 


由 于 我 们 希望 确定 驻 温 , 所 以 ,相对 于 左边 学 , 它 等 于 零 ;因此 , 属 
于 这 个 实际 问题 且 确 定 所 求 曲面 性 质 的 这 个 方程 如 下 ， 
dp cr 一 0 CC 

表示 固体 B4C 的 永恒 状态 的 z 和 5 的 函数 yz, ,第 一 ,必须 
满足 方程 (o); 第 一 , 当 我 们 用 一 坪 z 或 十 去 "代替 y 时 ,无 论 z 的 
值 如 何 , 它 必 须 等 于 零 ;第 三 , 当 我 们 假定 >= 0 且 y 取 一 去 + 和 
十 去 "之 间 的 任 一 值 时 , 它 必须 等 于 1。 

此 外 ,出 于 所 有 的 热 都 来 自 热源 4, 所 以 , 当 我 们 对 * 给 定 一 
个 很 大 的 值 时 ,这 个 汕 数 6(z,y) 就 应 该 变 成 极 小 。 


167， 为 在 所 适合 的 范围 内 考虑 这 个 问题 ,我 们 首先 要 求 满 
足 方程 (wD) 的 + 和 yy 的 最 简单 的 函数 ;然后 ,我 们 要 使 * 值 普 通化 ， 
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以 满足 所 有 规定 的 条 件 。 用 这 种 方法 , 解 将 得 到 所 有 可 能 的 开拓 ， 
并 且 我 们 要 证 明 , 所 提出 的 这 个 问题 不 可 能 有 别 的 解 。 

两 个 变量 的 函数 在 我 们 对 两 个 变量 中 的 一 个 或 两 个 赋 子 有 限 
值 时 ,常常 化 为 不 怎么 复杂 的 式 子 ;这 就 是 在 这 种 特殊 情况 下 ,在 
取 z 的 一 个 函数 与 的 一 个 函数 的 积 的 形式 的 代数 函数 中 所 能 注 
意 到 的 。 

我 们 首先 要 考查 是 否 " 值 能 由 这 样 的 积 来 表示 ;由 于 函数 ， 
必须 在 薄片 的 整个 范围 内 表示 薄片 的 状态 ,因而 也 应 包括 坐标 为 
无 穷 的 那些 点 的 状态 。 这 样 我 们 记 "一 P(z)f(y); 在 方程 (ao) 中 用 
Fw(z) 代 蔡 并 表示 人 2 ,用 f"(y) 代 将 并 表示 于 从 , 则 我 们 有 

Fr(z) ， 玫 
FE + 


然后 我 们 假定 分 ( 拉 一 m, 加 办 一 一 m,m 是 任 一 常数 ,如 仅 为 求 一 


个 特殊 " 值 而 提出 它 那样 ,我 们 从 前 述 方程 (z) 二 e-~ 得 到 
f(r)=cosmy, 

168. 我 们 不 可 能 假定 m 是 一 个 负数 ,并 且 , 因 m 是 一 个 正 
数 ,所 以 我 们 必须 排除 象 ~ 这 样 的 项 会 进入 其 中 的 所 有 特殊 。 
值 ,因为 当 z 无 穷 大 时 ,温度 "不 可 能 成 为 无 穷 的 。 事实 上 ,由 于 除 
恒定 热源 4 外 没有 提供 任何 别 的 热源 ,所 以 只 有 极 小 一 部 分 热 可 
以 到 达 离 热源 很 远 的 那 部 分 空间 。 余 热 愈 来 愈 多 地 向 无 穷 边 B 和 
C 转移 ,并 在 形成 它们 边界 的 冷 物 质 中 耗 失 。 

进入 函数 ecosm 中 的 指数 m 是 未 知 的 ,我 们 可 以 为 这 个 指 


数 选择 任 一 正 数 :不 过 ,为 在 z 无 论 取 什 么 值 而 取 y= 一 去 4 或 


y= 十 广 7 时 ,+ 都 可 以 变 为 零 ,m 就 必须 取 数列 1,3,5,7, 等 等 中 的 


某 一 项 ;第 二 个 条 件 因 这 个 方法 而 被 满足 。 
169. 把 类 似 于 上 面 那个 项 的 几 个 项 相 加 ,容易 得 到 一 个 更 
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一 般 的 + 值 .我 们 有 
v= cosy be “cos3y+ce Ycos5y++de™ "cos7y+** ,***** (5) 。 


显然, 由 4(z,y) 玫 示 的 函数 ， 满足 方程 器 十 下 一 0 和 条 件 
dz, 士 走 如 一 0。 第 三 个 条 件 仍然 有 待 满足 ,因而 它 由 4(0,0)= 1 


来 表示 ,必须 注意 到 , 当 我 们 对 y 给 定 一 让 + 和 十 去 7 之 间 的 任 


值 时 ,这 个 结果 必然 成 立 。 如 果 我 们 以 不 包含 在 界限 一 去 = 和 十 立 
z+ 之 间 的 一 个 量 代替 y, 那 么 我 们 对 函数 (0,y) 所 可 能 取 的 值 就 不 
能 推出 任何 东西 。 因 此 ,方程 () 必 须 服从 下 述 条 件 
1 = acosy 十 bcos3y 十 ccos5y 十 dcos7y 十 …。 
数目 无 穷 的 系数 obvcvd, 等 等 由 这 个 方程 来 确定 。 
右边 是 y 的 一 个 函数 ,只 要 变量 在 界线 一 却 z 和 十 去 之 
间 , 这 个 函数 就 等 于 1。 读 者 或 许 会 怀疑 这 样 一 个 函数 是 否 存在 ， 
不 过 这 个 困难 在 后 面 会 得 到 彻底 解决 。 
170， 在 给 出 这 些 系数 的 计算 之 前 ,我 们 可 以 注意 由 方程 (2) 
中 的 级 数 的 每 一 项 所 表示 的 意义 。 
假定 基底 4 的 固定 温度 不 是 每 点 都 等 于 1 ,而 是 随 直线 4 的 
点 愈 来 全 远离 中 点 而 降低 ,与 那 段 距离 的 余弦 成 正比 ,在 这 种 情况 
下 ,容易 看 出 纵 坐 标 表示 温度 * 或 6(z,y) 的 这 个 曲面 的 性 质 是 怎 
样 的 。 如 果 这 个 曲面 在 原点 为 一 个 垂直 于 = 轴 的 平面 所 截 , 那么 ， 
构成 这 个 截面 边界 的 曲线 方程 是 二 acosy 这 些 系数 的 值 则 如 
FF， 
a=ab=0,c= 0,4= 0, 
等 等 ,这 个 曲面 方程 则 是 
v= ge “cosy。 


如 果 与 ! 轴 垂 直 地 截 这 个 面 ， 则 截 线 是 凸 面 朝 这 个 轴 的 对 数 
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螺 线 ， 如 果 与 * 铀 垂直 志 截 它 ， 则 截 线 是 四 面 朝 轴 的 三 角 由 
线 。 
由 此 得 到 ,函数 合意 为 正 ,而 党 总 为 负 。 现 在 ,一 个 分 子 所 得 


到 的 热量 因 其 位 置 在 沿 z 方向 的 两 个 分 子 之 间 而 与 呈 的 值 成 下 
比 ( 第 123 目 ): 由 此 得 到 ,这 个 中 间 分 子 在 + 方向 上 从 它 前 面 的 分 
子 那 里 所 得 到 的 热量 比 它 向 它 后 面 的 分 子 所 传递 的 热量 多 .但 是 、 
如 果 这 同一 分 子 被 看 作 是 在 位 于 沿 y 轴 方 向 的 两 个 其 它 分 子 之 
间 , 因 函数 和 为 负 ,那么 ,这 个 中 同 分 子 向 它 后 面 的 分 子 传递 比 它 
从 它 前 面 的 分 子 那里 所 得 到 的 更 多 的 热 。 因 此 我 们 得 到 ,如 方程 
各 + 名 =0 所 示 , 它 沿 > 方向 所 得 到 的 热 的 超出 量 , 由 它 在 方向 
上 所 失去 的 热量 严格 抵消 。 因 此 ,从 热源 4 所 逃逸 的 热 所 流 过 的 
路 线 就 成 为 已 知 的 。 它 沿 = 方向 传导 ,同时 被 分 解 成 两 部 分 ,一 部 
分 指向 某 一 边 , 另 一 部 分 继续 与 原点 分 离 , 象 前 面 那样 再 被 分 解 ， 
以 至 无 穷 。 我 们 所 考虑 的 这 个 曲面 由 对 应 于 基底 4 的 三 角 曲 线 随 
它 与 z 轴 垂 直 的 平面 沿 该 轴 运 动 而 成 , 它 的 每 个 纵 坐标 与 同一 分 
数 的 逐次 寡 成 正比 地 无 穷 减少 。 

如 果 基底 4 的 固定 温度 由 项 

bcos3y 或 ccos5g ，… 

表示 ,那么 我 们 可 以 得 出 类 似 的 推断 ;用 这 种 方法 ,可 以 形成 最 一 
般 情况 下 的 热 运动 的 精确 概念 ;因为 在 后 面 我 们 会 看 到 ,这 种 运动 
总 是 由 许多 基本 运动 复合 而 成 ,这 些 基本 运动 的 每 一 个 都 象 它们 
单独 存在 那样 被 完成 。 
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第 二 节 
热 理 论 中 使 用 三 角 级 数 的 第 一 个 例子 


171. 现在 取 方 程 
1 = acosy 十 bcos3y 十 ccos53 十 dcos7y 十 …， 
其 中 ,必须 确定 系数 a,5,c,d, 等 等 。 为 使 这 个 方程 成 立 ,这 些 常数 
当然 必须 满足 由 逐次 微分 所 得 到 的 方程 ;因此 下 面 得 出 ， 
l=acosy 十 bcos3y 十 ccos5y 十 dcos7y 十 …， 
0=asing 十 3 bsin3y+ 5 csin5y 十 7 dsin78y 十 …， 
0 一 ccosy 十 3?bcos3y 十 5?ccos5y 十 7?dcos7y 十 *…， 
0 一 asing 十 33bsin3y 十 53csin5y 十 73dsin7y 十 …， 
余 类 推 ,以 至 无 穷 。 
当 y=0 时 ,这 些 方程 必然 成 立 , 因 此 我 们 有 
1=4 十 4 十 c+ 4 十 e 十 了 十 9 十 …， 
0=a 十 3 十 52c 二 74 十 9?e 十 112f 十 …， 
0 一 2 十 3 人 十 5c 十 7 十 9te 十 …， 
0=a 十 3% 十 5%c 十 7 十 …， 
0 =a 十 3 十 5c 十 …， 
和 未 知 数 a,5b,c,d,e,… 的 数目 一 样 ,这 些 方程 的 个 数 是 无 穷 
的 。 问 题 在 于 只 保留 一 个 未 知 数 而 消去 其 它 所 有 的 。 
172. 为 了 对 这 些 消 元 结果 形成 一 种 清晰 的 概念 ,我 们 假定 
未 知 数 a,58,c,d,… 的 数目 在 开始 时 有 限 并 等 于 m。 去 掉 所 有 那些 
包含 跟着 前 m 个 未 知 数 之 后 的 未 知 数 ,我 们 就 只 运用 前 m 个 方 
程 。 如 果 相 继 使 m 等 于 2,3,4,5,… ,那么 未 知 数 的 值 就 会 由 每 一 
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个 这 样 的 假定 而 求 得 。 例 如 ,对 于 两 个 未 知 数 的 情况 , 量 4 将 得 到 
某 个 值 ,对 于 三 个 、 四 个 ,或 随后 更 多 未 启 数 的 情况 , 它 将 得 到 别 的 
值 。 未 知 数 b 亦 如 此 , 它 将 得 到 和 那些 消 元 情况 一 样 多 的 不 同 的 
值 ;其 它 每 一 个 未 知 数 同样 可 以 有 无 穷 多 个 不 同 的 值 。 现 在 ,对 于 
未 知 数 数目 无 穷 多 的 情况 , 黄 中 某 一 个 的 值 ,是 它 通过 逐次 消 元 所 
得 到 的 那些 值 所 逼近 的 极限 。 这 样 , 晰 要 考察 的 是 , 随 着 未 知 数 数 
目的 增加 ,a,b,cvd… 每 一 个 的 值 能 否 收敛 于 它 连 续 逼 近 的 一 个 
有 限 极限 。 
我 们 假定 使 用 下 面 六 个 方程 : 
l=a+ b+ c+ d+ e+ f+ 
0=a 十 3 十 5 十 7:4 十 9e 十 1 了 十 …， 
0=a 十 3 十 5tc 十 744 十 9 十 1Hf 十 …， 
0=a 十 3 多 十 5tc 十 78 十 ge 十 116f 十 …， 
0=a 十 3 线 十 5sc 十 724 十 gse 十 118f 十 …， 
0=a 十 3% 十 5 十 7 十 91e 二 lf 十 …， 
不 含 了 的 五 个 方程 是 : 
112 一 a(112 一 12) 十 5(112 一 32) 十 cC112 一 527 
十 ed(112: 一 72) 十 e(112 一 92)， 
0=a(112 一 12) 十 33(112 一 32) 十 5zc(112 一 52) 十 724(112 一 72) 
十 9:e(11: 一 9:)， 
0 一 oa(11: 一 12) 十 3 人 (112 一 32) 十 54e(112 一 52) 十 74d(112 一 72) 
十 9te(11: 一 9:)， 
0 一 a(11: 一 12) 十 35(112 一 32) 十 5sc(112 一 52) 十 7sd(112 一 72) 
十 94e(112 一 92) ， 
0 一 ao(112 一 12) 十 380(112? 一 32) 十 5sc(112 一 52) 十 78d(112 一 72) 
十 9se(112 一 92). 
.继续 消 元 ,我 们 会 得 到 含 的 最 后 的 方程 , 它 是 : 
a (11 一 12)(9: 一 12)(72 一 12)(52 一 12)(32 一 12) 
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一 11?. 92.72.52. 3:. 12。 

173， 如 果 我 们 所 运用 的 方程 多 一 个 ,那么 为 确定 a, 我 们 会 
得 到 一 个 类 似 于 前 面 的 方程 , 它 的 左边 多 一 个 因子 , 即 13? 一 1?, 右 
边 有 一 个 新 因子 13。。 的 这 些 不 同 值 所 服从 的 这 个 规律 是 显然 
的 ,由 此 得 到 ,与 无 穷 数目 的 方程 所 对 应 的 a 值 因而 表示 为 : 
3 5 . 7? . 9 . 11 a. 
32 2 52 2 72 12 92 12 112 12 9 
或 33.5"5.7*7.9-9 .11.11... 

“44.6 6.8 ”8.10 ”10 12 

现在 ,最 后 这 个 式 子 是 已 知 的 ,根据 沃 利 斯 (Wallis) 定 理 @ 我 
们 得 到 a= 圭 。 这 样 就 只 需 确 定 其 它 未 知 数 的 值 了 。 

174. 消去 了 后 所 剩 下 的 五 个 方程 可 以 与 在 只 有 五 个 未 知 数 
时 所 能 运用 的 五 个 更 简单 的 方程 进行 比较 。 最 后 这 些 方程 与 第 
172 目 中 的 那些 方程 不 同 , 因 为 在 它们 中 ,我 们 会 发 现 evd,cv2va 
被 分 别 乘 以 因子 

11: 一 9: 1l: 一 72 112 一 5: 11: 一 3: 11: 
TE A a 

由 此 得 到 ,如 果 我 们 已 经 解 了 在 五 个 未 知 数 情况 下 所 必须 运 
用 的 这 五 个 线性 方程 ,并 计算 了 每 个 未 知 数 的 值 , 那 么 就 容易 由 它 
们 推出 对 应 于 在 应 当 运 用 六 个 方程 情况 下 的 同名 未 知 数 的 值 。 这 
只 需要 用 已 知 因子 乘 以 在 第 一 种 情况 下 所 得 到 的 。,dvecvbva 的 什 
就 够 了 。 一 般 地 ,我 们 容易 从 根据 一 定数 目的 方程 和 未 知 数 的 假定 
所 取 的 某 个 这 样 的 量 的 值 , 过 渡 到 在 应 当 多 应 用 一 个 方程 和 未 知 
数 情况 下 所 取 的 同一 量 的 值 . 例 如 ,如 果 在 五 个 方程 和 五 个 未 知 数 


Q@ 即 沃 利 斯 所 得 到 的 "的 表达 式 : 


a 


2 
_3 
2 
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假定 下 所 得 的 。 值 由 忆 表 示 , 那 么 在 多 一 个 未 知 数 情况 下 所 取 的 
同一 量 的 值 ,就 是 -了 i-5。 同样 ,在 七 个 未 知 数 情况 下 所 取 的 这 


同一 值 ,就 是 
11? 13? 


LIP 1 
在 八 个 未 知 数 情况 下 , 它 是 
1 3 ,15 
I 1 1 — 9 
等 等 。 同 样 ,只 要 知道 对 应 于 两 个 未 知 数 情况 的 ; 值 ,就 可 以 由 此 
推出 对 应 于 三 个 、 四 个 .五 个 等 等 未 知 数 情 况 的 同一 字母 的 值 。 我 
们 要 做 的 只 是 把 第 一 个 值 乘 以 
52 一 32 72 一 32 92: 一 32 be 

同样 ,如果 我 们 知道 C 在 三 个 未 知 数 情况 下 的 值 , 我 们 就 可 

以 用 连续 因子 


E 


人 9 11 a 
Co 


乘 这 个 值 。 
我 们 可 以 计算 d 在 只 有 四 个 未 知 数 情 况 下 的 值 , 并 让 它 乘 以 
9 . 11° . 13” 
F717 17 
4 值 的 计算 服从 这 同一 规则 ,因为 只 要 取 定 它 对 于 一 个 未 知 
数 情况 的 值 ,并 依次 乘 以 
3: 7’ 9 
3 EY ]12 "52 can 12°72 要 12 "92 Pac 12° 
就 可 以 得 到 这 个 量 的 最 后 的 值 。 
175. 因此 问题 简化 为 确定 一 个 未 知 数 情况 下 的 4 值 ,二 个 
未 知 数 情况 下 的 b 值 ,三 个 未 知 数 情况 下 的 c 值 ,以 及 等 等 其 它 未 
知 数 情况 下 别 的 值 。 
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只 观察 这 些 方程 而 无 需 任何 计算 ,我 们 就 容易 得 出 ,这 些 逐 次 


消 元 的 结果 必定 是 
a 一 1， 
12 
b 一 五 一 有 
下 3 
i 
天 32 St 
ad S77 
小 3: 时 7? 


一 和 一 9 Fg 7 ge 


176. 剩 下 来 的 只 是 使 前 面 这 些 量 乘 以 能 使 它们 完整 .并且 
我 们 已 经 给 出 的 (第 174 目 ) 那 些 积 的 级 数 。 因 此 ,对 于 未 知 数 a,， 
c,d,e,f ,等 等 的 最 后 的 值 ,我 们 有 下 述 表 达 式 : 

3 . 于 . 7 . 9 . 11° we 
1" 5 7 9 1 
3 . 5 . {A . 9 . 11° EEE 
3 " F—3" 71—3" 9 11—3" 
必 1 . 3 . (8 . 9 . 11° we 

一 
1 . 3 . 5? . 9 . 11° CE 
27 " 8777" BT" 97 7 
1 3: 52 7: 11? 13? 
9" 9" 5 —9:" 7:—9" 11—9: "19:—9:" 

1 . 3 . 5 . 2 . 时 . 13? eee 
IY 91 1 7 FI 181 


4 一 1T。 
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sll, 8, 55 ,9°9, 1171. 
6°8°4°10°"2°.12 2.16 4"18 ， 

le1 33 .5*5.7-7 .111,113.. 
8 10 6 12 414 216 ”2 20 ”4"22 

fll .3.3.5.5.7.:7.9.9.13.13, 
10.12° 8.14° 6.16 4.18" 2°.20° 2°.24 
15° 15 


根据 活 利 斯 定理 , 量 了 或 贺 周 长 的 四 分 之 一 等 于 

2.2.4.4.6.6.8.8.10.10.12.12.14.14.. 

1.3 3.5 5.7 7.9 9.1ll1 11.13 13.15 “ 

如 果 现 在 在 wp,e,d, 等 等 的 值 中 ,我 位 注意 为 使 成 对 的 奇数 
序列 和 偶数 序列 完整 而 必须 加 到 分 子 和 分 母 上 的 因子 是 怎样 的 ， 
那么 我 们 会 发 现 , 要 补充 的 因子 分 别 是， 


ge3 a= 2.22， 
对 于 b， ”一 ， 
2 
5。5 i 
对 于 e， 0 2 
c= 2。 二， 
7 7 5r 
对 于 4， 4 因此 我 们 得 出 2 
Gd d= 一 2 元， 
对 于 e， a 
11.11 Wi 
对 于 f， 3 
=_2.-2.0 
人 一 2 117° 


177. 因此 我 们 完全 实现 了 消 元 ,并 确定 了 方程 
1 = acosy 十 bcos3y 十 ccos5y 十 dcos73 十 ecos9y 十 … 


中 的 系数 a,5,c,d, 等 等 。 


@ 由 a。 推出 5 的 值 ,由 5 推出 c 的 值 ,等 等 ,这 样 要 稍稍 好 一 些 。 一 一 R.L. E， 
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这 些 系数 代 换 给 出 下 述 方程 : 


b2 1 1 1 1 DT 
下 一 cosy 一 本 cos33 十 5 cos5y 7 Cos7y 十 9 cos93 也 。 


右边 是 y 的 一 个 函数 , 当 我 们 对 变量 y 给 定 包含 在 一 二 = 和 


十 坪 r 之 间 的 一 个 值 时 ,该 函数 的 值 不 变 。 容 易 证 明 ,这 个 级 数 总 


是 收敛 的 , 即 ,以 任 一 个 数 代替 ,并 遵循 这 些 系数 的 计算 ,我 们 都 
愈 来 愈 趋 近 于 一 个 固定 值 , 因 此 ,这 个 值 与 所 计算 的 项 的 和 的 差 变 
得 小 于 任 一 给 定量 。 无 需 为 读者 可 以 补充 的 一 个 证 明 而 停 下 来 .我 


们 注意 ,如 果 赋 予 ! 的 这 个 值 包含 在 0 到 方 z 之 间 , 那 么 不 断 过 近 
的 这 个 回 定 值 就 是 寺 z, 不 过 ,车 y 包 含 在 计 + 到 字 7 之 间 , 则 它 等 


于 一 二 x; 因为 在 第 2 个 区 间 里 ,这 个 级 数 的 每 一 项 都 变 号 。 一 般 

地 ,这 个 级 数 的 极限 交替 为 正 或 负 ; 从 别 的 方面 考虑 ,这 种 收敛 不 

能 快 得 足以 提供 一 种 简便 的 逼近 方式 ,不 过 它 却 足 以 使 方程 成 立 。 
178， 取 * 为 横 坐 标 ,4 为 纵 坐标 , 则 方程 


ye I i 
y = cosz 了 cos3z 十 5 cos5z 7 cos7z 十 


属于 由 一 些 分 离 的 直线 段 所 组 成 的 一 条 曲线 ,这 些 直线 段 平行 于 
轴 且 等 于 贸 周 长 这些 平行 线 交替 地 位 于 轴 的 上 方 或 下 方 ,与 轴 相 
距 二 ,并 由 本 身 成 为 这 条 线 的 一 部 分 的 - 些 垂 线 所 连结 。 为 对 这 ， 
条 线 的 性 质 形成 一 个 精确 的 概念 ,必须 先 假定 函数 


cosz 一 二 cos3z 二 Toos5z a 
3 5 


@ 根据 第 4 节 的 方法 ,用 cosy,cos3y,cos5y 等 等 分 别 乘 第 一 个 方程 两 边 ,可 以 确 
定 系数 a,b,c, 等 等 ,正如 格雷 区 里 (D. F. Gregorg) 所 做 过 的 。 《剑桥 数 学 学 报 Cambridge 
Malhematical Jauraal) ,第 1 卷 ,第 106 页。 一 一 A.F. 
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的 项 数 有 一 个 有 限 值 。 在 后 一 种 情况 下 ,方程 
1 


y= cosr 3 cos3z 十 二 cos5z 
属于 一 条 曲线 ,这 条 曲线 交替 经 过 横 轴 上 方 或 下 方 ,同时 在 每 次 横 
坐标 z 变 成 等 于 
1 3 5 
0, 土 BT 本 mA， 士 了 7 

中 的 某 个 量 时 截 这 个 轴 。 

随 着 方程 的 项 数 增加 ,所 讨论 的 曲线 就 愈 来 愈 趋 于 和 由 平行 
直线 和 垂 线 所 组 成 的 前 面 那 条 线 相 重合 ,因此 ,这 条 曲线 是 由 逐次 
增加 项 数 所 得 到 的 不 同 曲线 的 极限 。 


第 三 节 
对 这 些 级 数 的 若干 注 记 


179. 我 们 可 以 从 另 一 种 观点 来 考察 同样 这 些 方程 ,并 直接 
证 明 方 程 
1 


一 cosz 一 了 cos3z 十 下 cos5z “二 了 cos77 十 站 cossz ms 
z 为 零 的 情况 由 莱 布 尼 荡 级 数 
下 1 1 1 
i 
所 验证 。 
接 下 来 我 们 假定 级 数 
caosz 一 言 cos3r + 言 cos5z sr eosTz 二 


的 项 数 不 是 无 限 的 而 是 有 限 的 , 且 等 于 m。 我 们 把 这 个 有 限 级 数 的 
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值 看 作 是 > 和 m 的 -从 函数 。 我 们 用 根据 m 的 负 短 所 安排 的 级 数 
来 表示 这 个 函数 ;我 们 会 发 现 , 随 着 数 m 变 得 愈 大 ,这 个 函数 值 就 
人 铺 趋 近 于 一 个 常数 , 且 与 :无关 。 

设 y 是 所 求 函数 ,假定 项 数 m 是 偶数 ,该 函数 由 方程 


y= cbsz 一 cos3z 十 辣 eos5x 一 了 cas7z 


十 … 一 Pr — 1)z 
给 出 。 对 z 微分 后 的 这 个 方程 给 出 
一 晓 = sinz 一 sin3z 十 sin5z 一 sin7z 十 … 


十 sin(2m 一 3)z 一 sin(2m 一 1)z; 
乘 以 2sin2z, 我 们 有 
2 人 sin2z = 2sinzsin2z 一 2sin3zsin2z 十 2sin5zsin2z… 
十 2sin(2m 一 3)zsin2z 一 2sin(2m 一 1)zsin2z。 
用 两 个 余弦 的 差 来 代替 右边 的 每 一 项 ,我 们 得 到 


一 2 sin2r=cos(—z) —cos3s 
一 cosz 十 cos5z 
十 cos3z 一 cos7z 
一 cosS5z 十 cos9z 


十 cosC2m 一 5)z 一 cos(2m 一 1)z 
一 cos(2m 一 3)z 十 cos(2m 十 1)z。 


右边 简化 成 
cos(2m 十 1)z 一 cos(2m 一 1)z, 或 一 2sin2mzsinz; 
1 sin2mz\) . 
因此 |/(e Cosr ): 


180. 我 们 对 右边 分 段 进行 积分 ,同时 在 这 个 积分 中 把 必须 
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逐次 积分 的 因子 sin2mzdr 和 必须 逐次 微分 的 因子 :或 see 区 别 


开 ; 用 sec'z,sec"zvsecwz,… 来 表示 这 些微 分 的 结果 ,我们 有 


2y 二 常数 让 eos2mrsecz 二 Faasin2masec'z 


+ cos2mzsecrrt eee 
因此 ,y, 或 作为 x 和 m 的 一 个 函数 的 


1 1 1 
cosz 一 可 cos3z 十 Bs5z ~ 了 cos7z 十 … 


一 下 iceCm 一 Dr， 
变 得 由 一 个 无 穷 级 数 来 表示 ,显然 , 数 m 铺 增 加 ,9 值 就 念 趋 于 不 
变 。 由 此 , 当 数 m 无穷 时 ,无 论 z 是 小 于 去 "的 任 一 正 值 , 丁 数 y 总 
有 同一 定 值 。 现 在 ,如 果 假 定 弧 * 为 零 ,我 们 则 有 


1 和 2 
了 


它 等 于 本 r。 因 此 ,一 般 地 ,我 们 有 


1 1 1 
co 一 可 %os3z 十 于 cos5z 一 了 cos7z 十 可 cos9z 一 “9000 (b) 


181. 如 果 在 这 个 方程 中 我 们 假定 := 去 子 , 则 我 们 得 到 
LA 二 


对 弧 z 给 定 其 它 特殊 值 ,我 们 就 得 到 别 的 级 数 , 记 下 这 些 级 数 没有 
用 ,因为 有 几 个 这 样 的 级 数 已 经 在 欧 拉 (Euler) 的 著作 中 发 表 了 。 
如 果 我 们 用 妈 乘 方程 (5) ,并 对 它 积分 ,那么 我 们 有 


Sinz sinaz 填 Bsin3z sin7x ey 


4 
在 最 后 这 个 方程 中 令 z 一 却 , 我 们 得 到 一 个 已 知 级 数 
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Tm 1 


Dy hr WM 
坷 一 1 十 京 十 京 十 元 十 厚 十 …。 


特殊 情况 可 以 无 限 列举 ,不 过 ,遵循 这 同一 过 程 确定 由 多 重 弧 的 正 
弦 和 余弦 所 组 成 的 不 同 级 数 的 值 , 这 更 符合 本 书 的 目的 。 
182， 设 


区 ingz — Tsin4dze. 
y = Sinz 2sin2z 十 3sin3z 4sin4z 


本 1 sin(m 一 1)z 一 Dn, 
| m 
m 是 任 一 偶数 。 我 们 由 这 个 方程 推出 
和 = cosz 一 cos2z 十 cos3z 一 cos4z… 十 cos(m 一 1)z 一 cosmz; 
乘 以 2?sinz, 并 用 两 正弦 的 差 代替 右边 每 一 项 ,我 们 有 
2sinz 禾 =sin(z+z) sin(z—z) 
一 Sin(2z 十 z) 十 sin(2z 一 z) 
十 sin(3z 十 z) 一 sin(3z 一 z) 
十 sin{ (mm 一 1)z 一 z)} 一 sin{ (mm 十 1)z 一 z》 
一 Sin(mz 十 z) 十 sin(mz 一 z)3; 
化 简 ， 
2sinz 并 = sinz 十 sinmz 一 sin(mz 十 7): 
量 sinmz 一 Sin(Cmz 十 z)， 
或 
sin(mz 十 Sz 一 到 一 sin(mz 十 了 让 2)， 
等 于 


re | 1 
一 2sin 总 zcos(mz 十 Z) 5 
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因此 我 们 有 
sin 2 
到 3 i cos(mz 十 77)， 
或 
dy 1 cos(mz 十 Bx) 
dz 2 2cos 了 
由 此 我 们 得 到 
cos(mz 十 可 1 
2cos 77z 
如 果 我 们 分 段 积分 ,同时 区 分 必须 逐次 微分 的 因子 一 二 -或 
COS 2 


see 二 + 和 必须 连续 几 次 积分 的 因子 cosCmz 十 喜 z), 那 么 我 们 将 形 
成 一 个 级 数 , 其 中 中 十 二 的 寒 进入 分 母 。 至 于 常数 , 它 等 于 零 , 因 为 


y 值 从 z 的 值 开始 。 
由 此 得 到 , 当 项 数 很 大 时 ,有 限 级 数 
Sinz 一 了 sin2z 十 Bsingz— 二 sin5z+ 了 sin7z 一 光一 工 snmz 
m 


的 值 与 十 r 的 值 相差 无 几 , 若 项 数 无 穷 , 则 我 们 有 已 知 方程 
1 
2 


T= Sinz $sin2z 4 sin3z 1 sin4z 十 : sin5z 
从 最 后 这 个 级 数 还 可 以 推出 上 面 对 李 x 的 值 所 绘 出 的 级 数 。 
183. ”现在 设 


这 二 二 1 2 
y= 到 cos2z 本 cos47 水 6 cos6z 
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和 1 
十 于 二 cos(2m 一 2)z 一 Dm SZmre 


微分 , 乘 以 2sin2z, 代 入 余弦 的 差 , 并 化 简 , 我 们 得 到 


sin(2m + 1)z 
Cosz 


2 此 tanz 十 
dz 


或 
sin(2m 十 1)z 
Cosr : 


2 一 一 faranz 宣 {az 
分 眉 积 分 右边 最 后 一 项 ,并 假定 mn 无穷 ,我 们 有 y=c 十 去 logcosz。 
如 果 在 方程 
3 一 到 cos2 一 了 cos4z 本 Beosz 5 cos8z 十 … 


中 ,我 们 假定 z 为 零 ,那么 我 们 得 到 
SR Ss 
nr We ot 
因此 一半 iog2 十 去 logeosr, 
因此 我 们 磁 到 由 欧 拉 给 出 的 级 数 
log (2cos 到 2 一 cosr 一 到 cos2z 十 可 cos3z 一 二 cosdz 十 …。 
184. 对 方程 
3 一 sinz 十 Bsin3z 十 于 sn5z 十 Jsin7z 水 
应 用 同一 过 程 ,我 们 得 到 下 面 从 未 被 注意 过 的 级 数 ， 


1 > 下 。 二 业 
本 sinz 十 了 sin3z 十 5sin5z 十 7 sin7z 十 9 sin9z 十 @。 


对 于 所 有 这 些 级 数 , 我 们 必须 注意 到 ,只 有 当 变 量 z 包含 在 某 
一 界限 内 时 ,由 它们 建立 的 方程 才 成 立 。 因 此 ,只 要 变量 z 不 包含 


十 … 二 log2; 


@@ 和 在 第 222 目 中 一 样 .这 可 以 通过 从 0 到 x 的 积分 推出 。 一 一 R.L. E. 
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在 我 们 所 安排 的 界限 之 内 ,函数 


| 1 1 
0 可 cos3z 十 cosSz 了 S77 


就 不 等 于 十。 级 数 

Sinz 一 sin2r 秆 二 sin3z sin4z + 二 sinsz 二 
亦 如 此 。 只 要 弧 z 大 于 0 小 于 ,这 个 总 是 收 全 的 无 穷 级 数 就 取 值 
这 .不 过 ,如 果 这 个 弧 超 过 ,那么 它 就 不 等 于 才 z; 它 恰恰 取 与 亡 
相反 的 值 ; 因 为 显然 ,在 从 :二 z+ 到 :一 2+ 的 区 间 内 ,这 个 函数 以 反 
号 取 它 在 前 面 从 :==0 到 z 一 x 的 区 间 所 取 的 所 有 值 。 人 们 知道 这 
个 级 数 已 经 很 长 时 间 , 但 是 ,用 来 发 现 它 的 这 种 分 析 没有 指出 为 什 
么 当 变量 超过 = 时 这 个 结果 就 不 成 立 。 

因此 ,必须 仔细 考查 我 们 所 要 应 用 的 这 种 方法 ,必须 寻找 每 个 
这 样 的 三 角 级 数 所 服从 的 原始 界限 。 

185， 为 实现 这 一 点 ,只 需 考虑 除 完成 它们 的 项 的 和 的 界限 
能 给 定 的 情况 外 ,由 无 穷 级 数 所 表示 的 值 就 不 能 精确 地 知道 ,就 名 
了 ;因此 ,必须 假定 我 们 只 运用 这 些 级 数 的 前 几 项 ,必须 找到 余 项 
包含 于 其 中 的 这 个 界限 。 

我 们 把 这 个 注 记 运用 到 方程 


3 一 cosz 了 cos3z 十 Beossz 二 cos7z。 


cos(2m 一 3)z cos(2m— 1)z 


机 2m 一 3 2m 一 1 


中 。 它 的 项 数 是 侦 数 ,用 mn 表示; 由 此 推 得 方程 好 一 总 2 ,因此 
我 们 可 以 由 分 眉 积 分 推出 4 的 值 .现在 ,由 于 和。 是 z 的 函数 ,所 
以 积分 | dz 可 以 分 解 成 由 和 所 期 望 的 一 样 多 的 项 所 组 成 的 级 


数 。 例 如 ,我们 可 以 写成 
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[wae= oe se] w+ 澡 3 fa wf fw 
-J {AB) f/f). 


i 
用 "表示 sin2mz, 用 表示 secz ,我 们 得 到 


2 一 < 一 下:secreos2mz 十 bsec zsin 2mrt ts 35Sec'Tcos2mz 


2m 
Se J]: 宕 3 3 § cos2mz)。 
186. 现在 需要 确定 使 完成 这 个 级 数 的 积分 
或 3 (uceer)eos2mz) 包含 于 其 中 的 界限 。 为 了 形成 这 个 积分 ， 


必须 对 弧 z 给 定 从 这 个 积分 开始 的 下 限 0 一 直到 这 个 弧 的 最 后 值 
z 的 无 数值 ;对 于 z 的 每 一 个 这 样 的 值 ,都 必须 确定 微分 dCsec"z) 的 
值 和 因子 cos2mz 的 值 ,并 且 必须 加 上 所 有 部 分 积 :现在 ,可 变 因子 
cos2mz 必然 是 一 个 或 正 或 负 的 分 数 ; 因 此 ,在 分 别 乘 以 这 些 分 数 
后 ,这 个 积分 由 微分 r(sec"z) 的 可 变 值 的 和 而 形成 .这样 , 当 从 z=0 
一 直 取 到 x 时 ,这 个 积分 的 总 值 比 这 些微 分 4(sec”z) 的 和 要 小 , 反 
过 来 取 , 则 它 比 这 个 和 要 大 :因为 ,在 第 一 种 情况 下 ,我 们 是 用 常量 
1 来 代替 可 变 因子 cos2mz, 在 第 二 种 情况 下 ,我 们 是 用 一 1 来 代替 
这 个 因子 :现在 ,这 些微 分 4(sec”z) 的 和 ,或 同样 地 ,从 z==0 所 取 的 
积分 facseor) ,是 sec’z 一 sec”0;sec”r 是 z 的 某 个 函数 ,sec"0 是 这 
个 函数 在 弧 z 为 0 的 假定 下 所 取 的 值 。 
因此 ,所 求 积 分 包含 在 
十 (sec”z 一 sec"0) 和 一 (sec”z 一 sec”0) 
之 间 ; 邑 ,用 表示 一 个 或 正 或 负 的 未 知 分 数 ,我 们 总 有 


| {f d(secwr )cos2mz} = k(sec"z 一 sec”0)。 


因此 我 们 得 到 方程 
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2y=c 一 og 2mz 十 = zsin2 mz 二 1 ‘SEC"7COS2INT 


2m 22m? 23m3 


i 下 Geex 一 wo0) ， 


其 中 量 5 Cseez 一 see"0) 严 格 表示 这 个 无 穷 级 数 的 所 有 后 面 那些 


项 的 和 。 
187. 如 果 我 们 只 研究 了 两 项 ,那么 我 们 有 方程 


和 k 
2y=c 一 及 Seczcos2mz 十 Bam TSin2mz 十 721 (sec'z 一 sec'0) 。 


由 此 得 到 ,我们 可 以 用 和 我 们 所 希望 的 一 样 多 的 项 来 展开 y 值 , 并 
精确 地 表示 这 个 级 数 的 余 项 ;因此 我 们 得 到 一 组 方程 


k 
2y=c— secxcos2mz 十 gam (secz 一 sec0) ， 


1 1 大 
23 一 “一 Seczcos2mz 十 3275SeC zsin2mz Zam ez sec'0)， 


= = Me 
2y=° Drs2mz 十 Dam zsin2mz 十 Sec zcos2mz 


ee Es (sec"z— sec”0) 。 


进入 这 些 方程 的 数 上 不 完全 相同 ,在 每 个 方程 中 , 它 表示 总 包 
含 在 1 和 一 1 之 间 的 某 个 量 ;m 等 于 级 数 


1 1 1 
cosz 一 了 cos3z 中 8cos5z = Tcos(2m 1)z 


的 项 数 ,这 个 级 数 的 和 由 y 表示 。 

188. 如 果 给 定数 m, 且 无 论 这 个 数 多 大 ,我 们 都 可 以 象 我 们 
所 希望 的 那样 严格 确定 y 值 的 可 变 部 分 ,那么 我 们 就 可 以 应 用 这 
些 方程 。 如 果 数 m 象 假定 的 那样 是 无 穷 的 ,那么 我 们 只 考虑 第 一 
个 方程 ;显然 ,常数 后 的 两 项 变 得 愈 来 愈 小 ;因此 ,在 这 种 情况 下 ， 
2y 的 精确 值 是 常数 c; 这 个 常数 由 在 y 值 中 假定 z 一 0 而 确定 ,因此 
我 们 得 到 


1 oos7z + Leos9z 


1 
cos3z 十 5 cos5z 7 9 


LA 
4 3 
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现在 容易 看 出 ,如 果 弧 z 小 于 去 7, 则 结果 必然 成 立 。 事实 上 ， 


当 对 这 个 弧 赋 予 与 去 + 搁 得 象 我 们 所 希望 的 那样 近 的 一 个 确定 值 
XX 时 ,我 们 总 可 以 对 m 给 定 一 个 充分 大 的 值 ,使 得 完成 这 个 级 数 
的 项 六 (seez 一 see0) 变 得 小 于 任 一 个 量 ; 不 过 ,这 个 结论 的 正确 性 
以 项 secz 不 能 取 超出 所 有 可 能 界限 的 值 这 样 一 个 事实 为 基础 。 由 
此 得 到 ,同一 推理 不 能 运用 于 氏 :不 小 于 去 + 的 情况 。 


同样 的 分 析 可 以 运用 到 表示 去 和 logeosz 的 值 的 级 数 上 去 ， 
用 这 种 方法 ,我 们 可 以 给 定 变量 所 必须 包含 在 内 的 界限 ,以 使 分 析 
结果 不 带 任何 的 不 确定 性 ;此 外 ,同样 这 些 问题 可 以 用 建立 在 其 它 
原理 之 上 的 另 一 种 方法 来 处 理 ,0 

189， 一 个 固体 薄片 中 的 固定 温度 规律 的 表达 式 必须 以 方程 


下 1 1 1 1 
本 一 ecosz 一 可 cos3z 十 Bs > 了 cos7z 十 可 cos9z 一 


的 知识 为 条 件 ,获得 这 个 方程 的 更 简单 的 方法 如 下 ， 
如 果 两 个 弦 的 和 等 于 去 7, 圈 周 长 的 四 分 之 一 ,那么 它们 正切 
的 积 是 1; 因 此 ,一 般 地 ,我 们 有 
1 


条 一 arc tanu 十 arc tan 0) 


符号 arctanu 表示 正切 为 + 的 弧 长 ,给 定 那个 弧 的 值 的 级 数 是 已 熟 
知 的 ;因此 我 们 有 下 述 结果 : 
1 1 


二 = 二 二 一 二 (w# 十 吉 ) 十 妆 ( 汪 十 站) 一 六 (ww 十 襄 ) 


+ He +) 


@ 参见 护 。 淹 根 (De Morsan) 的 ( 微 积分 计算 )CDjf. mad 到 Colculus) ,第 605 一 609 
页 。 一 人生- 
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如 果 现在 我 们 在 方程 (c) 和 方程 (2) 申 用 eV“! 来 代 将 w, 则 我 们 有 
i = arc tane'V 1 十 aec tane—V 1, 
和 二 x 一 cosz 一 二 cos3z 十 二 cos5z 一 二 
方程 (0) 的 这 个 级 数 总 是 发 散 的 ,方程 (5) (第 180 目 ) 的 级 数 
总 是 收敛 的 ; 它 的 值 是 证 = 或 一 让 7 


cos7z 十 下 cosgz- 


第 四 节 
通 解 


190. 现在 我 们 可 以 构造 我 们 所 提出 的 这 个 问题 的 全 部 解 ; 因 
为 ,在 方程 (5) 的 系数 (第 169 目 ) 确 定之 后 , 剩 下 的 就 只 是 代入 它 
们 而 已 ,我 们 有 


0 os 1 a, 1 ss, 1-nm i 
4 一 ecosy 3e cos3y 十 5e ‘cosDy 7° ‘COsT¥ 十 :**， 


这 个 。 什 满足 方程 合十 客 一 01 当 我 们 对 给 定 一 个 等 于 雪 7 
或 一 地 + 的 值 时 , 它 变 成 零 ! 最 后 , 当 + 为 零 ,y 包含 在 一 去 7 到 
十 去 7 之 间 时 , 它 等 于 1。 因 此 ,这 个 问题 的 所 有 物理 条 件 部 被 满 


， 足 ,无 疑 ,如 果 我 们 对 这 个 薄片 的 每 一 点 都 给 定 方程 (a) 所 确定 的 
温度 ,同时 基底 4 保持 温度 1, 无 穷 边 8 和 0 保持 温度 0, 那 么 ,这 
个 温度 系统 中 就 不 可 能 发 生 任何 变化 。 

191,， 由 于 方程 (e) 右 边 呈 极其 收敛 的 级 数 形式 ,所 以 总 容易 
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从 数值 上 来 确定 坐标 > 和 4 已 知 的 一 点 的 温度 。 这 个 解 引出 各 种 
必须 注意 的 结果 ,因为 它们 也 属于 这 个 一 般 理论 。 

如 果 其 固定 温度 被 考虑 的 点 mm 离 原 点 4 很 远 ,那么 方程 (a) 
右边 的 值 就 很 接近 于 等 于 eeosy; 如 果 > 无穷 , 则 它 简化 成 这 一 项 

方程 = 车。-"e-*cosy 也 表示 一 旦 形成 便 保持 不 变 的 国体 的 状 
态 ;方程 ,= 各。-*eos3y 表示 的 状态 亦 如 此 ,一 般 地 ,这 个 级 数 的 
每 一 项 都 对 应 具有 这 同样 性 质 的 一 个 特殊 状态 。 所 有 这 些 局 部 系 
统 都 同时 存在 于 方程 () 所 表示 的 系统 之 中 ;它们 被 着 加 , 热 运 动 
相对 于 它们 的 每 一 个 而 发 生 , 就 象 它们 单独 存在 一 样 .在 与 这 些 项 
的 任 一 个 相对 应 的 状态 中 .基底 4 的 点 的 固定 温度 都 互 不 相同 ， 
这 是 未 满足 这 个 问题 的 唯一 条 件 ;但 是 ,由 所 有 这 些 项 的 和 所 产生 
的 一 般 状态 则 满足 这 个 特殊 条 件 ， 

随 着 我 们 考虑 其 温度 的 点 离 原 点 愈 远 , 热 运 动 就 全 不 复杂 : 因 
为 只 要 距离 * 充分 大 ,级 数 的 每 一 项 相对 于 它 前 面 的 项 就 非常 小 ， 
因此 ,对 于 受热 薄片 离 原点 愈 来 全 远 的 部 分 ,薄片 的 状态 就 明显 地 
由 前 三 项 ,或 前 两 项 ,或 仅仅 由 第 一 项 来 表示 。 

， 纵 坐标 测量 固定 温度 "的 这 个 曲面 ,由 许多 特殊 面 的 纵 坐 标 
相 加 而 成, 这 些 特殊 面 的 方程 是 


A Na __ 


ew TO3 
了 一 e “cosyy 


4 一 了 eicos3y， rai Be “cos5y,""*。 


当 z 无 穷 时 ,这 些 方程 的 第 一 个 与 这 个 一 般 曲面 重合 ,它们 有 
一 个 公共 的 渐 近 面 。 

如 果 把 它们 纵 坐标 的 差 * 一 wm 看 作 是 一 个 曲面 的 纵 符 标 , 那 
么 当 z 无 穷 时 ,这 个 面 就 与 方程 为 村 rs 一 一 二-wcos3y 的 面 重合 。 
这 个 级 数 的 所 有 其 它 项 都 产生 类 似 的 结果 。 

如 果 在 原点 的 截面 不 是 如 在 实际 假定 中 的 那样 由 平行 于 y 轴 
的 直线 转 成 ,而 是 两 个 对 称 部 分 所 组 成 的 任 一 图 形 ,那么 我 们 会 再 
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次 得 到 同样 的 结果 因此 显然 ,特殊 值 
ae ‘cosy, be” cos3y,ce ScosDy,*** 

在 本 身 的 物理 问题 中 有 其 来 源 ,与 热 现象 有 一 种 必然 联系 ,它们 每 

一 个 都 表示 热 在 两 个 无 穷 边 保持 恒温 不 变 的 一 个 矩形 薄片 中 据 以 

产生 和 传导 的 简单 模型 。 这 个 一 般 温度 系统 总 是 由 许多 简单 系统 

复合 而 成 ,对 于 它们 的 和 的 表达 式 , 只 有 系数 a,5,c,4,… 是 任意 

的 。 

192， 方程 (a) 可 以 用 来 确定 在 其 原点 受热 的 矩形 薄片 中 的 
水 恒 热 运动 的 一 切 情况 。 例 如 ,如 果 要 问 热 源 的 消耗 怎样 , 即 在 一 
给 定时 间 内 , 流 过 基底 4 并 补充 流 进 冷 物质 和 C 中 的 热量 是 多 
少 ;那么 我 们 必须 认为 垂直 于 ， 轴 的 热流 量 由 一 K 空心 表 示 。 因 
此 ,在 时 刻 必 内 流 过 该 轴 的 一 部 分 也 的 热量 是 


dv 
K dydt 


当 温度 永福 不 变 时 ,单位 时 间 内 的 总 热流 量 是 一 K 人 由. 为 确定 经 
过 基底 的 总 热量 ,必须 在 y= 一 去 + 和 y= 十 去 "的 界限 内 对 这 个 
表达 式 积分 ,或 同样 地 ,必须 从 y=0 到 y= 方 积分 ,使 结果 翻 一 倍 。 
量 几 是 z 和 ? 的 函数 ,其 中 必须 使 * 等 于 0, 以 使 计算 能 针对 与 ? 
轴 重 合 的 基底 4。 因 此 ,热源 消耗 的 表达 式 是 2 | (一 人 爸 妇 )。 这 


个 积分 必须 从 y=0 取 到 y 一 二 =, 如 果 在 函数 们 中 ,假定 = 不 等 于 
0. 而 是 +x, 那么 ,积分 将 是 的 函数 , 它 表示 在 单位 时 间 内 流 过 
与 原点 相距 z 的 一 个 模 蕉 边 的 热量 。 

193。 如 果 我 们 想 确定 在 单位 时 间 内 流 过 在 薄片 上 所 引 的 平 


行 于 边 B 和 C 的 -条 直线 的 热量 ,那么 我 们 运用 表达 式 一 K 全 
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让 它 乘 以 所 引 的 直线 基 元 如 ,然后 在 这 条 直线 的 给 定 边界 之 间 对 
z 积分 ;因此 ,积分 | (一 K 多 r) 表 示 有 多 少 热流 过 这 玫 条 直线 ; 


如 果 在 积分 前 后 我 们 使 y 一 去, 则 我 们 确定 在 单位 时 间 内 从 这 个 
薄片 经 过 无 穷 边 C 所 逃逸 的 热量 。 接 着 我 们 可 以 对 最 后 这 个 量 和 
热源 的 消耗 进行 比较 ;因为 热源 必然 不 断 提供 流 进 物 质 和 0C 的 
热 ,如 果 这 种 补偿 不 是 在 每 一 时 刻 都 存在 ,那么 这 个 温度 系统 就 是 
变化 的 。 

194， 方程 (a) 给 出 

一 下 时 一 华 (oreosy 一 orcos3g 十 ecos5g 一 oreos73 十 …) 
乘 以 dy, 并 从 y=0 积分 ,我 们 有 


(orsiny 一 yesingy + Besinsy 一 Do-rsin7y + …) 要 
如 果 令 4 一 序 "使 这 个 积分 翻 一 信 , 则 我 们 得 到 
至 (<- er dest der 十 … .小 ， 


它 是 在 单位 时 间 内 经 过 与 基底 平行 且 与 基底 相距 z 的 一 条 直线 的 
热量 表达 式 。 
我 们 从 方程 (ao) 还 可 推出 


一 天 2 可 华 Cersiny 一 e-Ysin3y 十 e-sesin5y 一 e-7zsin7y 十 …): 


因此 ,从 :=0 所 取 的 积分 | 一 K( 守 ) 二 等 于 


等 {(1—e™*)siny— (1 a 二 (1—e )sin5y 


一 (1 一 er7z)sin7g 十 …)} 。 
如 果 从 z 为 无 穷 时 它 所 取 的 值 中 减 去 这 个 量 , 则 我 们 得 到 


(ee ‘siny $e Ysin3y 十 Bessinsy …】 3 


147 


并 且 ,一 旦 使 ?一 立 r, 我 们 就 有 经 过 从 与 原点 距离 > 的 点 一 直到 
这 个 薄片 终点 的 无 穷 边 C 的 总 热量 表达 式 , 即 
从 (o- 十 Be 十 Be 后 了 二 …) ， 

显然 , 它 等 于 同时 通过 在 这 个 薄片 上 在 与 原点 距离 z 处 所 引 
的 这 条 横 截 线 的 热量 的 一 半 . 我 们 已 经 注意 到 ,这 个 结果 是 这 个 问 
题 的 条 件 的 一 个 必然 推论 ;如 果 它 不 成 立 ,那么 这 个 薄片 位 于 这 条 
横 截 线 以 外 并 无 限 延伸 的 部 分 ,就 不 能 通过 它 的 基底 得 到 等 于 通 
过 它 的 两 边 所 失去 的 热量 ;因此 它 不 可 能 保持 自己 的 状态 ,这 与 假 
定 矛 盾 。 

195， 至 于 热源 的 消耗 ,我 们 由 在 前 一 表达 式 中 假定 z=0 而 
得 到 ;因此 它 呈 一 个 无 穷 值 的 形式 ,如 果 注 意 到 , 据 假定 ,直线 4 
的 每 一 点 的 温度 都 取 1 且 保 持 1, 那 么 其 原因 就 是 显然 的 :与 这 个 
基底 很 近 的 平行 线 也 有 与 1 相差 无 几 的 温度 :因此 ,所 有 了 紫 邻 的 冷 
物质 下 和 C 的 这 些 直 线 的 端点 向 它们 所 传导 的 热量 比 温度 下 降 
为 连续 的 和 难以 察觉 的 时 要 无 比 大 。 在 落 片 开始 的 这 一 部 分 中 ,在 
接近 8 或 C 的 这 些 端点 处 ,存在 一 个 热 尘 (a cularat of heat) ,或 说 一 
个 无 穷 热流 。 在 距离 * 变 得 明显 时 ,这 个 结果 不 成 立 。 

196， 基底 的 长 曾 用 来 表示 。 如 果 我 们 对 它 给 定 任 一 值 24， 


我 们 则 必须 用 去 7 也 代替 纪 也 用 到 乘 > 值 ,我 们 则 必须 用 去 = 二 
代替 z。 用 4 表示 基底 的 恒温 ,我 们 则 必须 用 忆 代 替 v。 在 方程 (a) 
中 作 这 些 代 换 ,我 们 有 


44/ -时 、 Xg 1 -法 my Se ny 
Bt 2 
v <(e 1COS 2 3° 2 cos3 atse Cos5 al 


一 本 eeo7 如 +…) 《CD。 


这 个 方程 精确 表示 包含 在 两 冰 块 B 和 C 和 一 个 恒定 热源 之 
间 的 一 个 无 穷 矩 形 棱柱 中 的 永 便 温度 系统 。 
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197. 我 们 由 这 个 方程 或 从 第 171 目 容易 看 到 , 热 在 这 个 固 
体 中 以 与 原点 愈 来 愈 分 开 、 同 时 指向 无 穷 面 B 和 C 的 方式 传导 。 
与 基底 截面 平行 的 每 个 截面 由 在 每 一 时 刻 恢复 到 同一 强度 的 一 个 
热 波 (a wave of heat) 所 横 切 :这 个 强度 随 截 面 与 原点 变 得 愈 远 而 
愈 弱 。 与 此 类 似 的 运动 相对 于 与 两 个 无 穷 面 平行 的 任 一 平面 而 发 
生 ; 每 一 个 这 样 的 平面 由 把 它 的 热 传 到 两 侧 物 质 的 一 个 恒 波 (a 
constant wave) 所 横 切 。 

如 果 我 们 不 一 定 要 阐明 一 个 必须 确定 其 原理 的 全 新 理论 , 那 
么 包含 在 前 几 目 中 的 推导 就 不 必要 了 。 为 此 ,我 们 增加 下 述 注 记 。 

198. 方程 (a) 的 每 一 项 只 对 应 于 可 存在 于 底部 受热 .两 个 无 
穷 边 保持 一 恒温 的 矩形 薄片 中 的 一 个 特殊 温度 系统 。 因 此 , 当 基底 
的 点 有 由 cosy 所 表示 的 固定 温度 时 ,方程 =e-*cosy 就 表示 这 个 
永恒 温度 系统 。 现 在 我 们 设想 这 个 受热 薄片 是 在 所 有 方向 上 都 无 
限 延伸 的 薄片 的 一 部 分 ,用 z 和 ? 表示 这 个 平面 任 一 点 的 坐标 ,用 
v 表示 该 点 的 温度 ,我 们 可 对 这 个 全 平面 运用 方程 >“ 一 ecosy 由 
此 , 边 B 和 C 得 到 恒温 0; 但 是 邻接 部 分 BB 和 CC 的 温度 则 不 同 ， 
它们 得 到 并 保持 更 低 的 温度 。 基 底 4 在 每 一 点 有 由 cosy 所 表示 的 
永恒 温度 ,邻接 部 分 44 有 更 高 的 温度 。 如 果 我 们 作 其 纵 坐 标 等 于 
这 个 平面 每 一 点 的 永恒 温度 的 一 个 曲面 ,并且 如 果 它 被 经 过 直线 
4 或 与 直线 4 平行 的 一 个 垂直 平面 所 截 ,那么 截 线 形式 就 是 纵 坐 
标 表示 余弦 的 无 穷 和 周期 级 数 的 三 角 曲 线形 式 。 如 果 该 曲面 被 与 
z 轴 平 行 的 一 个 垂直 平面 所 截 ,那么 截 线 形式 就 是 通过 其 全 长 的 
对 数 曲 线形 式 。 

199. 由 此 可 见 这 一 分 析 怎 样 满足 假定 基底 温度 等 于 cosy， 
两 边 B 和 C 的 温度 等 于 0 的 这 两 个 条 件 。 在 我 们 表示 这 两 个 条 件 
时 ,我 们 事实 上 是 在 解决 下 述 问题 :如 果 这 个 受热 薄片 构成 一 个 无 
穷 平面 的 一 部 分 ,那么 ,为 使 这 个 系统 能 自 永 恒 , 并 使 这 个 无 穷 矩 
形 的 固定 温度 能 成 为 这 个 假定 所 给 定 的 温度 ,这 个 平面 的 所 有 点 


Ne 
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的 温度 必须 是 怎样 的 ? 

我 们 在 前 一 部 分 曾 假定 某 些 外 因 使 这 个 矩形 固体 的 面 一 个 保 
持 1 度 , 另 两 个 保持 0 度 。 这 种 效应 可 以 不 同 的 方式 来 表示 ;不 过 ， 
适合 于 这 个 研究 的 假定 在 于 把 这 个 棱柱 看 作 是 其 所 有 尺寸 都 为 无 
穷 的 一 个 固体 的 一 部 分 ,在 于 确定 包围 这 个 棱柱 的 物质 的 温度 , 因 
此 ,我 们 总 可 以 保持 与 这 个 面 有 关 的 这 两 个 条 件 。 

200. 为 确定 在 极 面 4 保持 1 度 ,两 个 无 穷 边 保持 0 度 的 一 
个 矩形 薄片 的 永恒 温度 系统 ,我 们 应 当 考虑 温度 从 已 知 的 初始 状 
态 到 作为 这 个 问题 目的 的 固定 状态 所 经 历 的 变化 ,因此 ,我 们 可 以 
确定 这 个 固体 相对 所 有 时 间 值 的 变化 状态 ,然后 假定 时 间 值 是 无 
穷 的 。 

我 们 所 采用 的 方法 不 同 , 它 更 直接 地 通 向 终极 状态 的 表达 式 ， 
因为 它 以 这 个 状态 的 一 个 独特 性 质 为 基础 .我们 现在 要 表明 ,除了 
我 们 所 表示 的 解 外 ,这 个 问题 不 可 能 有 其 它 解 .证 明 由 下 述 命 题 得 
出 。 

201. 如 果 我 们 对 一 个 无 穷 矩形 薄片 的 所 有 点 给 定 由 方程 
(a) 所 表示 的 温度 ,如 果 我 们 在 两 边 保持 固定 温度 0, 同时 基底 4 
受到 使 这 条 直线 4 的 所 有 点 都 保持 固定 温度 1 的 一 个 热源 的 作 
用 ;那么 ,这 个 固体 的 状态 不 可 能 发 生 任 何 变化 .事实 上 ,由 于 方程 


健 十 让 =0 被 满足 ,所 以 显然 (第 170 目 ), 确 定 每 个 分 子 温度 的 
热量 既 不 能 增加 也 不 能 减少 。 

在 这 同一 固体 的 不 同 点 得 到 由 方程 (a) 或 sp(z,y) 所 表示 的 
温度 后 ,假定 边 4 不 是 保持 1 度 ,而 是 给 定 和 两 条 直线 8 和 C 一 样 
的 辕 定 温度 0. 那么 保留 在 薄片 B4C 中 的 热 将 流 过 三 条 边 4,B,C， 
由 假定 , 它 得 不 到 补充 ,因此 温度 将 不 断 降低 ,它们 最 后 的 和 公共 
的 值 是 零 。 这 个 结果 是 显然 的 ,因为 ,根据 形成 方程 (a) 的 方法 , 离 
原点 4 无 穷 远 的 点 的 温度 无 穷 小 。 
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如 果 温 度 系统 不 是 v=p(z,y) ,而 是 一 一 4z,?), 则 同一 作用 
就 在 反方 向 上 发 生 ; 即 所 有 初始 负 温度 不 断 变 化 , 且 愈 来 愈 趋 近 于 
它们 的 终极 值 0, 同 时 三 条 边 4,B,C 保持 0 度 不 变 。 

202. 设 v 二 f(z,y) 是 表示 薄片 B4C 中 的 点 的 初始 温度 的 已 
知 方程 ,该 薄片 基底 4 保持 1 上 度 ,同时 边 B 和 C 保持 0 度 。 

设 v=F(z,y) 是 表示 一 个 固体 薄片 B4C 每 一 点 的 初始 温度 的 
另 一 个 已 知 方程 ,该 固体 薄片 完全 与 前 面 的 一 样 ,只 是 它 的 三 条 边 
B,4,C 都 保持 0 度 。 

假定 在 第 一 个 固体 中 , 继 终极 状态 之 后 的 变化 状态 由 方程 
“v=9(z,y, 直 来 确定 ,t 表示 历 络 时 间 , 方 程 v=p(z,y, 直 确定 第 二 个 
固体 的 变化 状态 ,第 二 个 圈 栖 的 初始 温度 是 F(z,y)， 

最 后 ,假定 和 前 两 个 相同 的 第 三 个 固体 : 设 
=f(z,g) 十 P(z, 纪 是 表示 它 初始 状态 的 方程 , 设 基底 4 的 便 温 是 
1, 两 条 边 B 和 C 的 恒温 均 为 0 

我 们 继而 表明 ,第 三 个 固体 的 变化 状态 由 方程 
v= 二 (zyyst) 十 9(z,y,t) 来 表示 。 

事实 上 ,第 三 个 固体 的 一 点 m 的 温度 是 变化 的 ,因为 其 体积 
由 MM 表示 的 那个 分 子 得 到 或 失去 一 定 的 热量 和 A。 在 时 刻 必 内 , 温 
- 度 增 量 是 


A 
cM a 


系数 。 表 示 相对 体积 的 比 热 。 同 一 点 的 温度 变化 在 第 一 个 固体 中 
是 -和 由, 在 第 二 个 固体 中 是 -和 ,字母 2 和 表示 这 个 分 子 因 所 有 
相 邻 分 子 的 作用 而 得 到 的 或 正 或 负 的 热量 .现在 容易 看 出 ,人 等 于 
4 十 D。 对 这 ~- 点 的 证 明 只 需 考虑 点 由 从 属于 这 个 薄片 内 部 ,或 必 
于 这 个 薄片 几 个 边 的 另 一 点 所 得 到 的 热量 就 够 了 。 

点 mm 的 初始 温度 由 天 来 表示 , 它 在 时 刻 由 内 向 分 子 mn 传送 
由 gi( 户 一 及 所 表示 的 热量 ,因子 % 表示 这 两 个 分 子 之 间 的 距离 的 
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某 个 函数 。 因 此 ,m 所 得 到 的 全 部 热量 是 2q1(f 一 f)d, 符 号 2 
表示 通过 考虑 作用 于 nm 的 其 它 点 mvmsymi…，…* 所 得 到 的 所 有 项 
的 和 ; 即 用 9%:,f, 或 of: 或 of Et 代替 gi ,fi。 同样 ,我 们 会 发 
现 22q(F, 一 F) 是 由 第 二 个 固体 的 同一 点 m 所 得 到 的 全 部 热量 的 
表达 式 ;因子 % 与 项 2yg (f 一 用 中 的 一 样 ,因为 ,这 两 个 固体 由 
相同 的 物质 组 成 , 且 点 的 位 置 相同 ,这 样 ,我 们 有 
d= Dafi— Pa 和 D= Par — Rd 
由 同一 原因 ,我 们 可 以 得 到 
A= Da{fit+FR— (f+ Fd 


因此 
人 =4+D 和 使 = 襄 十 高. 

由 此 得 到 ,第 三 个 固体 的 分 子 m 在 时 刻 & 内 得 到 与 同一 点 在 : 
前 两 个 固体 中 所 得 到 的 两 个 增 量 的 和 相等 的 温度 增 量 .因此 ,在 第 
一 时 刻 末 , 初 始 假定 仍然 成 立 , 因 为 第 三 个 固体 的 任 一 分 子 都 有 与 
在 其 它 两 个 固体 中 所 有 的 温度 的 和 相等 的 温度 .因此 ,这 同一 关系 . 
在 每 一 时 刻 开始 时 都 存在 。 即 ,第 三 个 固体 的 变化 状态 总 可 以 由 方 
程 


v= $7,9,t) + blr,y,t) 
来 表示 。 

203. 前 述 命题 可 应 用 于 与 均匀 的 或 变化 的 热 运动 有 关 的 一 
切 问题 。 它 表明 ,这 个 运动 总 可 以 分 解 成 几 个 别 的 运动 ,其 中 每 一 
个 都 分 别 起 作用 ,就 象 它们 单独 存在 一 样 。 这 种 简单 作用 登 加 是 热 
理论 的 基本 原理 之 一 。 在 本 研究 中 ,我 们 正 是 用 一 般 方程 的 性 质 来 
表示 它 , 并 根据 热传导 原理 而 推出 其 根源 的 。 

现在 设 *=b(z,y) 是 方程 (a), 它 表示 在 基底 4 受热 且 边 B 和 
C 保持 0 度 不 变 的 固体 薄片 B4C 的 永恒 状态 ;由 假定 ,这 个 注 片 的 
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初始 状态 是 这 样 的 : 除 基底 4 的 那些 点 的 温度 是 1 外 , 它 所 有 其 它 
点 的 温度 都 是 0。 这样 ,我 们 可 以 把 这 个 初始 状态 看 作 是 由 两 个 其 
它 状 态 所 组 成 的 ,在 这 两 个 状态 的 第 一 个 中 ,初始 温度 是 
一 8(z,y), 三 条 边 均 保持 0 度 ,在 第 二 个 中 ,初始 温 麻 是 十 pz,y)， 
两 条 边 8 和 C 保持 0 度 ,基底 4 保持 1 度 ;这 两 个 状态 的 到 加 等 于 
假定 的 初始 状态 ,这 样 , 剩 下 的 只 需 考 查 在 这 两 个 部 分 状态 的 每 一 
个 中 的 热 运动 就 网 了 。 现 在 ,在 第 二 个 状态 中 ,温度 系统 不 可 能 经 
历任 何 变化 ;在 第 一 个 状态 中 ,我 们 已 经 在 第 201 目 中 注意 到 , 温 
度 将 连续 变化 ,并 且 最 后 以 0 结束 .因此 ,严格 意义 上 的 终极 状态 ， 
是 由 方程 。=p(z,y) 或 方程 (a) 所 表示 的 状态 。 

如 果 这 个 状态 一 开始 就 形成 ,那么 它 将 自行 存在 ,并 且 , 它 就 
是 我 们 用 以 确定 这 个 状态 的 性 质 。 如 果 我 们 假定 这 个 固体 薄片 处 
下 
隐 消 失 的 部 分 状态 。 经 过 相当 长 的 时 间 之 后 ,这 个 着 接近 于 直 ，, 
定 温度 系统 不 发 生 任何 变化 ,因此 ， 变化 温度 全 来 太 收 伊予 与 志 
热 无 关 的 终极 状态 。 

204， 由 此 我 们 看 到 ,终极 状态 是 唯一 的 ;因为 ， 若 设想 第 二 
个 终极 状态 , 则 第 二 个 和 第 一 个 的 差 则 形成 一 个 部 分 状态 ,虽然 三 
条 边 4,8,C 保持 0 度 ,但 是 这 一 个 部 分 状态 仍 应 是 自 存在 的 。 现 
在 类 似 地 ,如 果 我 们 假定 与 从 原点 4 所 流 过 的 热源 无 关 的 另 一 个 
热源 ;那么 这 个 最 后 效应 不 可 能 发 生 ; 此 外 ,这 个 假定 不 是 我 们 已 
经 处 理 过 的 问题 的 假定 ,在 我 们 的 问题 中 ,初始 温度 为 0。 显然 ,高 
原点 很 远 的 部 分 只 能 得 到 极 小 的 温度 。 

由 于 必须 确定 的 终极 状态 是 唯一 的 ,所 以 由 此 得 到 ,所 提出 的 
这 个 问题 只 有 等 于 方程 () 的 解 ,不 可 能 有 别 的 解 。 我 们 可 以 对 这 
个 结果 给 出 另 一 种 形式 ,不 过 ,我 们 既 不 可 能 扩充 也 不 可 能 限制 这 
个 解 而 不 改变 它 的 精确 性 。 

我 们 在 本 章 所 阐明 的 这 个 方法 首先 在 于 得 出 符合 这 个 问题 的 
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几 个 很 简单 的 特殊 值 ,在 于 使 这 个 解 更 一 般 , 从 而 使 "或 %z,y) 能 


满足 三 个 条 件 , 即 
ev dp 本 1 
I 0, $(r,0) 王 1， 4Gz, 士 有 37) = 0。 


显然 ,我 们 也 可 以 按 相反 的 次 序 进行 ,所 得 到 的 解 必然 和 前 面 
的 一 样 。 我 们 不 打算 讨论 这 些 细 节 , 因 为 一 旦 得 到 解 ,这 些 细节 就 - 
很 容易 补充 。 我 们 只 在 下 一 节 为 函数 9(z,y) 给 出 一 个 值得 注意 的 
表达 式 ,函数 $(z,y) 的 值 在 方程 (a) 中 曾 以 一 个 收敛 级 数 展开 。 


第 五 节 
解 的 结果 的 有 限 表达 式 


205， 前 述 解 应 当 根据 方程 浅 十 台 一 09 的 积分 推出 ,该 方 

程 的 任意 函数 符号 内 包含 有 虚 量 。 此 处 我 们 只 注意 积分 
5 一 gz 十 yV 一 1T) 十 %z 一 9V 一 1 
与 方程 
下 一 ecosg 一 Fevcos3y 二 Be -seossy -se 

所 给 定 的 v 值 有 明显 的 关系 。 

事实 上 ,用 余弦 的 虚 式 代 蔡 余 弦 ,我们 有 

eV 1 eV 


a 


@@ 格雷 区 里 从 
jm cos(y 二)sD) +sin(y 直 ) ?7 
的 形式 得 出 这 个 结果 。《 剑 桥 数学 学 报 》, 第 1 卷 ,第 105 页 。 一 一 A.F. 


154 


pee VC 


第 一 个 级 数 是 z 一 y VW 一 1 的 函数 ,第 二 个 级 数 是 z 十 y 一 1 
的 相同 函数 。 

比较 这 些 级 数 和 z 的 正切 函数 中 arctanz 的 已 知 展开 式 , 我 们 
立即 看 到 ,第 一 个 级 数 是 arctane“ 7 ,第 二 个 是 
arc tane— (z++y VT); 因此 ,方程 (a) 有 有 限 形式 
=arc tane™- e+ VD +are tane- -VD 0 (B) 。 


在 这 个 形式 中 , 它 与 通 积分 
v=9(z+y V 二 1 十 %(z 一 JW 一 1 (A) 
相符 。 函 数 9(z) 是 arc tane 一 ,函数 %(2 亦 如 此 。 
如 果 在 方程 (8) 中 ,我 们 用 ?表示 右边 第 一 项 ,用 9 表示 第 二 
项 ,那么 我 们 有 


Em =p 二 gg tanp = er tr 


en” 2 
因此 tan(p+ 4g) 或 2 一生， 


Vn, tang = eV -0D; 


这 样 我 们 推出 方程 eare [人 本 

这 是 我 们 可 据 以 表述 该 问题 的 解 的 最 简 形 式 。 

206. 4 或 6(z,y) 的 这 个 值 满足 与 图 体 边界 有 关 的 条 件 , 即 
=0 和 6(0.)=1: 它 也 满足 一 般 方程 品 十 一 0, 因 为 
方程 (0) 是 方程 (3) 的 一 个 变换 。 因 此 它 严格 表示 这 个 永恒 温度 系 
统 ;由 于 那个 状态 唯 -, 所 以 ,不 可 能 有 更 一 般 或 更 严格 的 任何 其 
它 解 。 

当 林 知 数 zy 中 有 两 个 是 已 知 的 时 ,由 表 , 方 程 (C) 提 供 另 
- -个 术 知 数 的 值 ; 它 非常 清楚 地 指明 其 纵 坐 标 是 这 个 固体 薄片 一 


dz 士 


个 已 知 点 的 水 恒温 度 的 那个 曲面 的 性 质 .最 后 ,我 们 由 这 同一 方程 
得 到 判断 热 在 两 生 直 方向 中 所 流 过 的 速度 的 微分 系数 全 和 人 党 
值 ,我 们 因而 知道 在 任何 其 它 方向 的 热流 量 的 值 。 

因此 ,这 两 个 系数 被 表示 成 

di bs 下 济 

人 2eosr( ez 十 和 十 
dv eR 
wy zsiny( 外 十 5 十 e- :) 。 

我 们 可 以 注意 到 ,在 第 194 目 中 , 昱 的 人 ,以 及 儿 的 值 , 由 无 穷 
级 数 给 出 ,用 虚数 矫 代替 三 角 函 数值 ,我 们 很 容易 得 到 这 些 级 数 的 
和 。 

我 们 现在 所 处 理 的 这 个 问题 ,是 我 们 在 热 的 理论 中 ,或 更 准确 
地 说 ,在 需要 运用 分 析 的 这 个 理论 的 那 部 分 中 所 解决 的 第 一 个 问 
题 。 不 管 我 们 是 利用 三 角 函数 表 , 还 是 利用 收敛 级 数 , 它 都 提供 很 
简单 的 数值 应 用 , 它 严格 表示 热 运动 的 一 切 情况 ,我 们 现在 转 到 更 
一 般 的 考虑 上 来 。 


第 六 节 
任意 函数 的 三 解 级 数 展开 


207. 抵 形 固体 中 的 热传导 问题 导致 方程 呈 十 2 一 0 如 果 
假定 这 个 固体 某 个 面 的 所 有 点 有 相同 的 温度 ,那么 我 们 必须 确定 
级 数 


acosr 十 bcos31 二 -ecos5z 十 dcos7z 十 … 
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的 系数 sbvcvd,… ,使 得 只 要 弧 = 包含 在 一 翅 z 到 十 去 = 之 间 , 这 
个 函数 的 值 就 等 于 一 个 常数 。 虽然 我 们 刚才 已 经 给 出 这 些 系数 的 
值 ; 但 此 处 我 们 只 处 理 了 一 个 更 一 般 问题 的 一 个 个 别 情况 ,这 个 更 
一 般 的 问题 在 于 以 多 重 弧 的 正弦 或 余弦 的 无 穷 级 教 来 展开 任 一 函 
数 。 该 问题 与 偏 微分 方程 理论 相 联系 ,并 且 , 自 那 种 分 析 产生 以 来 ， 
人 们 就 一 直 试图 解决 它 .为 了 对 热传导 方程 进行 适当 积分 ,我 们 有 
必要 解决 这 个 问题 。 我 们 现在 开始 解释 这 个 解 。 

首先 ,我 们 考虑 需要 把 其 展开 式 只 含 变量 奇数 赛 的 函数 化 成 
一 个 多 重 弧 的 正弦 级 数 的 情况 。 用 4(z) 表 示 这 样 一 个 函数 ,我 们 
则 准备 方程 

$(z) = asinz 十 jsin2z 十 csin3z 十 dsin4z 十 …， _ 

在 这 个 方 种 中 ,需要 确定 系数 a,5,c,4，,…… 的 值 。 我 们 先 把 方程 写 
成 


es 0 起 5 SS 
4g(z) 一 未 (0) 十 [EEY% "+ Yo 十 [2 + EE (0) 十 ， 


其 中 内 (0) ,如 (0), 如 (0) , 妨 (0),… 表 示 系 数 


dp(z) dp(z) dbz) dp(7z) 
dz "dr ， dz ”dz 


在 我 们 假定 其 中 +=0 时 所 取 的 值 。 因 此 ,根据 z 的 蜗 用 方程 
(1) 一 4z 5 各 + 第 -2 车 +5 外 
来 表示 这 个 展开 式 ,我 们 有 


$(0) 一 0， 办 (0) = 4， 
(0) = 0， (0) 一 一 B， 
$" (0) = 0, 和 $" (0)=0C, 


$" (0) = 0, 名 (0) =—D 


如 果 我 们 现在 比较 前 述 方程 和 方程 
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gz) = asinz 十 jsin2z 十 csin3z 十 dsin4z 十 esin5z 十 …， 
那么 ,以 z 的 宪 展 开 右边 ,我 们 有 方程 
4 一 a 十 25 十 3c 十 和 十 5e 十 … 
B 二 a 十 2 十 33c 十 43d 十 53e 十 *… 
C= 二 a 十 2b 十 33c 十 45d 十 55e 十 *… (qa), 
了 一 a 十 22 十 37c 十 47d 十 57e 十 … 
B=a 二 2% 十 3c 十 43d 十 53e 十 *… 

这 些 方程 用 于 求 出 数目 无 穷 的 系数 a,b,c,d,e，,……。 为 确定 
它们 ,我 们 首先 把 未 知 数 数目 看 作 有 限 的 , 且 等 于 mi 因此 ， 我 们 删 
去 前 m 个 方程 之 后 的 所 有 方程 ,并 且 从 每 个 方程 中 略 去 右边 我 们 
保留 的 前 m 项 之 后 的 所 有 项 。 由 于 总 数 mn 被 给 定 ,所 以 系数 a4,b， 
c,d,e,"… 已 经 固定 由 消 元 所 能 得 到 的 值 。 如 果 方 程 和 未 知 数 数目 
一 个 一 个 地 增 大 ,那么 同一 个 量 可 以 得 到 不 同 的 值 。 因 此 ,这 些 系 
数 的 值 随 我 们 增加 应 确定 它们 的 系数 和 未 知 数 的 数目 而 变化 。 我 
们 需要 求 出 在 方程 的 数目 增加 时 ,未 知 数 的 值 所 不 断 收敛 的 极限 。 
这 些 极限 是 满足 前 面 那些 方程 的 未 知 数 在 其 数目 无 限时 的 真正 
值 。 

208. ”这样 ,我 们 依次 考虑 这 样 一 些 情况 ,在 这 些 情况 中 ,我 
们 必须 用 一 个 方程 确定 一 个 未 知 数 , 用 两 个 方程 确定 两 个 未 知 数 ， 
用 三 个 方程 确定 三 个 未 知 数 ,以 此 类 推 ,以 至 无 穷 。 

与 系数 的 值 必定 从 中 导出 的 那些 方程 类 似 ,假定 我 们 把 不 同 
的 方程 组 表示 如 下 : 

0 一 4 az 十 202 一 4z， aa 十 2 十 3c: 一 4:， 

qz 十 23b2 二 B,， aq 十 235: 十 33c: 一 有 
aa 十 250 十 35c: 一 C: 
oa 十 20 十 3c 十 40 一 44 
at 十 2354 十 33c 十 43d4 一 Bi 
a 二 250 十 35c 十 45d4 一 C 
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ai 十 20 十 3c 二 4d 一 Di， 


qs 十 2bs 十 3cs 十 4ds 十 5e: 一 As， 
as 十 230s 十 33cs 十 43d5 十 53es 二 Bs， 
05 十 25bs 十 35cs 十 hds 十 55es 一 Cs， 
gas 十 27bs 十 37cs 十 和 ds 十 S57es= Ds， 
as 十 23bs 十 33cs 十 49ds 十 59es 二 Bsneenenn(b)。 


如 果 现 在 我 们 用 包含 和 ,Bs,Cs ,Ds ,Es，… 的 五 个 方程 消去 最 
后 的 未 知 数 ,那么 我 们 得 到 
5(52 一 12) 十 205(52 一 22) 十 3cs(52 一 32) 十 44s(5: 一 全 ) 一 5?45 一 5， 
05( 时 一 12) 十 2305(052? 一 22) 十 33cs(5 一 357 十 43ds(5? 一 可 ) 一 52B5 一 Cs， 
65(5? 一 1 十 2505(52 一 22) 十 35cs(5: 一 357 十 45ds(5: 一 43) 一 5Cs 一 D5， 
5(5 一 12) 十 2706(52 一 22) 十 37cs(5: 一 3 十 4745(5? 一 42) 


， 一 52Ds 一 Bs。 
在 第 三 个 方程 组 的 四 个 方程 中 用 

(5? 一 1?)as qs 

(5? 一 22)bs bs 

(5? 一 32)cs 代 普 cdy 

(5? 一 42)ds di, 
并 且 用 

5245 一 Bs 4 

52Bs 一 Cs B,, 

52Cs 一 Ds 代替 Cs 

52Ds 一 Es Di， 
我 们 就 可 以 从 中 导出 这 四 个 方程 。 


由 类 似 的 代 换 ,我 们 总 可 以 从 对 应 于 m 个 未 知 数 的 情况 过 渡 
到 对 应 于 m 十 1 个 未 知 数 的 情况 。 依 次 写 出 对 应 于 这 些 情况 中 某 
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一 种 的 各 个 量 之 间 的 所 有 关系 和 对 应 于 随后 那 种 情况 的 各 个 量 之 
闻 的 所 有 关系 ,我 们 就 有 

ai 一 az(2: 一 1)， 

az 一 03(32 一 1), 思 一 六 (3 一 22)， 

qa3=ai(4—1) ,b=h(4—27) ,c=c (4 —3°), 

0 一 a5(5 一 1) ,b=bs(5—2),c,=cs(5—32) ,d=ds(5—4°), 

as=as(6’—1),bs=bs(6*—2?) ycs 一 cs(62 一 32) ,ds 一 ds(62 一 和)， 

es 一 ee(62 一 52)， 

Sp > 号 ce) 


我 们 还 有 

一 24: 一 Bz， 
4: 一 34: 一 Bs,B: 一 3B: 一 Cs， 
省 一 444 一 Bi,B: 一 4B4 一 CC 一 4C4 一 Di， 
A'=54s—Bs,B=5Bs—Cs,C,=5Cs—D;,D,=5Ds— Bs, 

ooo e0000 oorecsesroossseoss (dd) * 
由 方程 Co) 我 们 得 到 ，- 旦 用 ， ed oud, i 表示 其 数目 无 限 
的 这 些 未 知 数 ,我 们 就 肯定 有 


1 
“一 (一 13 二 1 一 (5 一 1 


(3 — 2 (4 — 5 — 23)062 二 225， 
C3 
TO 9) — 9) — FC — 93)" 
d= a 
(时 一 4) (6 — 7 — 4) (8 — 4 
ee Ce 
209. 这 样 , 剩 下 的 就 是 确定 oi,5.,c3,d4,es，,…… 的 值 ;第 一 


* “〈d) 方 程 组 各 行 中 的 数 应 当 平方 。 
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个 由 41 进入 其 中 的 一 个 方程 来 给 定 ; 第 二 个 由 4.Bs 进入 其 中 的 
两 个 方程 给 定 ;第 三 个 由 4sBsC; 进入 其 中 的 三 个 方程 给 定 ; 余 此 
类 推 。 由 此 得 到 ,如 果 我 们 知道 
A1,A2B,, As3BsC3, AsBiCDs ,~ 
的 值 ,那么 ,通过 解 一 个 方程 ,我 们 就 不 难得 到 ci , 解 两 个 方程 ,就 
得 到 az5s, 解 三 个 方程 ,就 得 到 asbscs,…… ;在 此 之 后 ,我 们 就 可 以 
确定 a,b,c,d ,ese 。 这 样 ,就 需要 由 方程 (4) 来 计算 
Ai, A2B»» AsBaCs,, AsBC Ds, AsBsCsDsEs»****** 
的 值 。 第 一 ,我 们 根据 4 和 8 得 到 4 的 值 ; 第 二 ,通过 两 个 代 换 ， 
我 们 由 4;BsC; 得 到 这 个 4 的 值 ;第 三 ,通过 三 个 代 换 ,我 们 由 
4B4C4D4 得 到 同一 个 41 的 值 ,……。4 的 逐个 值 是 
=Ah,2— B,, 
一 422，3: 一 B;(22 十 32) 十 Ca， 
一 4422.32。42 一 BC22.32 十 22.42 十 32.42) 叶 C4(22 十 32 十 径 ) 一 Di 
4 一 4522。32，42。5? 
一 B5(22。32。42 十 22，32。52 斗 22。42 一 52 十 38。 人 生平 52) 
十 Cs(22。32? 十 22，42 十 22。52 十 32。42 卡 中 。52 十 和。52) 
一 态 (22 十 3? 十 径 十 52) 十 夯 ， 
我 们 已 经 注意 到 其 中 的 规律 ,这些 值 的 最 后 一 个 ,是 我 们 要 确定 的 
值 , 它 包含 带 有 无 穷 下 标的 量 4,B,C,D,BE,……', 这 些 量 是 已 知 
的 ;它们 和 进入 方程 (o) 的 那些 量 相同 。 
把 4 的 终极 值 除 以 无 穷 积 
22. 32. 42. 52. 62……， 
则 我 们 有 
4 一 B( 刘 十 要 十 可 十 训 十 …) +c 人 (到 到 到 + Ft) 


1 全 
o[( 元 可 Ea EE 古村 让 + -)+ 
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1 1 
+E( PE EE ny) ys 


这 些 数值 系数 是 分 数 
I He 


在 去 挤 第 一 个 分 数 十 之 后 的 不 同 组 合 所 形成 的 积 的 和 。 如 果 我 们 
用 P,Q1,RisSi,71,…… 表 示 积 的 各 个 和 ,如 果 我 们 运用 方程 (e) 
的 第 一 个 方程 和 方程 ()) 的 第 一 个 方程 ,那么 ,为 了 表示 第 一 个 系 


数 a 的 值 ,我 们 有 方程 
@(22—1)(3:—1)(4:—1)(5—1).. 
22. 32. 47. Ba... 
一 4 一 BPI 十 CQ 一 DR 十 ES: 一 …， 
正如 我 们 在 下 面 将 要 看 到 的 ,现在 容易 确定 量 P,O ,Ri ,Si,T， 
…*…; 因 此 ,第 一 个 系数 a 完全 变 成 已 知 数 。 

210. 我 们 现在 必须 继续 研究 后 面 的 系数 5,c,d,e,……, 由 
方程 (e) ,它们 依赖 于 量 5.,c3,d4,es，,……。 为 此 ,我 们 运用 方程 (6)， 
第 一 个 方程 已 经 用 于 求 a 的 值 ,后 两 个 给 出 b 的 值 , 接 下 去 的 三 
个 给 出 c; 的 值 ,再 后 面 的 四 个 给 出 ds 的 值 ,……。 

一 旦 完成 这 个 计算 ,通过 对 这 些 方程 的 简单 观察 ,我们 就 得 到 
bcavd,…… 的 下 述 结果 : 

25 (1 一 22) 一 4212 一 ， 

3c: ( 王 一 32) (2 一 32) 一 431:。22 一 B (1 十 22) 十 Cs， 

dO) (2 4)(3—4)=AL 已 有 二 于 

一 BC12 . 22 十 12 各 32 十 22 . 32) 
十 C4(L1 十 2 十 32) 一 Di 


我 们 不 难看 出 这 些 方程 所 遵循 的 规律 ; 剩 下 的 只 是 确定 量 
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A1B2 ,4sBaCa ,44B4COD……。 

现在 量 4B: 可 以 由 4 BC 来 表示 ,而 后 者 可 以 由 44B4C4D 表 
示 。 为 此 ,只 需 完成 由 方程 4) 所 指明 的 代 换 就 够 了 ;这 逐次 变换 简 
化 前 面 那些 方程 的 右边 ,以 致 最 后 只 包含 带 有 无 穷 下 标的 ABCD 

…, 即 进入 方程 (a) 的 已 知 量 48CD…… ;这 些 系 数 变 成 可 以 通过 

组 合 1,2,3,4,5, 直 至 无 穷 的 这 些 数 的 平方 而 得 到 的 不 同 积 。 我 们 
只 需 注意 ,这 些 平方 的 第 一 个 1? 不 进入 a 的 值 的 系数 ;第 二 个 2? 
不 进入 5 的 值 的 系数 ;第 三 个 3: 只 从 那些 用 来 形成 的 值 的 系 
数 中 略 去 ; 余 此 类 推 , 以 至 无 穷 。 这样, 对 于 bzcsdies…… 的 值 ,因而 
对 于 bede…… 的 值 ,我 们 有 与 我 们 在 上 面 对 第 一 个 系数 al 所 得 到 
的 完全 类 似 的 结果 。 

211. ne P,Q ,Ri,S2,°" 表示 量 


rae i 


1 1 
EE 


和 1 2 
下 3 二 


L 1 
PE Ft yt Gt 


这 些 量 由 分 数 二 ,去 ,去 , 去 ,机 ,… 以 至 无 穷 的 组 合 所 形成 .为 了 确 


定 &b 的 值 ， 在 这 些 分 数 中 略 去 去, 我 们 有 方程 
12 一 2 

2b2 和 3 

一 般 地 ,在 二 ,去 , 机 , 太 , 杰 … 以 至 无 穷 的 所 有 分 数 中 删 去 去 


@ 英 译本 中 “A4B4C4" 可 能 系 “A4B4C4D4” 的 误 译 。 一 一 译 者 ， 


A— BP; 十 CQ@: — DR; + ES; 
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以 后 ,用 P,Q.R.S,…… 表 示 以 组 合 这 些 分 数 所 得 的 积 的 和 ;我 们 通 


常 就 有 确定 的 量 a1,82,c3,d4,es，,…… 的 下 述 方程 : 
I 

A—BP1+CQ1—DR+ES—*…=al Dr Ba 

《1 一 名》 
和 

2 一 32 2— 32 
4 一 BP: 十 C@: 一 DR: 十 有 :一 … 一 3cs 全 3 2, 

2 一 42)(22 一 42)(32 一 44 

4 一 BP 十 CQ 一 DR 十 ES 一 … 一 4d4 4 上 和 EE 4 )， 


4 一 BP: 十 C8: 一 有 :十 有 :一 … 一 222 


212. 如 果 我 们 现在 考查 给 出 系数 ,bc,d,…… 的 值 的 方程 
(e) ,那么 我 们 有 下 述 结果 : 
(2: 一 12)(3: 一 12)(42 一 12)(5: 一 12)…。 
2 3 47. 52. 
一 4 一 BPI 十 CQ 一 DR 十 ES 一 …， 
» 2 32) (4 —2) (5 — 2) 
I. 32. 和. 52°.. 


2! 


=4 一 BP: 十 CO: 一 DR: 十 BS: 一 …， 
(GE 一 39 (2 一 32) (和 一 32)(52 一 322… 


3 EE 5 


一 4 一 BP, 一 CO: 一 DR: 十 BES: 一 …， 
(12—4°) (2—4:) (3— 4) (5 4) 
了 07, 3 Se». 


dd 
一 4 一 BP, 十 CO 一 DR 十 ES 一 …， 


注意 分 子 和 分 母 为 使 各 自 的 两 个 自然 数 序列 完整 无 缺 所 需要 
的 那些 因子 ,我 们 会 看 到 ,第 一 个 方程 中 的 分 式 约 简 为 了 ， 去 ;第 


= 个 方程 中 的 分 式 约 简 为 一 艺 。 子 ;第 三 个 中 的 , 立 ,总 ,第 四 个 
中 ,一 站， 辣 ! 因 此 , 乘 。,25，3c,4dt，…… 的 各 个 积 ,交替 地 为 去 和 
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一 去 。 这 样 ,只 需求 P.818151 ,P82R2S;,P3Q3RsS,,…… 的 值 就 够 了 。 


为 了 得 到 这 些 值 ,我 们 可 以 注意 ,我 们 能 使 这 些 值 随 量 
1 


PeRST，,… 的 值 而 定 , 量 PORST，,… 表 示 可 由 分 数 去 , 亦 , 机 ,去 ,去 ， 


在 … 不 删 去 任何 一 个 而 组 成 的 不 同 的 积 。 
对 于 后 面 这 些 积 , 它 们 的 值 由 表示 正弦 展开 式 的 级 数 给 出 ， 因此 我 
们 用 P,@,R,S， 大 


十 + 到 让 十 训 十 吉 十 可 十 ~ 


1 ,1 
五 + + t+ ta Rt gt 


1 1 1 
12 3 lo dt 1 a ta 


太吉 本 ti 于 于 Ft 
级 数 sin* 一 :一 再 十 下 一 耕 + 
提供 量 P,8,R,S,… 的 值 。 事 实 上 ,由 于 正弦 的 值 由 方程 
rr? 2 2 2 2 
sz 一 (1 一 (一 环 ) 人 一 环 )( (1 一 霹 )… 
来 表示 ,所 以 我 们 有 
2 2 2 2 
=(1 (1 吏 )( za)(! 人 


因此 我 们 立即 得 到 
7 EF 了 ms 
i 


213， 现在 假定 P.,.,R.,8,,… 表 示 可 以 分 数 十 ,去 , 训 坟 ， 


165 


京 ,… 所 形成 的 不 同 积 的 和 ,去 已 从 这 些 分 数 中 去 掉 ," 为 任 一 束 


数 ; 我 们 需要 由 P,@,R,S,… 来 确定 P,Q@,,R.,S,,…。 如 果 我 们 用 
1 一 9P. 十 92@. — giR, + gS, 一 人 … 
表示 因子 


(1 一 名)(1 一 释 )(1 一 各)(1 一 备 )… 


的 积 , 在 上 述 因子 中 只 有 因子 (1 一 专 ) 被 略 去 ;那么 由 此 得 到 ,只 要 


n2 
用 (1 一 起 ) 乘 量 
1 — gP. + 90, — giR, + gS, — 
我 们 就 得 到 1 一 9P 十 920 一 2R 十 94S 一 …。 
这 个 比较 给 出 下 述 关系 : 
尸 十 吉 = P， 
1 
Q+ P= 0, 
十 了 .=R 
2 
& 十 二 PR. 一 8， 
n 
ban ; 
加 Pp 
LL 
1 1 
.= 一 示 P 十 豆 ， 
1 1 
R, =R— + Pw 
| 1 LL 
$,.=S + ni pr i 
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运用 P,8,R,5 等 的 已 知 值 ,并 依次 取 等 于 1,2,3,4,5,…， 
我 们 就 有 P18;R151,… 的 值 ;P28;R,S,,… 的 值 ;P30;R3S，,,… 的 值 。 
214. 由 上 述 理 论 得 到 :从 方程 
a 十 25 十 3c 十 和 十 5e 十 … 二 4， 
a 十 22 十 3ic 十 44 十 5se 十 … 一 B， 
a 十 2 十 35sc 十 4 十 5se 十 … 一 C， 
aa 十 25 十 3c 十 4d4 十 5re 十 … 一 D， 
a 十 2% 十 390 十 49d 十 5 十 … 二 B， 
“所 推出 的 a,5,c,d,e，,… 的 值 因而 表示 成 ， 


Ea 1 
一 以 各 一 下 大 十 工 各 一 局 ) 
了 .0 1 x 1 有 1 
+ 外 rtr Ls 让 种 十 评 ) ' 
4 Bo 由 
一 去 2 一 4 一 引入 去 )+ <( 香 五 多 + 二) 
bd 1 1 1 
一 人 (大 一 至 入 + 辫 乱 一 环 ) 
EM 1 1m 1 肥 
十 克 东 一 去 生 十 云 持 一 寺 种 二 到) 一 
82 1 Mm 17 1 
23e 一 4 一 区 入 一 部 )+ c( 香 一 京 在 十 床 ) 
Ea 1 1 1 
一 o( 生 一 京华 二 去 在 一 避 ) 
EM 1 1 1 到 
十 好 而 EE 地 下 十 序 ) 
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1 了 nz lr 1 

2 一 有 (在 直 )+c( 否 一 吝 息 + 让 
ba 1 1 8: 

人 (下 EE 可 

下 _ 1s,1r 1 1 

EN re 


215. 知道 了 a,8,c,d,e,… 的 值 ,我 们 就 可 以 在 所 提出 的 方 


程 

4(z) = asinz 十 bsin2z 十 csin3z 十 dsin4z 十 esin5z 十 … 
中 替换 它们 ,同样 ,不 用 量 4,8,C,D,B,…, 而 代 之 以 它们 的 值 
(0) ,gr(0),G"' (0) ,6”(0),G* (0),…, 我 们 就 有 一 般 方程 


3 =sine|y (0) +0) (G3 站 )+o'(0)( 符 去 和 + 去 ) 


+6"(0)( 匠 一 去 和 + 站- 站 二 
一 二 sain2z Ce 二 
llr, 1x 小 


+eo 人 (五 - 紊 于 + 去 硬 - 吉 )+- 


十 sin3z %(0+t(o)( 否 - 吉 )+w Co 人 (各 -二 人 + + 吉 ) 
11 
+ CO( 东 -永生 + 训 和 ~ 一 下)+…)， 
一 地 sin4z 4 0)+tto)( 吾 - 刘 ) 二 人 (Co)( 知 -点 生 + 让) 
+eo 人 (元 - 二 + 
es eCAY 
利用 上 述 级 数 ,我 们 可 以 把 其 展开 式 只 含 变量 奇 次 咕 的 任 一 
个 所 提出 的 函数 ,化 成 多 重 弧 的 正弦 级 数 。. 
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216. 出 现 的 第 一 种 情况 是 %(z)=z 的 情况 ;于 是 我 们 得 到 
(0)==1,g7(0) 二 0,6' (0) 二 0,…, 余 者 亦 同 。 因 此 ,我 们 得 到 曾 由 
欧 拉 所 给 出 的 级 数 


上. pe rs 
了 3sin3z 4 sin4z 十 加 


如 果 我 们 假定 所 提出 的 函数 是 x?, 那 么 我 们 有 
多 (0) 一 0, 如 (0) = 3,6° (0) = 0,6"(0) = 0,%, 


它们 给 出 方程 
$=( 一 BB)sinz—(#— 民 ) 坟 sin2z+ (= 一 BB) Bsnaz+.. 


从 上 一 方程 开始 ,我 们 会 得 到 同一 结果 


rz 一 Sinz 了 sin2z 所 


3 = Sinz $sin2z 十 asin3z 地 sin4z 十 …。 
事实 上 ,用 恬 乘 商 边 并 积分 ,我 们 有 
C 一 于 = cosz 一 去 cos2z 十 吉 cos3z 一 eestz 十 …5 
常数 C 的 值 是 


1 
其 和 已 知 为 支 瑟 的 一 个 级 数 。 用 二 乘 方程 
也 EE 二 -Cosr 一 去 ees2 地 吉 cos3z 一 


的 两 边 并 积分 ,我 人 有 
下 
2 

如 果 现在 我 们 不 用 z 而 用 它 从 方程 
7 = sinz 一 Dsingz + 二 sin3z 一 了 sin4z 十 … 


中 所 导出 的 值 ,那么 我 们 将 得 到 和 上 徊 一 样 的 同一 个 方程 , 即 


Bsin2r 十 六 sin3z = we 
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1 下 sn( 吾 一 去 ) sin2z( 区 去 ) 
十 anar( 下 一 训 ) 一 …。 

用 同样 的 方法 ,我 们 可 以 得 到 短 ,zx',z*,… 的 多 重 弧 的 级 数 
展开 式 ,一 般 地 ,可 以 得 到 其 展开 式 只 含 变量 奇 次 突 的 每 一 个 函数 
的 多 重 弧 的 级 数 展开 式 。 

217. 可 以 把 方程 (4) (第 215 目 ) 置 于 一 个 我 们 现在 可 指明 的 更 
简单 的 形式 中 。 oie pn nas 


4 (0) 十 (0) 十 到 于 6" (0) 十 0) + 
B ls 区 


它 表示 量 二 br)。 事 实 上 ,我 们 一 般 有 
, yn(0) 十 之 Ea 达 
gz) 一 入 0) 十 础 (0) 十 [3W(0) 十 [3 (0 + 1a" (0) 十 …。 
现在 由 假定 , 当 函 数 yz) 只 含 奇 次 医 时 ,我 们 一 定 有 
$0)==0,60"(0)= 二 0,6" (0)==0,…。 因 此 
4(z) = zp (0)+ 0 中 fe (0) 十 。 


sinz 的 系数 的 第 二 部 分 通过 用 一 去 乘 级 数 


如 (0) 十 pay (0) 十 和 "0 te 天 wo 


LB 
而 得 到 ,这 个 级 数 的 值 是 十 (7) 。 用 这 种 方法 ,我 们 可 以 确定 sinz 
.的 系数 的 不 同 部 分 ,以 及 sin2z ,sin3z,sin4z,… 的 系数 的 不 同 部 分 。 
为 此 ,我 们 可 以 运用 方程 : 

W (0) 十 Ea + Lar 十 ， 一 ni 

如 (0) 十 EE 0) 十 "0 Fe = Lon); 
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9 (0) 十 1 0 + V+ 一 二 名 (xz); 


1 
x 
并 
A 


p(T); 


3 于 i = 
如 (0) 十 Ei (0) 十 一 (0) 十 … 
通过 这 些 化 简 ,方程 (4) 得 到 下 述 形式 : 


np (站 一 sinz{ 807) 一 吉 扩 (加 十 吉 6* (一 击 6" (7) 十 … 


sin2z{ 6) 一 可 (TD) 十 喜 "(T) 一夫 sr" Cr) 十 … 


} 
(s | 
十 于 sinac| wm 一 人 训 b" (7 十 …， 
Se 下 7(D 二 让 6" (7) 一 击 p"(z) 十 …] 

B 


$Cz) $C) {sinz sin2r 十 $sin3z “| 


一 or(z{sinz 一 sin2z 十 于 sin3z 一 “| 


二 + Cn {sinz 一 sin2z 十 sin3z 一 | 
一 和 Cn {sinz 一 sin2z 十 到 an3r EE “| 
十 必 (Cs 
218. 每 当 我 们 不 得 不 以 多 重 弧 的 正弦 级 数 来 展开 所 提出 的 
函数 时 ,我 们 都 可 以 运用 这 两 个 公式 的 一 个 或 另 一 个 。 例 如 ,如 果 
所 提出 的 函数 是 “一 汪 , 它 的 展开 式 只 含 z 的 奇 次 者 ,那么 我 们 将 
有 


Le = 


= 了 


Sinz 一 到 sn2 中 了 sin3z = …) 


(sinz sin2z 中 singz …】 十 


171 


1 in2r 十 sin3z …】 


(sinz 志 


2 (sinz Bsin2r = sin3z ed …) 


十 wo 
整理 sinr, sin2r, sin3z, sin4r, … 的 系数 ,并且 不 用 


二 一 襄 十 去 一 疗 十 …, 而 代 之 以 它 的 值 千 ,我 们 有 
1 (ee—e:) Sinz Sin2z sin3z 
下 一 十 过 
2 本 1 1 1 
和 1 二” 外 村 名 中 过 

我 们 应 当 扩充 这 些 应 用 ,并 从 中 导出 几 个 值得 注意 的 级 数 .我 
们 选取 上 面 这 个 例子 是 因为 看 来 它 在 几 个 问题 中 都 与 热传导 有 
关 。 

219， 到 目前 为 止 ,我 们 一 直 假定 ,需要 以 多 重 弧 的 正弦 级 数 
展开 的 函数 ,可 以 根据 变量 = 的 等 所 安排 的 级 数 来 展开 ,并 且 候 定 
只 有 奇 次 寨 进入 那个 级 数 。 我 们 可 以 把 这 同一 结果 扩展 到 任何 函 
数 上 ,甚至 扩展 到 那些 不 连续 和 完全 任意 的 函数 上 .为 了 使 这 个 命 
题 清楚 地 成 立 ,我 们 必须 采用 提供 上 述 方程 (B) 的 分 析 ,并 考查 乘 
sinz ,sin2z,sin3z,… 的 系数 的 性 质 是 什么 。 用 s 表示 当 是 奇数 时 
乘 这 个 方程 中 的 十 sinz, 当 是 偶数 时 乘 一 二 sinnz 的 那个 量 , 则 我 
们 有 

一 40 一 总 tr(z) 十 二 om (TD 一 吉 g*(T) 十 …。 

把 s 看 作 z+ 的 函数 , 取 两 次 微分 ,并 比较 这 些 结果 ,我 们 得 到 

s+ 二 生 =o(m) ss 的 上 述 值 所 必须 满足 的 一 个 方程 。 


现在 ,在 方程 十 二 二 p(z) 的 积分 中 ,把 s 看 作 是 z 的 函数 ， 


n2 dr’ 
这 个 积分 是 


s 一 acosnz 十 jsinmz 
二 nsinnz eos 2) dr —ncosnz sinnsp cs). 
如 果 有 nn 是 一 个 整数 , 且 z 的 值 等 于 x, 则 我 们 有 
s 二 士 n 6(z)sinrzdz。 当 是 奇数 时 ,我 们 必须 取 正 号 , 当 " 是 偶数 
时 , 则 必须 取 负 号 。 在 所 指明 的 积分 之 后 ,我 们 必须 使 * 等 于 半圆 


周 长 x; 运 用 分 部 积分 ,同时 注意 函数 wz) 只 含 变 量 z 的 奇数 短 ， 
并 且 从 z=0 到 z= 取 这 个 积分 , 则 这 个 结果 可 以 用 项 


sc)sinnzdz 的 展开 式 来 检验 ， 

我 们 立即 得 到 ,这 一 项 等 于 
十 pn 一 走 w(r) 二 去 6 (7) 一 高 "(十 言 扣 (T) 一 …|。 

如 果 我 们 在 方程 (8B) 中 代入 己 二 的 这 个 值 ,同时 当 这 个 方程 的 
这 一 项 是 奇 序号 时 取 符号 十 ， 当 ， 是 倡 序号 时 取 符 导 - ,那么 一 般 
地 ,对 于 sinaz 的 系数 ,我 们 有 | sz)sinwztz; 如 此 ,我 们 得 到 由 下 
述 方程 

到 rd(z) = Sinz sinagczdz 十 sin2z sin2reCoua 
十 siniz fsinizpcz)a 十 CD) 


所 表示 的 一 个 很 值得 注意 的 结果 ,如 果 我 们 从 z=0 到 z=7 取 积 
分 ,那么 右边 将 总 是 给 出 函数 4z) 所 需要 的 展开 式 @。 


@ 拉 格 朗 日 (Lagrange) 已 经 表明 (Miscellmen Taurinensia, 第 三 卷 ,1766 年 ,第 260 一 
261 页 ), 由 方程 


y= 2( > TsinXrAX)sinzz + 2( >)Jvsin2XTAX )sin2rr 十 
et be 
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220. 我 们 由 此 看 到 ,进入 方程 
到 ra) = asinz 十 jsin2z 十 csin3z 十 dsin4r 十 …， 


以 及 我 们 以 前 由 逐次 消 元 所 得 到 的 系数 obcvdve,7,…, 是 由 一 
般 项 | siniagfz) 必 所 表示 的 值 习 是 其 系数 所 需要 的 项 数 。 这 个 注 
记 是 重要 的 ,因为 它 表 明了 既 使 完全 任意 的 函数 怎样 也 能 以 多 重 弧 
的 正弦 级 数 展开 。 事 实 上 ,如 果 函 数 kz) 由 横 坐 标 从 :==0 延 拓 至 
z= 的 任 一 蝎 线 的 可 变 纵 坐 标 来 表示 ,如 果 我 们 在 这 个 轴 的 同一 
部 分 作 一 个 维 坐标 为 y 一 snz 的 已 知 三 角 则 线 ,那么 我 们 不 难 表示 
任 一 积分 项 的 值 。 我 们 必须 假定 ,对 于 对 应 wz) 的 一 个 值 和 sinz 
的 一 个 值 的 每 一 个 模 坐标 ,我 们 都 用 第 一 个 值 科 第 二 个 值 ,并 且 
在 同一 点 作 一 个 等 于 积 (x)sinz 的 纵 坐标 。 通过 这 种 连续 运算 ,我 
们 形成 第 三 条 曲线 , 它 的 纵 坐标 是 与 表示 9(z) 的 任意 曲线 的 纵 坐 
标 成 比例 地 压缩 了 的 这 条 三 角 曲 线 的 纵 坐标 。 如 此 ,从 z=0 取 到 
z= 的 这 条 压缩 曲线 的 面积 给 出 sinz 的 系数 的 精确 值 , 并 且 无 论 
对 应 于 gz 的 这 条 已 知 曲线 怎样 ,不 管 是 我 们 能 对 它 给 定 一 个 解 
析 方 程 ,还 是 它 不 服从 任何 规律 ,显然 , 它 都 总 是 起 到 以 任 一 方式 
压缩 这 条 三 角 曲 线 的 作用 ;因此 ,在 一 切 可 能 的 情况 中 ,这 条 压缩 
曲线 的 面积 有 一 个 确定 值 , 它 是 函数 展开 式 中 sinz 的 系数 的 值 , 后 


十 2( Si ysingX,#AX )singzs 十 … 十 2( Ty,sina XzAX ) sinazn 
所 给 出 的 函数 5, 对 应 于 z 的 值 Xi, Xz,Xs…xXi, 得 到 值 .Ti,yz,ys…y, 此 处 


全 1 
AT 


然而 , 拉 格 朗 日 不 作 从 这 个 求 和 公式 到 由 仿 立 叶 所 给 出 的 求 积 公式 的 变换 。 

参见 黎 曼 的 (数学 全 集 》(Gesemmelie Mathematiscle Weriz) ,莱比锡 ,1876 年 ,第 218 一 
220 页 ,他 的 历史 性 评论 ,* 论 利用 三 角 级 数 表示 范 数 "(Laber de Deraeileriei einer Fnctin 
drch eine Trigmometrische Reiie)。 一 一 A- 下 . 
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面 的 系数 或 有 4(z)sin2zd 的 情况 亦 如 此 ， 

一 般 地 ,为 了 作 系 数 a,5,c,4,… 的 值 的 图 ,我 们 必须 设想 ,对 
于 = 轴 从 z* 一 0 到 z 一 * 的 这 同一 区 间 ,我们 已 经 引 了 方程 为 

y= sinz,y = sin2z,y 一 sin3z,y = sin4z,… 
的 曲线 ;这 样 ,通过 用 方程 为 y 一 %(z) 的 一 条 曲线 的 对 应 纵 坐标 乘 
所 有 上 述 曲线 的 纵 坐标 ,我 们 就 改变 了 这 些 曲线 这些 压缩 曲线 的 
方 积 是 
# 一 Sinzg(z)， 一 sin2zh(z)， 3 一 sin3zp(z)， …。 


从 z=0 取 到 :=7* 的 上 面 这 些 曲 线 的 面积 ,是 方程 
到 rp) 一 asinz 十 bsin2z 十 csin3z 十 dsin4z 十 … 


中 系数 a,8,c,4,… 的 值 。 
221. 通过 直接 确定 方程 
p(x) = aisinz 十 azsin2z + assin3z 十 …asin 和 jz 二 ~* 
中 的 量 oaz,o…a…, 我 们 可 以 检验 前 面 的 方程 (D)， (第 220 
目 ); 为 此 ,我 们 用 sinizdz 乘 后 一 个 方程 的 两 边 ,; 是 一 个 整数 ,同时 
取 z=0 到 z= 的 积分 ,这 样 , 我 们 有 


gasinizar 一 01 f sinzsiniza 十 oz sinassinizdz 十 … 


十 0 f sinjrsinizaz + “0 
现在 容易 证 明 ,第 一 , 除 项 a。| sinizsinizdz 之 外 ,进入 右边 的 
所 有 积分 都 取 值 为 0; 第 二 ，| sinirsinizdz 的 值 是 到 =; 因 此 我 们 得 
到 a 的 值 , 即 
三 weysinear。 
整个 问题 被 简化 成 考虑 进入 右边 的 那些 积分 的 值 , 简 化 成 证 
明 前 两 个 命题 。 从 z 一 0 取 到 * 一 的 积分 
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2 J sinjrsininar 
等 于 
1 sin(i 一 j)z 一 1 sin(i 二 Dz 十 C 
i j 5 j 
其 中 ; 种 7 是 整数 。 


由 于 这 个 积分 必须 从 一 0 开始 ,所 以 常数 C 为 零 ,并 且 , 由 于 
数 i 和 j 是 整数 ,所 以 当 z=z 时 ,这 个 积分 的 值 就 变 成 零 ; 因 此 , 象 


a | sinzsinizdz， az | sin2zxsinizdz， as singssinivaz, 


这 样 的 每 一 项 都 变 成 零 , 并 且 , 每 当 数 i 和 7 不 同时 ,就 出 现 这 个 
结果 。 数 i 和 j 相等 时 的 情况 则 不 同 ,因为 简化 成 的 积分 


志 jsnGi 一 力 变 成 ,其 值 为 *， 因 此 我 们 有 


2 f sinisinizaz = 


所 以 我 们 以 一 种 非常 简单 的 方式 得 到 a1,02,a…ai… 的 值 , 即 ， 
= 三 J #caysinzes, 02 一 三 J ssin2zaz. 
03 一 三 sosinanar， a2 一 和 J oc)sinizaz, vy 
代入 这 些 值 ,我 们 有 


二) = Sinz [ plz)sinzdz 十 sin27 oc)sin2zdr 十 


十 siniz 『 $lz)sinizdz 十 …。 
222. 最 简单 的 情况 是 已 知 函数 对 包含 在 0 到 之 间 的 变量 
= 的 所 有 值 有 一 个 常数 值 的 情况 ;在 这 种 情况 下 , 若 数 ;是 奇数 , 则 
积分 sinindz 等 于 子 ; 若 数 ; 是 偶数 , 则 它 等 于 0。 因此 我 们 推出 在 
5 面 曾 得 到 过 的 方 各 


千 
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ls i 二 sin3z 十 sinsz 下 了 sn7z 中 ee AY 


必须 注意 , 当 函 数 $(7) 已 经 以 多 重 弧 的 正弦 级 数 展开 时 ,只 
要 变量 z 在 0 到 4 之 间 , 那 么 级 数 
asinz 十 bsin2z 十 csin3z 十 dsin4z 十 ， 
的 值 就 和 函数 %z) 的 值 相同 ;但 是 当 = 的 人 超过 数 时 ， 这 个 性 质 
就 一 般 不 成 立 ， 
假定 需 楼 展开 的 这 个 函数 是 *, 由 前 述 定理 ,我 们 有 


Fr = Sinz ja 十 sin2z f ssin2raz 


+ sin3z ssingze 闭 潮 


积分 人 rsinintr 等 于 士 于 1 与 积分 号 ， es 0 和 = 表 
明 积分 的 上 下 限 ; 当 i 是 奇数 时 ,必须 取 符号 十 , 当 i 是 偶数 时 , 取 
符号 一 。 这 样 ,我 们 有 下 述 方 和 


了 工 sin3z _ 1 nga wi 
2z 一 sinz 2sin2z 十 3sin37 4 sin4z 千 sin52 号 


223,， 我 们 也 可 以 多 重 弧 的 正弦 级 数 展开 与 只 有 奇数 者 进入 
其 中 的 那些 函数 所 不 同 的 函数 . 为 了 以 一 个 毫 无 问题 的 例子 说 明 
这 种 展开 式 的 可 能 性 ,我 们 选择 cosz, 这 个 函数 只 含 z 的 倘 次 赛 ， 
且 可 以 下 述 形式 展开 : 

asinz 十 jsin2z 十 csin3z 十 dsin4z 十 esin5z 十 …， 
尽管 在 这 个 级 数 中 只 有 变量 的 奇 次 宪 进 入 。 

事实 上 ,由 前 述 定理 ,我 们 有 


到 reosz = Sinz eosrsinzar 十 sin2z J seinzruz 


本 十 sin3z | cosrsin3za 十 。 
当 : 为 奇数 时 ,积分 | esinau 等 于 零 , 当 i 为 偶数 时 ， 这 个 
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0 
积分 等 于 2 依次 假定 i 一 2,4,6,8,… ,我 们 有 始终 都 收敛 的 级 
数 
1 ACOST hn 2 sin2z 十 3 4 Bsindz + a 7sin6z 十 …; 
或 
cosr 一 (于 十 于)sn2z+ ( 言 十 十)sin4z 


古 ( 寺 中 于 )sin6z 二 “| . 


这 个 结果 在 它 以 每 一 个 都 只 含 奇 次 寡 的 函数 级 数 展示 余弦 展 
开 式 这 一 方面 ,是 值得 注意 的 ,如 果 在 上 述 方程 中 使 x 等 于 耳 r, 那 


么 我 们 得 到 
1 大- 和 人 + 和 -二 -二 + 二 + 相 -) 

这 个 级 数 是 已 知 的 无 穷 小 分 析 导 论 》(Introd. ad analysin. in- 
fini, ) ,第 10 章 ]。 

224. 我 们 可 以 对 以 多 重 弧 的 余弦 级 数 展开 的 任 一 函数 运用 
类 似 的 分 析 。 

设 %z) 是 其 展开 式 待 求 的 函数 ,我 们 可 以 写 

$(1) = aocos0z 十 aicosz 十 az cos2z 十 ascos3z 十 … 
十 acosiz 十 ee (m) 。 

如 果 用 cos 关 乘 这 个 方程 两 边 , 并 且 对 右边 每 一 项 取 从 z=0 
到 z= 的 积分 ;那么 容易 看 到 , 除 已 经 包含 cos 六 的 那 一 项 外 ,这 
个 积分 的 值 为 零 。 这 个 观察 立即 给 出 系数 a; 一 般 地 ,假定 和! 是 
整数 ,我 们 只 需 考虑 从 z=0 取 到 z 一 z 的 积分 


x 
| Cos jzcosizdz 


的 值 就 够 了 。 我 们 有 
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| cosjrcosivdr = 2 下 jsinG 十 Dz 十 2 30 sn i)z 十 cu 


20 和 

只 要 j 和 i 是 而 不 同 的 教 ,天 公 z 一 0 取 到 z=z 的 这 个 
积分 就 显然 变 为 零 。 当 这 两 个 数 相等 时 情况 则 不 同 。 当 弧 z 等 于 z 
时 ,最 后 一 项 


二 
2 一 Do 人) Dz 


变 成 全 ,其 值 为 去 *。 这 样 ,如 果 我 们 用 cosiz 乘 前 述 方程 (m) 的 两 
边 ,并 对 它 从 0 到 = 取 积分 ,那么 我 们 有 

J oc)eosizdz = ra 
表示 系数 a 的 值 的 一 个 方程 。 

为 了 和 到 第 一 个 系数 ,我 们 可 以 注意, 在 积分 
OF Dm + D+ ge indi — i)s 

中 ,如 果 j=0 且 TN 
因此 , 当 两 个 整数 ;和 i 不 同时 ,从 z=0 取 到 z 二 7 的 积分 
上 cosjreosindz 为 零 , 当 这 两 个 数 相等 但 不 等 于 0 时 , 它 等 于 去 4; 当 
j 和 i 的 每 一 个 都 等 于 0 时 , 它 等 于 mi 因此 我 们 得 到 下 述 方程 ， 
总 mb(D) 一 到 人 wz) 如 十 cosr [Glr)eosrart cos2e 全 sz)cos2atz 

十 cas3z 人 sz)eos3atz 十 … (DG。 


这 个 定理 和 前 述 定理 适合 于 一 切 可 能 的 函数 ,无 论 它们 的 性 
质 可 以 由 已 知 分 析 方 法 表示 ,还 是 它们 对 应 于 任意 作出 的 曲线 。 
225. 如果 所 提出 的 \ 需 要 以 多 重 弧 的 余弦 展开 的 这 个 函数 


中 与 第 222 目 中 的 (A) 相 似 的 步骤 在 此 处 不 成 立 ;我 们 还 看 到 ,在 第 177 目 中 有 
一 个 类 似 的 结果 。 一 一 R-L. E. 
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就 是 变量 z 本 身 ;那么 我 们 可 以 记 方程 

到 一 qo 十 aitcosz 十 azcos2r 十 aacos3z 十 … 十 aicosiz 十 …， 
为 了 确定 任 一 系数 a., 我 们 有 方程 zcoszdz。 当 ;是 偶数 时 ， 
这 个 积分 取 值 为 0, 当 ;是 奇数 时 , 它 等 于 一 硅 。 同 时 我 们 有 
二 放下。 因此 ,我 们 形成 下 述 级 数 ， 


Ps 4 4 Cos37 4 cos5z Cos7z 
下 7 3:r 527 72r 
里 我 们 可 以 注意 到 ,我 们 已 经 得 到 +z 的 三 个 不 同 的 展开 式 ， 
即 ， 
Ei 一 Sinz 一 sinaz 十 sin3z 一 Jsin4z 十 Bsinsz ee 
bz = Zsinz sin3r 十 Ba 2 sin5z 一 …( 第 181 目 )， 
Fy 区 2 2 Cos3z 2 一 
2 4 开 327 S27 


必须 注意 ,二 的 这 三 个 值 不 应 看 作 是 相等 的 ;对 于 = 的 -. 切 


可 能 值 , 上 面 三 个 展开 式 只 是 当 变 量 z 在 0 到 去 之 间 时 才 有 共 
同 值 ， 这 三 个 级 数 的 作 图 和 其 纵 坐 标 由 它们 表示 的 这 些 曲 线 的 比 
较 ,表明 这 些 函 数值 明显 的 交错 重合 和 发 散 。 

为 了 给 出 函数 以 多 重 弧 的 余弦 级 数 展开 的 第 二 个 例子 ,我 们 
选择 只 含 变 量 奇 次 寡 的 函数 sinzr, 我 们 可 以 假定 它 以 下 述 形式 展 
开 : 

ga 十 pcosz 十 ccos27 十 dcos3z 十 … 

把 一 般 方程 应 用 到 这 个 特殊 情况 中 .作为 所 需要 的 方程 ,我 们 

得 到 
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二 1 Cos2r ”cos4z ”cos6z 


4 2 13 35 57 


因此 ,我 们 得 到 只 含 奇 次 午 的 函数 以 只 有 变量 的 偶 次 赛 进 入 
的 余弦 级 数 展开 的 展开 式 。 如 果 我 们 对 z 给 定 特殊 值 闻 ,那么 我 
们 得 到 


i 1 1 1 
dD ti St Tdt 
现在 ,从 已 知 方程 ， 
和 
FE 
我 们 得 到 
1 1 1 1 1 
"It 7+to1ti3.1t 
和 
a 1 1 
a8" 5 7 I. 
把 这 两 个 结果 相 加 ,如 上 ,我 们 有 
EE Ee ye 


4 2 “1.3 3.5 5.7 “7.9 
226. ”由 于 前 面 的 分 析 给 出 了 以 多 重 弧 的 正弦 或 余弦 级 数 展 
开 任 一 函数 的 方法 ,所 以 ,我 们 不 难 把 它 应 用 到 当 变 量 包含 在 某 个 
界限 内 且 有 实数 值 ,或 者 当 变 量 包含 在 其 它 界限 内 时 ,被 展开 的 函 
数 有 确定 值 的 情况 中 去 。 由 于 这 个 特殊 情况 是 存 依 赖 于 偏 微分 方 
程 的 物理 问题 中 被 提出 的 ,并 且 以 前 曾 作为 不 能 以 多 重 弧 的 正弦 
和 余弦 展开 的 函数 的 一 个 例子 被 提出 ,所 以 我 们 停 下 来 考查 它 . 假 
定 我 们 已 经 把 这 种 形式 的 一 个 函数 化 为 一 个 级 数 , 当 z 包含 在 0 
到 a 之 间 时 ,该 函数 的 值 是 常数 , 当 z 包含 在 < 到 之 间 时 ,该 函 
数 的 值 为 0。 我 们 运用 一 般 方程 (D) ,其 中 ,积分 必须 从 z=0 取 到 
z 二 x。 由 于 进入 积分 符号 下 的 $(z) 的 值 从 z= 二 a 到 z= 等 于 0, 所 


相 
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以 只 需 从 z=0 到 z 一 a 取 积分 就 够 了 。 如 此 ,用 h 表示 这 个 池 数 的 
常数 值 , 对 于 这 个 待 求 级 数 , 我 们 有 


六 Cz) = a (1 一 cosa)sinz 十 1— cms2a 


Sin2z 


1 一 cos3a 
8 


sin3z 十 | 

如 果 我 们 取 4 二 二 ,并 且 用 versinz 表示 弛 的 正 矢 ,那么 我 
们 有 

pz)= versinasinz 十 去 versin2rmsin2z 十 可 versingesin3z 十 … .0 

总 是 收敛 的 这 个 级 数 是 这 样 一 种 级 数 : 即 如 果 我 们 在 0 到 a 
之 间 赋 予 z 任 一 值 , 则 它 的 项 的 和 等 于 去 ;但 是 如 果 我 们 赋予 z 
一 个 大 于 a 且 小 于 7+ 的 任 一 值 , 则 这 些 项 的 和 等 于 0。 

在 下 面 这 个 同样 有 名 的 例子 中 ,对 于 包含 在 0 到 a 之 间 的 所 
有 =z 的 值 ,4(z) 的 值 等 于 sin 至, 对 于 “到 = 之 间 的 z 的 值 , 它 等 于 
0。 为 了 得 到 级 数 所 满足 的 这 个 条 件 ,我 们 运用 方程 CD) 。 

这 些 积 分 必须 从 z=0 取 到 z*= ;但 是 ,在 所 讨论 的 这 个 情况 
中 ,只 需 从 z=0 到 z=a 取 这 些 积 分 就 驶 了 ,因为 在 其 余 的 区 间 
里 ,8(z) 的 值 假定 为 0。 因此 我 们 得 到 


$1) = 2a es 2 i 四 末 才 


如 果 我 们 假定 a 等 于 ,那么 除 第 一 On 
都 为 0, 第 一 项 变 为 , 它 的 值 是 sinz; 这 样 我 人 有 $s) 二 sinz。 


外 任意 在 某 个 界限 内 的 函 教 可 以 余弦 级 数 展 开 的 情况 ,以 及 可 以 正弦 级 数 展 开 
的 情况 ,已 由 汤姆 森 (W. Thomson) 妖 士 在 一 篇 签字 为 P. Q. R. 的 论文 “ 论 传 立 叶 的 三 角 
级 数 中 的 函数 展开 式 ”C(On Foarier's Erpansions of Fnctions in Trigomometrical Series) 《剑桥 数 
学 学 报 》, 第 258 一 262 页 ] 中 表明 。 一 A.F. 
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227. 我 们 可 以 把 同样 的 分 析 扩大 到 这 样 一 种 情况 中 去 :由 
4(z) 所 表示 的 纵 坐标 原来 是 由 不 同 部 分 所 组 成 的 一 条 曲线 的 纵 坐 
标 , 这 些 不 同 部 分 有 些 可 能 是 曲线 弧 ,其 余 的 是 直线 段 , 例 如 , 设 需 


要 以 多 重 弧 的 余弦 级 数 来 展开 的 函数 值 , 在 从 + 二 0 到 z 一 亏 = 内 
是 ( 子 )? 一 +*, 在 z 一 去 到 z= 内 是 0。 我 们 将 运用 一 般 方程 (n)， 
并 且 ' 在 给 定 的 区 间 认 作 积 分 时 ,我 们 得 到 , 当 ; 具有 +1 的 形 
式 时 ,一 般 项 9 『 [ ( 子 ) 一 ]eosintz 等 于 (一 二, 当 ;是 一 个 奇 
数 的 两 售 时 , 它 等 于 名, 当 是 一 个 奇数 的 四 信 时 , 它 等 于 一 各 另 


一 方面 ,对 第 一 项 证 | $Cz)4 的 值 ,我 们 得 到 二 荔 。 这样 ,我 们 有 
下 面 的 展开 式 ， 


cosz Cos3x | Qas5z coS7z 


1 
了 9Wz) 一 5 元 (到 ) + 2( 答 Tr tt 
Cas2z cosAr cos6r 
2 67 


右边 由 以 一 些 擅 物 线 疾 和 直线 段 所 组 成 的 一 条 曲线 来 表示 。 
228， 同样 地 ,我 们 可 以 得 到 表示 梯形 周 线 的 纵 坐 标的 z 的 
函数 展开 式 。 假 定 $(z) 在 从 :==0 到 z=a 内 等 于 z, 从 z=a 到 
z 一 一 "该 函数 等 于 ,最 后 ,从 z 一 一 "到 rz 一, 则 等 于 一 为 
了 把 它 化 为 多 重 弧 的 正 怠 级 数 , 狼 们 运用 一 般 方程 (2D)。 一 般 项 
scz)siniztz 由 三 个 不 同 的 部 分 组 成 ,对 于 sini 的 系数 ,在 简化 


后 , 当 i 是 奇数 时 ,我 们 有 二 sinix; 但 是 当 i 是 偶数 时 ,这 个 系数 就 
变 成 0。 因 此 ,我 们 得 到 方程 


了 人 [( 动 和 ==]wae=( 卫 ) 和 和 se 和 w+ 时 


六 
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Lg ) 一 2( sinasin 十 加 


2 


了 sin3asin37 和 囊 sin5asin57 


jsinTesinTz+ CO。 


如 果 我 们 假定 <= 二 .那么 ,这 个 梯形 就 与 - -个 等 腰 三 角形 

重合 .并 且 , 和 上 面 -… 样 ,对 于 这 个 二 角形 周 线 的 方程 ,我 们 有 
上 A0(7) =2( sinz 一 总 sin3zr 十 sin57— Bsin7r+) ， 

一 个 无 论 : 取 什 么 值 .都 总 是 收敛 的 级 数 。 一 般 地 ,我 们 在 展开 各 
种 沙 数 时 所 得 到 的 这 些 三 角 级 数 扣 是 收敛 的 .不 过 我 们 现在 还 不 
必 在 此 处 证 明 这 “点 ;因为 组 成 这 些 级 数 的 项 只 是 给 出 温度 值 的 
级 数 的 项 的 系数 ;并 且 , 这 些 系 数 受 迅 速递 减 的 某 种 指数 量 的 影 
响 ,因此 ,最 后 的 级 数 是 极 收敛 的 。 对 于 那些 具有 多 重 弧 的 正弦 和 
余弦 进入 其 中 的 级 数 , 尽 管 它们 表示 不 连续 线段 的 纵 坐 标 ,但 是 我 
们 同样 容易 证 明 它们 是 收敛 的 。 这 并 不 完全 由 这 些 项 的 值 连 续 递 
减 这 一 事实 所 决定 ;因为 ,这 个 条 件 不 足以 建立 个 级 数 的 收敛 
性 ,在 项 数 不 断 增加 时 ,我 们 所 得 到 的 这 些 值 应 当 愈 来 愈 趋 于 一 个 
固定 的 极限 ,并 且 应 当 与 它 只 相差 一 个 比 任 一 给 定量 都 小 的 量 , 这 
才 是 必需 的 :这 个 极限 就 是 这 个 级 数 的 值 。 现 在 ,我 们 可 以 严格 证 
明 所 讨论 的 级 数 满足 最 后 这 个 条 件 。 

229. 取 前 而 的 方程 (2), 其 中 .我们 可 以 赋 子 zx 任 一 值 ;我 们 
把 这 个 量 看 作 是 一 个 新 的 纵 坐 标 . 它 产 牛 下 而 的 结构 。 

在 + 和 yy 平面 上 ( 见 图 8) 作 一 个 其 底 (和 等 于 半圆 周 长 , 其 高 


十 


人 了 传 工时 所 给 出 的 这 个 级 数 和 其 他 级 数 的 精确 性 得 到 汤姆 森 珊 士 在 第 181 页 的 
脚注 所 引 的 那 篇 论文 的 支持 。- 一 -A. F. 
名 以 0 到 的 界限 之 间 的 余弦 来 表示 , 则 为 


1 下 Sl 1 让 
村 rd(z) 一 下 一 ( cos2z+ 可 eas6r 十 床 cosl0r 十 …) 。 


参见 德 ， 摩根 的 《 微 积分 计算 ), 第 622 页 。- 一 A.F. 
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为 却 z 的 矩形 ; 在 与 底 平行 

的 边 的 中 点 m 上 ,让 我 们 垂 1 本 
直 于 矩形 平面 作 一 条 等 于 去 
7+ 的 直线 段 ,并 从 这 条 直线 
自 的 顶点 向 矩形 的 四 个 角 作 

直线 。 这 样 就 形成 一 个 四 楼 

锥 。 如 果 我 们 现在 从 在 这 个 图 8 

矩形 短 边 上 的 点 0 来 测定 等 于 “的 任 一 线段 ,并 且 通过 这 条 线段 
的 端点 作 一 个 平行 于 底 Or 且 垂直 于 矩形 平面 的 平面 ,那么 这 个 
平面 和 这 个 固体 所 共有 的 截面 是 一 个 其 高 等 于 a 的 梯形 。 正 如 我 
们 刚才 已 经 看 到 的 ,这 个 梯形 的 周 线 的 可 变 纵 坐标 等 于 


二 (sinasinz 十 in3osin3 十 sin5asin5z 十 …) 
由 此 得 到 , 若 把 我 们 所 形成 的 这 个 四 棱锥 表面 上 的 一 点 的 坐 
标 称 为 zy,z, 对 于 在 


z=0, z=7, y= 0, y= 


的 界限 之 间 的 这 个 多 面体 的 表面 的 方程 ,我 们 有 
二 到 咎 玫 3 ny i 

这 个 收敛 级 数 总 是 给 出 纵 坐 标 = 的 值 ,或 是 从 z 和 ?平面 到 
这 个 面 任 一 点 的 距离 的 值 。 

因此 ,由 多 重 弧 的 正弦 或 余弦 所 形成 的 这 个 级 数 适合 于 在 确 
定 的 界限 之 间 表示 所 有 可 能 的 函数 ,以 及 其 形状 不 连续 的 线 和 面 
的 纵 坐标 .不 仅 这 些 展 开 式 的 可 能 性 已 经 得 到 证 明 , 而 且 计算 这 个 
级 数 的 项 也 不 难 ;在 方程 

g(z) 一 alsinz 十 axsin2z 十 assin3z 十 …aisiniz 十 … 


中 , 任 一 系数 的 值 都 是 一 个 定 积分 的 值 , 即 
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| dr)sinizdzr。 
Ty 


无 论 函数 s(x) 或 它 所 表示 的 这 条 曲线 的 形状 如 何 ,这 个 积分 
都 有 一 个 可 以 引进 这 个 方程 的 确定 值 。 这 些 定 积分 的 值 与 包含 在 
这 条 曲线 和 在 一 个 给 定 区 间 内 的 这 个 轴 之 间 的 整个 面积 | 4(z)dz 
的 值 类 似 ,或 与 诸如 这 个 面积 的 重心 或 任国 体 的 重心 的 纵 坐 标 
那样 的 力学 量 类 似 。 显 然 ,无 论 固体 的 图 形 是 规则 的 ,还 是 我 们 赋 
子 它 们 完全 任意 的 形式 ,所 有 这 些 量 都 有 可 指定 的 值 。 

230、 如 果 我 们 把 这 些 原理 运用 到 振 纺 运 动 的 问题 上 去 , 那 
么 我 们 就 能 够 解决 在 丹尼尔 伯 努 利 (Daniel Bernoulli) 的 研究 中 
首次 出 现 的 困难 。 这 位 几何 学 家 所 给 出 的 解 假定 任 一 函数 都 可 以 
多 重 弦 的 正弦 或 余弦 级 数 展开 .现在 ,这 个 命题 的 所 有 证 明 中 最 彻 
底 的 ,就 是 旨 在 实际 上 把 一 个 给 定 函数 分 解 成 带 有 确定 系数 的 这 
样 一 种 级 数 的 证 明 。 

在 运用 偏激 分 方程 的 研究 中 ,常常 容易 得 到 其 和 组 成 一 个 更 
一 般 的 积分 的 解 ;但 是 ,这 些 积分 的 运用 需要 我 们 确定 它们 的 范 
围 , 并 且 能 够 清楚 地 把 它们 表示 通 解 的 情况 和 它们 只 包含 部 分 解 
的 情况 区 分 开 。 特 别 是 必须 指定 常数 ,并 且 , 运 用 的 困难 在 于 发 现 
这 些 系数 。 值 得 注意 的 是 ,我 们 能 够 用 收敛 级 数 ,并 且 ,正如 我 们 在 
后 面 将 要 看 到 的 ,用 定 积分 ,来 表示 不 服从 于 连续 规律 的 线 和 面 的 
纵 坐标 中 。 我们 由 此 看 到 ,只 要 变量 得 到 包含 在 两 个 给 定 区 间 之 间 
的 任 一 个 值 , 既 使 在 这 两 个 函数 中 用 包含 在 另 一 区 间 中 的 一 个 数 
代 苦 这 个 变量 时 这 两 个 代 换 的 结果 不 相同 ,我 们 也 必须 允许 有 相 
等 值 的 这 两 个 函数 进入 分 析 。 具 有 这 个 性 质 的 函数 由 不 同 的 线段 


了 ” 泊 松 (Poisson ), 德 弗 勒 斯 (Deflers) , 狄 利克 备 (Dirichlet) , 德 克 森 (Dirksen) .内 寨 
尔 (Bessel) ,哈密 尔 顿 (Hamilton) ,布尔 (Boole), 德 * 摩根 ,斯 托 克 斯 (Stokes) 等 已 经 提供 
一 些 证 明 , 见 第 195 一 196 页 的 注 。 一 - A. FF. 
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来 表示 ,这些 线 段 只 在 它们 轨迹 的 一 个 确定 部 分 重合 .并 且 提 供 有 
限 密切 的 一 个 奇异 类 型 ,这些 考虑 产生 于 偏 微分 方程 的 演算 ;它们 
对 这 个 演算 给 予 了 新 的 说 明 ,并 且 有 助 于 它 在 物理 理论 中 的 应 用 。 

231.。 以 多 重 弧 的 余弦 或 正弦 表示 任 一 函数 展开 式 的 这 两 个 
一 般 方程 ,导致 解释 这 些 定理 的 真实 意义 和 指出 其 应 用 的 几 个 注 
记 。 

如 果 在 级 数 

a 十 bcosz 十 ccos2z 十 dcos3z 十 ecos4z 十 … 

中 ,我 们 取 z 的 值 为 负 , 那 么 这 个 级 数 保持 不 变 ; 如 果 我 们 用 圆周 
长 2r 的 任 一 倍数 来 扩大 这 个 变量 , 它 仍然 保持 它 的 值 , 因 此 ,在 方 
程 

1 


也 


mh(z) 一 二 sea 十 cosz f Ccosrar 


二 cos27 { $s)cos22dr tcon3z f Ca)eos3ntet 


(vy) “ 


中 ,函数 4 是 周期 函数 ,并 且 由 一 条 由 许多 相等 的 弧 所 组 成 的 曲线 
来 表示 ， 每 一 个 这 样 的 弧 段 都 对 应 这 个 横 轴 上 等 于 27 的 一 个 区 
间 。 此 外 ,每 一 个 弧 段 都 由 
两 个 对 称 的 分 枝 所 组 成 ， 
这 两 分 枝 对 应 着 等 于 2r 
区 间 的 两 个 等 分 。 

这 样 ,假定 作 任 … 形 
状 的 线段 6a( 见 图 9), 这 
条 线段 对 应 着 一 个 等 于 = 
的 区 间 。 图 9 

如 果 我 们 要 求 … 个 级 数 基 有 

tt 十 jcosz + ccos27 + dcos3z 十 … 


”和 臣 , 使 诗 当 几 包 含 在 0 到 之 间 的 任 一 个 值 六 代替 z 时 ,我 们 
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求 得 这 个 级 数 的 值 为 纵 坐 标 Xt 的 值 ,那么 ,这 个 问题 不 难 解决 : 
因为 由 方程 (v) 所 给 出 的 系数 是 
T [one, 二 | er)cos2atr， 2 | sz)cos3zar， a 


由 于 从 z=0 取 到 z=x 的 这 些 积分 总 有 和 象 面积 0pax 那样 的 
可 测 值 ,并 且 由 这 些 系数 所 形成 的 这 个 级 数 总 是 收敛 的 ,所 以 , 线 
段 wha 的 纵 坐标 不 可 能 不 由 展开 式 
4 十 bcosr 十 ccos27 十 dcos3z 十 ecos47 十 … 
所 严格 表示 。 
弧 ppa 是 完全 任意 的 ;但 是 ,这 条 曲线 其 他 部 分 的 情况 则 不 
同 ,相反 ,它们 是 确定 的 ;因此 ,与 0 到 一 x 区 间 对 应 的 弧 a 和 弧 
如 相同 ;整个 弧 ca 在 这 个 轴 长 为 2r 的 相 邻 部 分 重复 。 
我 们 可 以 在 方程 (v) 中 改变 积分 区 间 。 如 果 我 们 从 z= 一 + 到 
7 二 x 取 积 分 , 则 结果 将 翻 一 倍 :如 果 积 分 区 间 是 0 到 2r, 而 不 是 0 
到 r, 结 果 仍然 翻 一 倍 。 一 般 地 ,我 们 用 符号 人 表示 变量 等 于 a 时 
开始 ,变量 等 于 时 结束 的 积分 ;我 们 把 方程 (x) 写 成 下 面 的 形式 : 
到 mt(D)= 于 人 az)t+eosr 三 scz)cosadz 十 
十 cos2z 上 br)cos2zrdr 


十 cos3z i $lz) | eos3rdz+…, ds (9 

不 从 z=0 到 z=7 取 积分 ,我 们 可 以 从 z=0 到 z=27, 或 从 

z= 一 4 到 + 二 x 来 取 这 些 积分 ;但 是 ,在 这 两 种 情况 的 每 一 个 当中 ， 
我 们 都 必须 在 方程 左边 用 zp(z) 代 将 方 z6(z)。 

232， 在 以 多 重 弧 的 正弦 给 出 任 一 函数 的 展开 式 的 方程 中 ， 

当 变 量 * 变 为 负数 时 ,级 数 变 号 ,并 且 保 持 相同 的 绝对 值 ; 当 变 量 


届 此 处 的 弧 ba 和 oa 与 图 不 符 。- -一 译 者 
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以 圆周 长 2r 的 任 一 倍数 

增加 和 减少 时 , 它 保持 它 9 
的 值 和 它 的 符号 不 变 。 对 

应 于 区 间 0 到 地 的 弧 ao -= 

( 见 图 10) 是 任意 的 ;这 条 


曲线 的 所 有 其 他 部 分 是 确 人 

定 的 。 与 区 间 0 到 一 + 对 

应 的 弧 ppa 和 已 知 弧 pga 图 10 

的 形式 相同 ;只 不 过 它 的 位 置 相 反 。 整 个 弧 pyyya 在 从 亚 到 3 


的 区 间 内 ,并 且 在 所 有 类 似 的 区 间 内 重复 。 我 们 写 这 个 方程 如 下 : 
到 mh(z) 一 sinz 二 pr)sinzdr sin2r 直 g(z)sin2zdz 


十 sin3z 人 sosinantz+…， 5 o 

我 们 可 以 改变 这 些 积分 的 积分 区 间 ,用 

Fa 
不 过 在 这 两 种 情况 中 ,都 必须 在 左边 用 zy(z) 代 蔡 半 rd(z)。 

233， 以 多 重 弧 的 余弦 展开 的 函数 6(z), 由 在 从 一 + 到 十 x 
的 区 间 内 以 对 称 地 处 在 y 轴 两 边 的 两 等 弧 所 形成 的 一 条 曲线 来 表 
示 ( 见 图 11); 因 此 这 个 条 件 被 表示 成 

$(7)=p(—7)。 

相反 ,表示 函数 y(z) 的 这 条 曲线 在 同一 区 间 内 由 两 条 相对 的 

白 所 组 成 ,这 两 条 弧 是 由 方程 
%(z) 一 一 六 (一 z) 
所 表示 的 弧 。 

在 从 一 z 到 十 的 区 间 内 ,由 一 条 任意 画 出 的 曲线 所 表示 的 
任 一 函数 PCz) ,总 可 以 划分 成 象 wz) 和 %(z) 那 样 的 两 个 函数 。 事 
实 上 ,如 果 曲 线 "FrmPR 表示 函数 中 (x) ,并且 我 们 在 点 。 建立 一 个 


纵 坐 标 om, 那么 ,过 点 m, 我 们 总 可 以 向 轴 om 的 正 向 作 一 条 与 已 知 
曲线 的 弧 mF'F 相 类 似 的 弧 mff ,向 这 同一 轴 的 负 向 作 一 条 与 弧 
mFF 相 类 似 的 弧 mf'f' ;这样 , 我 们 肯定 可 以 过 点 m 作 一 条 曲线 
gmndg ,这 条 曲线 把 每 一 个 纵 坐标 zz 或 zr 和 相应 的 纵 坐 标 zf 
或 z'F' 之 间 的 差分 成 两 个 相等 的 部 分 。 我 们 也 肯定 可 以 作曲 线 
Wopy, 它 的 纵 坐标 测 出 F'F'mFF 的 纵 坐标 和 f'f'mff 的 纵 坐 标 之 
间 的 半 差 (half-difference)。 如 此 ,由 于 曲线 Fr'F'mFF 和 曲线 ff'mff 
的 纵 坐 标 分 别 由 F(z) 和 f(z) 表示, 所 以 我 们 显然 有 
f(z) 二 (一 xz); 同样. 当 用 $(z) 表 示 WW mop 的 纵 坐 标 , 用 Y(z) 表 
示 wopy 的 纵 坐 标 时 ,我 们 有 
F(z) 一 dz) 十 %z) 和 f(x) 一 gz) 一 %z) = F(— 7), 

因此 


p(x) 一 (2) 十 二 7), ¥(7)=- 


由 此 我 们 得 到 
$7) = 9(— 7), yr) »(— x), 
作 图 忆 号 一 种 方式 使 它们 成 为 显然 的 。 


到 ECGz) we 到 PC 一 z) ， 
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因此 ,其 和 等 于 F(z) 的 这 两 个 晒 数 4(7) 和 %(z) ,一 个 可 以 多 
重 弧 的 余弦 展开 , 另 一 个 可 以 多 重 弧 的 正弦 展开 。 

如 果 我 们 对 第 一 个 函数 使 用 方程 (") .对 第 二 个 函数 使 用 方程 
(0 ,在 每 种 情况 中 都 从 z*= 一 z 到 z*=z 取 积分 ,并 且 把 这 两 个 
结果 相 加 , 则 我 们 有 

A$)+yz)] =F) 


= 去 Gr) dr+cosr | G(x)eoszdr + cos2z | sz)cos2zdz 十 oo 
十 sinz | po)sinzdz + sin27 | %(z)sin2zdtz 十 … 
这 些 积分 必须 从 z= 一 z 取 到 >=z。 现 在 可 以 注意 到 ,在 积分 
| gz)cosztr 中 ,我 们 可 以 用 sr) 十 %(z) 代 赫 az) 而 不 改变 它 


的 值 :因为 ,对 于 z 轴 的 正 向 和 负 向 ,由 于 函数 cosz 由 两 个 相似 的 
部 分 组 成 ,相反 ,函数 %(z) 由 两 个 相反 的 部 分 组 成 ,所 以 ,积分 


六 pz)eosriz 等 于 0。 如 果 我 们 用 cos2z 或 cos3z, 一 般 地 ,用 cosir 
代替 eosz,i 是 从 0 到 无 穷 的 任 一 整数 ,那么 ,情况 亦 如 此 。 因 此, 积 
分 三 sCocosizaz 与 积分 
六 [ac + pe)Jeosindz， 或 | FC)eosindr 
相同 。 则 翌 显 然 的 是 ,由 于 积分 | Cz)sinadz 为 0, 所 以 ,积分 
Cnsinint 等 于 积分 | PCz)sinixtr。 因 此 ,我 们 得 到 下 面 用 
于 以 多 重 弧 的 正弦 和 余弦 展开 任 一 函数 的 方程 (p): 

8(z) = 六 We (p) 
+cosr J reosrdr + cos27 | eccos2zdrt ~ 
十 sinz | F(x)sinzdz -sin2r ] PCz)sin2zdz 十 … 

234. ”进入 这 个 方程 的 函数 F(z) 由 任 一 形状 的 一 杀 曲 线 
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P'p'Fp 来 表示 。 与 一 + 到 十 x 的 区 间 对 应 的 弧 F'F'PF 是 任意 的 ;这 
条 曲线 的 所 有 其 它 部 分 都 是 确定 的 ,并 且 弧 F'F'FF 在 每 一 个 其 长 
为 2r 的 相 邻 区 间 中 重复 。 我 们 将 经 常 应 用 这 个 定理 ,经 常 应 用 前 
面 的 方程 (4) 和 (>)。 

如 果 假定 在 从 一 + 到 十 + 的 区 间 内 ,方程 (p) 中 的 函数 PCz) 由 
一 条 曲线 表示 ,该 曲线 由 处 于 对 称 位 置 的 两 等 弛 所 组 成 ,那么 ,所 
有 含 正弦 的 项 都 变 为 0, 我 们 得 到 方程 (v)。 相 反 ,， 如 果 表 示 已 知 函 
数 F(z) 的 曲线 由 位 置 相反 的 两 等 弧 所 组 成 ,那么 ,所 有 不 含 正弦 
的 项 都 消 挤 , 我 们 得 到 方程 (x)。 当 使 函数 F(z) 服 从 其 它 条 件 时 ， 
我 们 得 到 其 它 结果 。 

在 一 般 方程 (p) 中 ,如 时 我 们 用 量 村 代替 变量 z,z 表示 另 一 个 
变量 ,2r 表示 包含 代表 PCz) 的 弧 的 区 间 长 度 ;那么 ,这 个 函数 就 变 
成 (至 ) ,我 们 可 以 用 f(z) 来 表示 这 个 函数 。 积 分 区 间 z 一 一 + 和 


z=7 变 成 全 = 一 7, 至 =x; 因此 ,在 这 个 代 换 之 后 ,我 们 有 


1 ftr 
7f(z)=5 | fd (P)。 


J fc)eos Zr 


2rz 
了 7 


十 car 三 | 7(Gz)eos Gar+eos 


十 sinr 三 sesin Fartsin 于 J sesin et 
所 有 这 些 积分 必须 象 第 一 个 一 样 从 z= 一 r 取 到 z= 十 +。 如 果 在 方 
程 (vw) 和 (x) 中 作 同 样 的 代 换 , 那 么 我 们 有 


rf (2) = 地 fs Cdarteos f feos i 


2rz 277 
SS [sweos 和 +， ceooeconaeosee (N), 


$f Cz) =sin 至 frensin Eat 
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上 sin 2 {fc )sin 2 十 (M) 。 


在 第 一 个 方程 (P) 中 ， 这 些 积分 应 当 从 z=0 取 到 z=2r, 当 用 
X 表示 整个 区 间 2r 时 ,我 们 有 @ 


1 
Ss (7) 


os 22z 


{fC )cos 去 2 经 | roees 径 drs 


dnzr 


+sin 2 ~ 一 | (zsin 到 dz 十 sin “ | f(r)sin eat 


235. 就 数 的 三 角 级 数 展开 式 而 言 二 自从 本 必 下 全 
的 那些 内 容 得 到 ,如 果 我 们 提出 一 个 函数 ,在 z*= 0 到 z= 的 确定 
区 间 内 它 的 值 由 任意 作出 的 一 条 曲线 的 纵 坐 标 来 表示 ;那么 我 们 
总 可 以 只 含 正弦 或 只 含 余弦 ,或 多 重 弧 的 正弦 和 余弦 ,或 只 含 奇数 
倍数 的 余弦 ,来 展开 这 个 函数 。 为 了 确定 这 些 级 数 的 项 ,我 们 必须 
运用 方程 (M),(N),(P)。 

表示 温度 初始 状态 的 函 孝 若 不 简化 成 这 种 形式 , 热 理 论 的 基 
本 问题 就 不 能 完全 解决 。 


@ 奥 金 尼 利 (J. OKinealy ) 先 生 已 经 表明 ,如果 我 们 设想 ,对 于 连续 区 个 : 上 的 = 
的 每 一 个 变 程 , 任 意 函数 f(z) 的 值 都 循环 ,那么 我 们 有 符号 方程 
(ef —1)1() = 0 
因 这 个 轩 助 方程 的 根 是 
2rV 人 1 
A 


t+» ， n= 0,1,2,300, 


由 此 得 到 
2zz 


了 (z) = 和 十 icos 2 十 hoos2 2 十 4acos3 有 十 


上 + pain 2 十 Bain2 2 十 Bein3 2 十 


这 些 系数 在 伟 立 叶 的 方法 中 通过 用 mn 2 有 过， 并 从 0 到》 积分 而 确定 。[《 哲 
学 杂志 》(Philosophical Moguzine),1871 年 8 月 ,第 95.96 页 .] 一 
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根据 多 重 弧 的 余 孩 或 正弦 所 安排 的 这 些 三 角 级 数 ,和 其 项 包 
含 变量 逐次 宕 的 级 数 一 样 ,属于 初等 分 析 .这 些 三 角 级 数 的 系数 是 
确定 的 面积 , 备 级 数 的 系数 是 通过 微分 所 给 出 的 一 些 函数 ,在 这 些 
函数 中 ,我 们 规定 变量 为 一 个 确定 的 值 .关于 三 角 级 数 的 使 用 和 性 
质 , 我 们 本 可 以 增加 一 些 注 记 ;不 过 我 们 只 限于 简短 地 阐明 与 我 们 
所 关心 的 这 个 理论 具有 最 直接 联系 的 那些 注 记 。 

第 一、 根据 多 重 弧 的 正弦 或 余弦 所 安排 的 级 数 总 是 收敛 的 ;也 
就 是 说 ,一旦 对 变量 赋 子 非 虚 数 的 任 -一 值 ,那么 这 些 项 的 和 就 您 来 
您 收敛 于 一个 唯 - -确定 的 极限 ,这 个 极限 就 是 这 个 被 展 滑 数 的 值 。 

第 二 、 如 果 我 们 有 对 应 于 一 个 已 知 级 数 

4 十 pcosz 十 ccos2z 十 dcos3z 十 ecos47 十 
的 函数 f(z) 的 表达 式 , 且 有 另 一 个 函数 的 表达 式 , 它 的 已 知 展开 
式 是 
Qa 十 cosz 十 ycos2z 十 dcos3z 十 scos4z 十 …， 
那么 在 实际 的 项 中 我 们 容易 得 到 复合 级 数 
aa 十 好 十 oj 十 丰 十 e 十 …@ 
的 和 ,一 般 地 ,容易 得 到 级 数 
ad 十 bpcosz + cycos2zx 十 dbcos3z 十 egcos47 十 … 

的 和 ,这 个 级 数 由 逐 项 比较 这 两 个 已 知 级 数 而 成 .这 个 注 记 对 任 一 
数目 的 级 数 都 适合 。 

第 三 、 以 多 重 弧 的 正弦 和 余弦 级 数 给 出 一 个 函数 P(z) 的 展开 
式 的 级 数 (P)( 第 234 目 ), 可 以 安排 成 下 述 形式 : 

PCD)= 壮 | F(a)da 


十 cosz | PCa)ecosada+eos2z J ecos2adat + 


@ 我 们 有 i 8(z)g(z)@ 一 aa 十 去 ma8 二 ay 十 ……1 一 RL 
J。 
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十 sinz r Fla)sinada -tsin27r | F(Ca)sin2ada 十 …， 
a 是 一 个 新 变量 , 它 在 积分 后 消去 。 
这 样 我 们 有 
Wn f+ 1 
TFTr) 一 :7 Code 人 了 
十 coszcosa 一 cos2zcos2a 十 cos3zcos3a 十 … 


十 sinzsinac 十 sin2xrsin2a 十 sin3zsin3a 十 … | ， 


或 
Fr) 一 二 全 P(a)da| 工 十 cos(z 一 a) 十 coas2(z 一 %) 十 “| 
NW -a 2 


因此 ,用 
> )eosi(z = 0) 


表示 上 一 个 级 数 的 和 , 取 i=1 到 i=oo, 我 们 有 
FD = | Poda| 壮 + Deosilz — 0))。 


表达 式 诗 十 227cosi(z 一 ) 表 示 z 和 a 的 一 个 函数 ,因此 ,如 果 
用 任 一 咕 数 P(e) 乘 以 它 ,并 且 对 a 在 a 一 一 + 到 a 一 x 之 间 取 职 
分 ,那么 ,所 提出 的 函数 Pa) 就 变 成 乘 以 半圆 周 = 的 z 的 同类 函 
数 (like funetion)。 在 后 面 ,我 们 会 看 到 具有 我 们 刚才 所 阐明 的 性 质 
的 诸如 二 十 >7cosi(z 一 a) 的 量 的 特征 是 什么 。 

第 四 、 由 于 方程 (M),(N) 和 (P)( 第 234 目 ) 一 旦 除 以 7, 便 给 
出 一 个 函数 了 (7) 的 展开 式 ,所 以 ,如 果 在 这 些 方程 中 ,我 们 假定 区 
间 " 变 得 无 穷 大 ,那么 级 数 的 每 -项 就 都 是 无 穷 小 的 积分 元 ;这 
样 , 这 个 级 数 的 和 就 由 一 个 定 积分 来 表示 。 当 物体 有 确定 的 体积 
时 、 表 示 初 始 温度 中 进入 偏向 分 方程 积分 的 任意 函数 ,就 应 当 由 与 
方程 (M),(N) 和 (P) 的 相关 似 的 级 数 展开 ;但 是 ,正如 在 本 书 处 理 
元 的 自由 扩散 的 过 程 中 所 解释 过 的 (第 10 章 ), 当 物体 的 体积 不 确 


定时 .这 此 需 数 就 呈现 为 … 些 定 积 分 的 形式 ， 


第 6 节 注 。 关于 其 值 在 某 些 界限 内 以 多 重 弧 的 正弦 相 余 弦 级 数 任意 给 定 的 函数 的 
展开 式 问题 ,关于 在 这 些 界限 上 与 这 样 的 级 数值 有 关 的 问题 ,以 改 这 种 级 数 药 收敛 性 ， 
其 值 的 不 连续 性 等 等 ,主要 权威 有 

泊 松 《 热 的 数学 理论 )(7TWorie matlematique de a Chamr), 书 黎 .1830 年 ,第 7 章 , 第 
92 一 102 目 , 论 以 一 组 周期 量 表示 任意 吨 数 的 方法 "( Sar 如 mamiere dierprimer les functims 
arjiraires par div sries de qunulils pérdinues) ,或 者 更 简洁 地 ,在 他 的 力学 论著 (Traie de 
Mecaniqve) 中 ,第 325 一 328 月 。 沂 松 关于 这 一 主题 的 原始 论文 发 表 在 :综合 工艺 学 校 学 
报 )(Juarnol de IEcole Puyecinime) 上 .第 18 册 ,第 417- 一 489 页 ,1820 年 ,以 及 第 19 册 .第 
404---509 页 ,1823 年 。 

乱 。 摩根 ,《 微 积分 计算 ,伦敦 .'342 年 ,第 609 一 617 页 。 展 开 式 的 证 明 似乎 是 原 
始 的 。 在 展开 式 的 验证 中 ,作者 订 循 泊 松 的 方法 。 

斯 托 克 斯 《剑桥 哲学 会 碍 3OCarbrdge Paiowsphural Tromsmmtuns),1847 年 ,第 8 卷 ,第 
533 一 556 页 “周期 级 数 和 的 临界 值 ”(dm the Criioal ralues of the wons of Periodic Series)。 第 
1 节 , 确 定 以 正 怠 或 余弦 级 数 展 于 的 不 连续 性 的 方法 和 求 导出 函数 展开 式 的 方法 ” 
(de of nsrertaininy the mature of the discmtnuity of a functum which ts erpauded ia a smies of vines 
un cosuey and of hhaining the derelypments of the derived functirs)。 其 中 有 图 解 论证 。 

汤姆 森 和 奈 特 .自然 上 哲学), 牛津.1867 年 .第 1 卷 ,第 73--77 上 。 

唐 锡 (Don Kin) ,tf 点 学 入 4vastes) ,牛津 ,1870 年 ,第 72 一 79 目 ,以 及 第 4 章 的 附 
机 

马 蒂 厄 ,数学 物理 教 程 ,巴黎 .1873 年 ,第 33 一 76 页。 

不 会 把 任意 有 数 引入 级 数 逐 个 项 的 完全 不 同 的 讨论 方法 由 下 询 作 者 所 发 明 ; 

狄 利克 雷 , 克 雷 尔 学 报 3)CCnie*s Jurnal) ,柏林 .1829 年 .第 4 卷 , 第 157 一 169 页 。 
“ 论 用 于 表示 有 界 任意 函数 的 三 角 级 数 的 收敛 (Sur 如 meergerce des séries trigmumétrigiey 
qui serrent a représenter we functim arbitrame entre les limiles dnnees) .这 篇 论文 的 方法 完全 值得 
任 细 研 究 ,然而 在 英文 教材 中 至 今 尚 未 看 到 ， 这 位 作者 另 一 篇 更 长 的 论文 载 于 多 佛 的 
《物理 学 索引 Repertrizm der Physit) ,柏林 ,1837 年 ,第 1 卷 ,第 152 一 174 页 。“ 用 正弦 和 
余弦 级 数 表示 完全 任意 的 函数 “(1 eier die Drstelhmg gmz wlljitrlicher Functionen durch Sinus- 
und Cosinusreiben) 。G. 上-. 狄 利克 和 雷 。 

其 它 方面 由 下 列 作者 给 出 : 

德 克 森 .( 克 雷 尔 学 报 ),1829 年 .第 4 卷 .第 170-- 178 页 ,“ 根 据 一 个 角 的 多 倍 的 正 
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纺 和 余弦 收 笋 fortschreitenden 级 数 "(I eber die (nverygenz einer nach den Simssen und (Usinassen 
der ielfachen enes Winkels fortschreilewien Keibe) 。 

贝 塞 尔 .f 天 文学 通讯 》(4srowmuseie actriouer ) ,阿尔 托 纳 ,1839 年 ,第 230- 一 238 
页 。“ 用 多 倍 的 正 葡 和 余弦 表示 一 个 国 数 6(z)”(Leier den Ausdruck einer Fuaction bd(z) durch 
Cosinusse wd Sinusse der FJacien ven z) 。 

最 后 三 位 作者 的 论文 由 黎 曼 折 评 论 .《 数 学 全 集 》, 莱 比 锡 ,1876 年 ,第 221--225 
页 .“ 关 于 利用 三 角 级 数 表 示 -个 函数 的 可 能 性 (Teber de Dearstellbarkeit einer Function durch 
eine Trigmometriwche Reihe) 

哈密 尔 顿 愤 士 发 表 过 一 篇 论据 荡 函 数 和 它们 的 性 质 的 论文 .爱尔兰 皇家 科学 院 
会 刊 XTransactions of the Royal rish Aeziemy),1843 年 ,第 19 卷 ,第 264 一 321 页 。 这 一 阶段 
有 可 能 进行 介绍 性 和 总 结 性 评论 的 研究 。 

德 弗 勒 斯 ,布尔 和 其 他 人 关于 以 二 重 积分 (傅立叶 定理 ) 展 开 任 意 函数 这 一 主题 研 
究 的 论著 将 在 第 9 章 第 361.362 目的 注释 中 提 及 。 一 一 A. F. 


第 七 节 
对 实际 问题 的 应 用 


236. 现在 ,我 们 可 以 用 一 般 方法 解决 底 4 持续 受热 ,同时 
两 个 无 穷 边 和 C 保持 0 度 的 一 个 矩形 薄片 B4C 中 的 热传导 问 
题 T。 . 

假定 这 个 薄片 24C 的 所 有 点 的 初始 温度 均 为 0, 但 是 边 4 的 
每 一 点 的 温度 由 某 种 外 因 保持 ,其 固定 值 是 从 边 4 的 端点 0 到 点 
mn 的 距离 的 函数 f(z), 边 4 全 长 7; 设 :是 其 坐标 为 z 和 yy 的 点 m 
的 恒定 温度 ,我 们 需要 确定 作为 < 和 vy 的 函数 v。 

值 v=ae ™sinmz 满足 方程 
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.4 和 mn 是 任意 两 个 量 。 如果 我 们 取 m=i 工 ;i 是 一 个 整数 ,那么 , 当 


z=7wy 可 取 任 一 值 时 , 值 e “sin 字 就 变 成 0。 因 此 ,作为 * 的 一 
个 更 一 般 的 值 ,我 们 假定 

v= ae "tsin 十 axe ?sin 2 十 qe "tsin 3 十 。 

如 果 假 定 y 等 于 0, 那 么 由 假设 ," 的 值 就 等 于 已 知 函 数 f(x)， 
这 样 我 们 有 

f(z) = asin 人 十 azsin 2 十 axsin 3 十 … 
~ 党 ” 

系数 a ,a2,a 等 等 可 以 通过 方程 (M) 来 确定 ,并 且 ,一旦 把 它 

们 代入 。 值 中 ,我 们 就 有 | 


ge ， a 2 ， 2zrz 
gr ersih ) fz)sin 并 十 e "Sin 一 7(nDsin dr 
ik BN 、 3xz 
te sin — | f(z)sin S 十。 


237.。 当 在 上 面 的 方程 中 假定 >=z 时, 我们 得 到 一 个 形式 更 
简单 的 解 , 即 


~ 
了 meresinz | flz)sinzdr+e ”sin2z | f(z)sin2zdr 
J J 


十 e-aysin3z 六 esinaazz 二 …， oo 
或 
六 "t= [fC dale ssinzsina 十 easin2zsin2a 
二 +@ Ysin3rsin3a 十 …)， 
a 是 一 个 新 变量 , 它 在 积分 后 消失 。 
如 果 这 个 级 数 的 和 被 确定 ,并 且 如 果 我 们 把 它 代 到 上 一 个 方 
程 中 去 ,我 们 就 有 一 个 有 限 形式 的 + 值 。 这 个 级 数 的 两 倍 等 于 
ecos(z—a)—cos(r+a) 1+e ?[cos2(z—a)—cos2(r 二 a)] 十 
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+¢ YLcos3(2— a)—cos3(r+a) + es 
用 Fly,p) 表 示 无 穷 级 数 
© ycosp + e Ycos2p 十 e Yeos3p 十 … 
的 和 ,我 们 得 到 
TX1 一 [fdalr ey 0) Fs + 0)}s 
我 们 也 有 5 
| -or + e200 TD 十 e-so+rV-D 十 


2F(y,p) = Ee 
[+ 了 十 e-20- em 十 -so-ACD 十 … 
eet 1) oo-VCD 
1 一 est? 一 1) 1 一 ea-? ED 
__ Cosp—e™’ 
或 PO P= go0sp Te 
' 因 此 
cl Cos(z—a)—e™’ cos(7+a)—e™! 
有 由 rom g 一 2cos(z 一 0) 十 er 二 : 


或 


和 2(e'—e-!’)sinzsina 
2 上 fodd [ee 二 2cos(z 一 ac) 十 e- [er 一 2cos(z 十 ac) To] 
或 者 , 当 把 系数 分 解 成 两 个 分 数 时 ， 
er—e-r fs: 1 
2 f(a)dal er 一 2cos(z 一 0) 十 e- 


1 1 
ey | 2 

在 有 限 形式 下 的 实际 项 中 ,这 个 方程 包含 方程 线 十 名 一 0 的 

积分 ,该 积分 适用 于 在 端点 受 单一 热源 恒定 作用 的 矩形 固体 中 的 


均匀 热 运动 问题 。 
不 难 确定 这 个 积分 与 有 两 个 任意 函数 的 通 积分 的 联系 ;这些 
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胃 数 正 是 由 于 问题 的 性 质 而 是 确定 的 ,并 且 , 当 在 “一 0 到 “= 的 
界限 内 考虑 问题 时 , 除 函 数 FCo) 外 ,不 存在 任何 的 不 确定 性 。 在 ~ 
个 适合 于 数值 应 用 的 简单 形式 下 ,方程 (a) 表 示 简化 成 一 个 收敛 级 
数 的 同一 +* 值 。 

如 果 我 们 希望 确定 这 个 固体 在 它 已 经 达到 其 永恒 状 态 时 所 包 
含 的 热量 ,那么 我 们 就 从 z=0 到 z=7,y 二 0 到 y=oo 取 积分 


wz 有 其 结果 与 所 要 求 的 量 成 正比 。 一 般 来 说 ,矩形 淹 片 中 均 


匀 热 运动 的 性 质 不 可 能 不 由 这 个 解 所 表示 。 
接 下 来 ,我 们 将 从 另 一 种 观点 考查 这 类 问题 ,并 确定 不 同 物体 
中 变化 的 热 运动 。 


第 四 章 


环 中 线性 的 和 变化 的 热 运动 
第 -- 节 
问题 的 通 解 


238. 表示 环 中 的 热 运动 的 方程 已 经 在 第 105 目 中 叙述 过 ; 
它 是 
dv Kd’v 从 
A 区 


现在 的 问题 是 要 对 这 个 方程 积分 :我 们 可 以 把 它 简写 成 


其 中 上 表示 荔 必 表示 区 5,z 表示 包含 在 环 的 一 点 mn 和 原点 0 之 
间 的 弧 长 ,是 在 一 给 定时 间 1 之 后 在 点 m 所 观察 到 的 温度 。 首 先 
我 们 根 定 *=e- 沁 是 一 个 新 的 未 知 数 ,由 此 我 们 推出 旦 一 :2 
由 于 这 个 方程 可 以 通过 在 前 -个 方程 中 令 4 一 0 而 导出 ,所 以 它 属 
于 表面 辐射 为 0 的 情况 :我 们 由 此 得 出 结论 ,由 于 介质 的 作用 , 环 
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的 不 同 点 会 逐渐 冷却 ,而 这 个 条 件 不 会 以 任 一 方式 干扰 热 分 布 的 
规律 。 . 

事实 上 ,只 要 对 方程 多 一 倍 积 分 ,我 们 就 可 以 得 到 在 同一 时 
刻 对 应 于 这 个 环 的 不 同 点 的 “ 值 ,如 果 热 在 其 中 传导 而 在 表面 无 
任何 损失 ,那么 我 们 就 能 确定 固体 所 处 的 状态 ; 若 有 损失 ,为 了 确 
， 定 固体 在 同一 时 刻 所 处 的 状态 ,我 们 只 需 用 一 个 分 数 e* 乘 不 同 点 
在 同一 时 刻 所 取 的 所 有 值 就 够 了 .因此 ,表面 所 受到 的 冷却 并 不 
改变 热 分 布 的 规律 :唯一 的 结果 是 每 一 点 的 温度 都 比 它 在 没有 这 
条件 时 要 小 ,由 于 这 个 原因 ,温度 随 分 数 。* 的 逐次 因而 降低 。 

239， 由 于 该 问题 简化 成 了 方程 空 一 经 的 积分 ,所 以 ,我 们 
首先 选择 可 以 赋予 变量 的 最 简单 的 特殊 值 ; 然 后 由 这 些 特殊 值 
组 成 一 般 值 ,我 们 要 证 明 这 个 一 般 值 和 这 个 积分 一 样 广 泛 , 它 包含 

-个 的 任意 函数 ,更 准确 地 说 , 当 根据 问题 所 需要 的 形式 安排 

后 , 它 就 是 这 个 积分 本 身 ,因此 ,不 可 能 有 任何 不 同 的 解 。 

首先 可 以 注意 到 ,如 果 对 “给 定 特殊 值 wexsinz,m 和 服从 条 
件 加 = 一 bw?, 那 么 这 个 方程 成 立 。 因 此 ,可 把 函数 。“ 看 作 是 "的 
一 个 特殊 值 。 

为 了 使 这 个 值 能 适合 于 这 个 问题 , 当 " 表示 环 的 平均 半径 , 距 
离 以 量 2zr 增加 时 , 它 必须 不 变 。 因 此 ,2xnr 必须 是 图 围 27 的 i 
倍 ;这 给 出 n= 记 。 

我 们 可 以 取 ; 为 任 一 整数 ;我们 假定 它 总 是 正 的 ,因为 , 若 它 
是 负 的 ,我 们 则 只 需 在 值 we ”sinar 中 改变 系数 4 的 符号 就 够 了 。 


特殊 值 “sin 之 不 可 能 满足 所 提出 的 问题 ,除非 它 表示 固体 的 
初始 状态 现在, 当 取 ! 一 0 时 ,我 们 得 到 w=osin 宪 ; 这 样 ,假定 4 的 
初始 值 实际 上 由 esin 三 表示 ;也 就 是 说 ,不 同 点 的 初始 温度 与 经 过 


202 


那些 点 的 半径 和 经 过 诛 点 的 半径 之 问 的 角 的 正弦 成 正比 ,那么 , 环 
内 部 的 热 运动 就 严格 由 方程 “一 ce “sin 二 来 表示 ,如 果 我 们 考虑 
表面 的 热 耗 ,那么 我 们 得 到 


7 一 ae 


所 讨论 的 这 种 情况 是 我 们 所 能 设想 的 所 有 情况 中 最 简单 的 情况 ， 
在 这 种 情况 下 ,变化 的 温度 保持 它们 的 初始 比 ,并 且 任 一 点 的 温度 
都 随 对 每 -点 都 相同 的 一 个 分 数 的 逐次 短 而 降低 。 

如 果 我 们 假定 初始 温度 与 弧 二 的 两 倍 的 正弦 成 正比 ,那么 我 


们 可 以 观察 到 同样 的 性 质 ;一 般 地 , 当 已 知 温度 由 asin 志 表 未 ,是 
任 -一 整数 时 亦 如 此 。 

只 要 把 量 we "cosnz 取 作 的 特殊 值 ,我 们 也 能 得 到 同样 的 
结果 :在 这 里 ,我 们 也 有 2zrr=2ir,z= 二 ;因此 ,如 果 初 始 温度 由 


LS 
了 n 


cos 芋 来 表示 ,那么 方程 


表示 环 内 的 热 运动 。 

在 已 知 温度 与 弧 记 的 倍数 的 正弦 或 余弦 成 正比 的 所 有 这 些 情 
况 中 ,在 这 些 温度 之 间 所 建立 的 比例 在 冷却 的 无 穷 时 间 中 一 直 存 
在 ,如果 初始 温度 由 函数 asin 立 十 tcos 三 表示 ,是 任 一 整数 ,。 入 


是 任意 两 个 系数 . 则 情况 相同 。 
240. 现在 让 我 们 转 到 初始 温度 没有 我 们 刚才 所 假定 的 这 种 
关系 ,而 是 由 任 一 函数 f(z) 所 表示 的 一 般 情况 上 来 。 让 我 们 对 这 


个 函数 给 定形 式 % 二 ) ,因而 我 人 有 f(z) 一 (了 ,并且 , 让 我 们 设 
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想 殴 数 4( 寺 ) 被 分 解 成 受 恰 天 系数 作用 的 交 轩 轿 的 不 区 夺 余 光 光 
数 。 我 们 写 下 方程 
人 ousin(0 2 寺 ) 十 aasin(1 去 ) 十 oosin(2 = ee 


C= (e) 
十 bocos(0 工 ) 十 bicos(1 王 ) 十 bacos(2 二 十 wee 


可 把 数 ao,a1,as，… ,bo,51,5，,… 看 作 是 已 知 的 , 且 事 先 已 计算 
出 。 显 然 ,这 时 w 的 值 将 由 方程 


来 表示 。 

事实 上 ,第 一 ,这 个 4 值 满足 方程 绢 一 名 ,因为 它 是 几 个 特 
殊 值 的 和 ;第 一 , 当 我 们 使 距离 * 增加 环 圆 围 的 任 -一 倍数 时 它 不 发 
生变 化 ;第 三 , 它 满足 初始 状态 ,因为 只 要 取 (一 0, 我 们 就 得 到 方程 
(ey 。 因 此 ,这 个 问题 的 所 有 条 件 孝 得 到 满足 , 剩 下 的 只 是 用 。-" 来 
乘 这 个 。 值 。 

241.。 随 着 时 间 的 增加 ,组 成 ， 值 的 每 一 项 都 变 得 愈 来 食 小 ; 
因此 温度 系统 不 断 趋 于 正常 和 稳定 状态 .在 这 种 状态 下 ,温度 4 与 
常数 色 的 差 由 

(asin > theos 于)e 
来 表示 。 因 此 ,我 们 在 前 面 所 考虑 过 的 ,由 此 而 构成 一 般 值 的 这 些 
特殊 值 , 从 这 个 问题 本 身 导出 它们 自身 的 起 源 .它们 每 一 个 都 表示 
-种 一 旦 形成 就 能 自我 存在 的 基本 状态 ;这 些 值 与 热 的 物理 性 质 
有 - -种 自然 而 必然 的 联系 。 
设 这 个 方程 中 由 所 表示 的 整个 机 坐标 是 2rr, 设 是 可 变 
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横 坐标 ,7(z) 表 示 环 的 初始 状态 , 则 积分 必须 从 z= 0 取得 * 一 2zr; 
， 这样 我 们 有 


Arf(z)= | f(z)dr 


1 
2 
+cos() | cos(E)f C2)dr+eos(2 TE) | cos(2 三 )f(z)dz 十 … 


光 


十 sin( 工 ) fsinCE)F C0 sin(2 三) [sin(2 三 )7Gz)dz 十 …。 
如 此 ,在 已 知 ao,a1,a2,…,b0,5,52,… 的 值 时 ,如 果 把 它们 代入 
方程 , 则 我 们 有 包含 这 个 问题 全 解 的 下 述 方程 ; 
TT1 一 C “(六 | fCz)dz 


时 


cos2 二 J (eo pr)u) 
所 有 的 积分 都 必须 从 :二 0 取 到 z=2ar。 
用 以 形成 ， 值 的 第 一 项 下 -| 7(z)dz 显然 是 平均 初始 温度 
” 即 ,如 果 所 有 初始 温度 处 处 都 - - 样 分 布 ,那么 每 一 点 都 有 这 种 温 
度 。 
242， 无 论 给 定 的 函数 1(z) 的 形式 如 何 .前 面 的 方程 (E) 孝 
可 应 用 。 我 们 考虑 两 种 特殊 情况 , 即 : 第 一 , 当 环 因 热 源 作用 已 经 上 
升 到 它 的 水 恒温 度 时 突然 后 掉 热 源 所 发 生 的 情况 ;第 二 , 当 半 环 处 
处 等 加 热 后 再 突然 与 初始 温度 处 处 为 0 的 另外 半 个 环 联结 起 来 时 
所 发 生 的 情况 。 
我 们 在 前 面 已 经 看 到 , 环 的 永 全 温度 由 方程 v 一 or 十 bu- 表 
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示 ;, 量 = 的 值 是 e-V 总, 此 处 /是 生成 蕉 面 的 周 长 ,8 是 这 个 截面 
的 面积 。 

如 果 假定 有 一 个 热源 且 热 源 唯一 ,那么 在 与 热源 所 占据 的 屠 
一 点 相对 的 点 上 ,方程 人 =0 必然 成 立 。 因此 这 一 点 满足 条 件 


ou 一 ia- 一 0. 为 使 计算 方便 ,让 我 们 把 分 数 准 看 作 是 等 于 一 个 音 
位 的 ,并 且 让 我 们 取 环 半径 为 三 角 函 数 表 的 半径 ,这 样 我 们 就 有 
* 一 we 十 -因此 , 环 的 初始 温度 由 方程 
一 je 一 (e+ 十 er 一 ) 
来 表示 。 
剩 下 的 只 是 应 用 一 般 方程 (E), 用 M 表示 平均 初始 温度 (第 
241 目 ) ,我 们 有 


本 wa( 工 cos2z C0S37 + 


?+i + + 

这 个 方程 表示 一 个 固体 环 在 某 一 点 加 热 并 升 至 驻 温 后 撤除 热 
源 让 它 在 空气 中 冷却 时 的 变化 状态 。 

243. 为 了 给 出 一 般 方程 (有 的 第 二 种 应 用 ,我 们 假定 初始 
热 是 这 样 分 布 的 : 它 使 包含 在 z=0 到 z=7 之 间 的 半 环 处 处 温度 
都 等 于 1, 另 一 半 的 温度 为 0%。 所 要 求 的 是 确定 经 过 时 间 ! 之 后 的 
环 的 状态 。 

在 这 种 情况 下 ,表示 初始 状态 的 函数 f(z) 是 这 样 的 :只 要 变 
量 包含 在 0 到 + 之 间 , 它 的 值 就 是 1。 由 此 得 到 ,我 们 必须 根 定 
f(x) 二 1, 并 且 只 在 z=0 到 z=z 之 间 取 积分 ,由 假定 ,这 个 积分 的 
另 一 部 分 为 0。 我 们 首先 得 到 下 面 的 方程 ,这 个 方程 给 出 所 提出 的 
函数 的 展开 式 , 从 z=0 到 z=7, 它 的 值 是 1, 从 z=7+ 到 z=27, 它 
的 值 是 0: 


f(z)= > 二 2 (sinz 十 sin3z - sin5z 十 二 sin7z 十 …)。 


os2z atu | 
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现在 如 果 我 们 在 这 个 一 般 方程 中 用 我 们 刚才 所 得 到 的 值 代替 
常 系数 ,那么 我 们 有 方程 


lve-u( dnisinze "| Lsindre-" | Lsin5ze- 
Dee (FT+sinze Ne 3 sin3ze 十 5 sin5ze 十 ……)， 


它 表示 环 的 每 一 点 的 温度 变化 所 服从 的 规律 ,并 且 指 明 它 在 任 一 
给 定时 间 之 后 的 状态 :我 们 只 限于 前 面 两 个 应 用 ,并 只 对 由 方程 
(E) 所 表示 的 通 解 增加 某 些 观察 结果 。 

244. 第 一 ,如 果 假 定 * 无 穷 ,那么 环 的 状态 就 表示 成 


mr 一 e" 去 | f(x) 和 ,或 者 , 当 用 MM 表示 平均 初始 温度 时 (第 241 


目 ),v=e-"M。 每 一 点 的 温度 突然 变 得 等 于 平均 温度 , 且 所 有 不 同 
点 都 总 是 保持 相等 的 温度 ,这 是 我 们 承认 无 穷 传导 率 (infinite con- 
ducibility) 的 假定 的 一 个 必然 结果 。 

第 二 ,如 果 环 半径 无 穷 小 ,我 们 将 有 同样 的 结果 。 

第 三 ,为 了 得 到 在 时 间 t 之 后 的 环 的 平均 温度 ,我 们 必须 从 
z 一 0 到 z* 一 2rr 取 积 分 | f(z)dz, 并 且 除 以 2rr。 在 这 些 界限 内 对 “ 
值 的 不 同 部 分 积分 ,然后 假定 z=2x7, 我 们 会 发 现 除 第 一 项 外 ,这 
些 积分 的 总 值 为 0; 因此 ,在 时 间 i 之 后 ,平均 温度 值 是 量 e“M。 所 
以 , 环 的 平均 温度 以 同样 的 方式 下 降 ,仿佛 它 的 热 导 率 是 无 穷 的 一 
样 ;在 这 个 固体 中 由 热传导 所 引起 的 变化 对 这 一 温度 没有 影响 。 

在 我 们 刚才 所 考虑 的 三 种 情况 中 ,温度 与 分 数 。-* 的 短 成 正比 
地 降低 ,或 者 同样 地 ,与 一 条 对 数 曲线 的 纵 坐标 成 正比 地 降低 , 横 
坐标 等 于 所 历经 的 时 间 。 这 个 规律 人 们 早已 知道 ,但 必须 注意 , 除 
非 物体 体积 很 小 ,否则 它 一 般 不 成 立 。 前 面 的 分 析 告 诉 我 们 ,如 果 
环 的 直径 不 是 很 小 的 ,那么 一 个 确定 点 的 冷却 在 开始 时 不 服从 那 
条 规律 ;平均 温度 则 不 同 , 它 总 是 与 一 条 对 数 曲 线 的 纵 坐 标 成 正比 
地 降低 。 此 处 必须 记 住 ,我 们 假定 环 的 生成 截面 的 面积 非常 小 ,以 
致 于 同一 截面 的 不 同 点 在 温度 上 没有 明显 差别 。 
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第 四 ,如 果 我 们 要 确定 在 一 给 定时 间 内 经 过 环 的 一 个 已 知 部 
分 的 表面 所 达 锡 的 热量 ,那么 我 们 必须 应 用 积分 dwr, 必 
须 在 相对 于 这 - -时 间 的 区 间 内 取 积 分 。 例 如 ,如 果 我 们 取 z 的 区 间 
为 0 到 2xr,t 的 区 间 为 0 到 oo; 即 ,如 果 我 们 希望 确定 在 冷却 的 全 
过 程 中 从 整个 表面 所 逃逸 的 全 部 热量 ,那么 我 们 应 当 在 积分 之 后 
得 到 等 于 全 部 初始 热量 的 -- 个 结果 ,或 是 2rrMCDS,M 是 平均 初 
始 温度 。 

第 五 ,如 果 我 们 希望 确定 在 -- 给 定时 间 内 经 过 环 的 一 个 确定 
截面 流 过 多 少 热量 ,那么 我 们 必须 运用 积分 一 KS | 和 人 多 ,用 侈 表 
示 在 所 讨论 的 那 一 点 上 所 取 的 那个 函数 的 值 。 

245。 热 在 这 个 环 中 势必 随 我 们 应 当 注 意 到 的 一 条 规律 分 
布 。 历 经 时 间 增加 得 愈 多 ,在 方程 (E) 中 构成 值 的 那些 项 相对 于 
它们 前 面 的 项 就 愈 小 ,因此 ,存在 某 个 值 , 对 于 这 个 值 , 热 运动 开 
始 明显 地 由 方程 ， 

4 


4=bo (aisin 二 十 beos 3 


来 表示 。 
在 冷却 的 无 穷 时 间 内 ,同一 关系 仍然 存在 ,在 这 个 状态 下 ,如 
果 我 们 选择 环 上 位 于 同一 直径 两 端的 两 个 点 ,用 zx 和 zo 表示 它们 
各 自 与 原点 的 距离 ,用 wv 和 vw 表示 它们 在 时 间 t 时 的 相应 温度 ; 
那么 我 们 有 
m= {b+ Casin H+bicos 0 }e*, 


3 二 Zs 0 
r= {bo (msin 守 十 bcos 子 )e Pee 


两 弧 于 和 王 的 正弦 欠 是 符号 不 同 ; 基 cos 于 和 cos 至 同样 如 
此 ;这 样 ， 
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tt 
一 2 一 0e 


因此 ,相对 的 两 点 的 温度 的 半 和 (half-sum) 给 出 一 个 量 be“, 如 果 
我 们 选择 位 于 另 一 个 直径 两 端的 两 点 , 则 这 个 量 仍然 如 此 。 正 如 我 
们 在 上 面 已 经 看 到 的 , 量 ne“ 是 时 间 i 后 的 平均 温度 值 。 因 此 , 任 
意 两 个 相对 点 的 温度 的 半 和 都 不 断 随 环 的 平均 温度 而 降低 ,并 在 
冷却 持续 -- 段 时 间 后 表示 它 的 值 而 无 明显 误差 。 让 我 们 更 详细 地 
考查 由 方程 Ee | 
r= {bo (msin 证 bicos 三 )e "je 
所 表示 的 终极 状态 所 存在 的 情况 。 

如 果 我 们 首先 考查 环 上 使 我 们 有 条 件 

aisin thicos 二 0， 或 arctan( 2 ) 

的 点 ,那么 我 们 会 看 到 ,这 一 点 在 每 一 时 刻 的 温度 都 是 环 的 平均 温 
. 度 :在 直径 上 相对 的 点 亦 如 此 ;因为 后 一 个 点 的 横 坐标 也 满足 上 面 
的 方程 


roan Cy 
了 a 


让 我 们 用 六 表示 这 两 点 的 第 一 个 所 处 的 距离 ,我 们 有 


如 果 我 们 现在 把 对 应 于 横 坐 标 X 的 点 作为 横 轴 的 原点 ,用 ， 
表示 新 的 横 坐 标 * 一 X, 那 么 我 们 有 
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如 


v=e “(botbsin Ze 六 


在 横 坐 标 x 为 0 的 原点 ,以 及 在 相对 的 点 上 ,温度 "总 等 于 平 
均 温 度 ;这 两 个 点 把 环 圆周 分 成 状态 相似 符号 相反 的 两 个 部 分 ;其 
中 一 部 分 的 每 一 点 都 有 超过 平均 温度 的 温度 , 且 那 个 超出 量 与 离 
原点 距离 的 正弦 成 正比 。 另 一 部 分 的 每 一 点 都 有 比 平 均 温度 低 的 
温度 , 且 这 个 亏损 量 与 相对 点 的 赵 出 量 相等 热 的 这 种 对 称 分 布 在 
冷却 的 整个 期 间 都 存在 ,在 受热 的 一 半 的 两 端 , 沿 冷 的 一 半 的 方向 
形成 两 热流 ,它们 的 作用 是 不 断 使 环 的 每 一 半 都 趋 于 平均 温度 。 

246. 现在 我 们 可 以 注意 到 ,在 给 出 ” 值 的 一 般 方程 中 ,每 一 
项 都 有 


2 


(asini 工 十 jcosi 二 )e 
r 7 


的 形式 ,因此 ,相对 于 每 一 项 ,我 们 都 能 导出 与 前 面 类 似 的 结论 . 事 
实 上 ,用 式 表 示 使 系数 


PE .7 
asini 一 十 bcosi 一 
7 X 


“ale 


等 于 0 的 距离 ,我 们 有 方程 上 = 一 atani 宇 , 作 为 这 个 系数 的 值 ,这 
个 代 换 给 出 ， 


s—X 


asini( 


)， 
4 是 一 个 常数 。 由 此 得 到 , 当 取 其 横 坐 标 是 X 的 点 为 坐标 系 原 点 ， 
用 “表示 新 的 横 坐 标 z-X 时 ,作为 ” 值 的 这 一 部 分 的 替换 式 , 我 们 
有 函数 
ae “sini Ee 
如 果 " 值 的 这 个 特殊 部 分 单独 存在 过 ,结果 使 所 有 其 它 部 分 
的 系数 都 为 0, 那 么 环 的 状态 就 由 函数 


\ 
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2 
入 ut 

ae “e “sin(i—) 
党 


来 表示 ,并 且 每 一 点 的 温度 就 与 这 一 点 与 原点 距离 的 ; 倍 的 正弦 
成 正比 。 这 个 状态 与 我 们 曾 描述 过 的 状态 类 似 : 它 与 它 的 不 同 之 处 
在 于 ,总 有 与 环 的 平均 温度 相等 的 相同 温度 的 点 的 数目 不 只 是 2， 
而 是 一 般 等 于 2i。 每 一 个 这 样 的 点 和 结 点 (node) 都 把 环 的 两 个 毗 
邻 部 分 分 开 , 这 两 部 分 处 于 相似 的 状态 中 ,只 是 符号 相反 。 因 此 ,我 
们 发 现 圆周 被 分 成 几 个 相等 的 部 分 ,它们 的 状态 交替 地 为 正和 负 。 
热流 量 可 能 在 这 些 结 点 上 是 最 大 的 ,并 且 指 向 状态 为 负 的 部 分 ,在 
与 两 相 邻 结 点 等 距 的 那些 点 上 , 它 为 0。 在 这 些 温度 之 间 所 存在 的 
比率 在 冷却 的 整个 阶段 一 直 保 持 , 这 些 温度 一 起 以 与 分 数 


‘se 7 


成 正比 的 违 度 迅速 变化 。 | 

如 果 我 们 逐次 对 ;给 定 值 0,1,2,3,…, 那 么 我 们 就 可 以 确定 
热 在 一 个 固体 环 中 传导 时 所 能 呈现 的 所 有 正常 状态 和 基本 状态 。 
当 某 个 这 样 的 简单 形式 一 旦 形成 时 , 它 就 自我 保持 ,并 且 在 这 些 温 
度 之 间 所 存在 的 这 些 比 不 变 ;但 是 ,无 论 这 些 初始 比如 何 ,并 且 无 
论 环 以 何 种 方式 受热 ,这 个 热 运动 都 可 以 分 解 成 与 我 们 刚才 所 描 
述 的 运动 相似 的 几 个 简单 运动 ,这 些 简单 运动 都 一 起 完成 而 相互 
之 间 无 任何 干扰 .在 这 些 状态 的 每 一 个 中 ,温度 都 与 到 一 个 固定 点 
的 距离 的 某 个 倍数 的 正弦 成 正比 。 在 同一 时 刻 对 一 个 单 点 所 取 的 
所 有 这 些 部 分 温度 的 和 ,就 是 那 一 点 的 实际 温度 .于 是 构成 这 个 和 
的 某 些 部 分 的 温 降 要 比 其 它 部 分 快 得 多 。 由 此 得 到 ,与 ; 的 不 同 值 
对 应 的 ,以 及 其 用 加 确定 总 的 热 运动 的 环 的 这 些 基本 状态 ,在 某 种 
意义 上 一 个 接 一 个 地 消失 ,它们 很 快 就 对 温度 值 不 产生 任何 明显 
的 影响 ,在 它们 之 中 只 剩 下 第 一 个 ,其 中 :是 最 小 的 。 如 此 .我 们 形 
成 关于 热 据 以 在 环 中 分 布 .及 据 以 在 其 表面 耗 散 的 规律 的 精确 思 
想 - 环 的 这 种 状态 变 得 愈 来 僵 对 称 , 它 很 快 变 得 与 它 所 具有 的 -个 
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自然 舌 向 所 趋 于 的 状态 混 清 不 清 , 这 个 状态 在 于 不 同 的 点 的 温度 
逐渐 变 成 与 测量 到 原点 距离 的 弧 的 同一 倍数 的 正弦 成 正比 。 初 始 
分 布 在 这 些 结果 中 不 发 生 任何 变化 。 


第 二 节 
分 离 物体 之 间 的 热传导 


247. 我 们 现在 不 得 不 注意 前 面 的 分 析 与 必须 用 来 确定 分 离 
物体 间 的 热传导 规律 的 分 析 的 一致 性 ;因此 ,我 们 将 得 到 环 的 热 运 
动 问题 的 第 二 个 解 。 这 两 个 结果 的 比较 将 指明 在 对 连续 物体 的 热 
传导 方程 积分 时 我 们 所 遵循 的 方法 的 真正 基础 .首先 ,我 们 将 考查 
两 个 相同 物体 之 间 的 热传导 这 种 极其 简单 的 情况 。 

假定 体积 相等 .物质 相同 的 两 个 立方 体 m 和 受热 不 等 ; 设 它 
们 各 自 的 温度 是 和 5, 并 设 它们 具有 无 穷 热 导 率 。 如 果 我 们 把 这 
两 个 物体 放 得 相互 挨 着 ,那么 每 一 个 的 温度 就 会 突然 变 得 与 平均 
温度 却 (o 十 妇 相 等 。 假定 这 两 块 物体 被 一 个 非常 小 的 区 间 分 开 , 我 
们 从 第 -- 块 物质 上 分 出 一 个 无 穷 薄 的 落 层 ,使 得 这 个 薄 层 与 第 二 
块 物质 连 起 来 ,并 在 接触 之 后 又 立即 回 到 第 -- 块 物质 上 。 因 此 , 当 
在 同一 无 穷 小 区 间 上 连续 地 交替 移动 时 ,这 个 交换 薄 层 就 把 较 热 
物体 的 热 传 到 不 怎么 热 的 物体 上 去 ;问题 是 要 确定 车 它们 所 包含 
的 热 在 其 表面 无 任何 损失 时 ,在 -给 定时 间 之 后 ,每 个 物体 的 热 将 
号 怎样 的 。 我 们 并 不 假定 连续 固体 中 的 热传导 以 某 种 类 似 于 我 们 
刚才 所 描述 的 方式 完成 :我 们 只 希望 用 分 析 来 确定 这 样 - -种 假定 
的 结果 。 

由 于 这 两 块 物质 都 具有 无 穷 热 导 率 ,所 以 包含 在 一 个 无 穷 薄 
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层 中 的 热量 就 会 骤然 增 加 到 与 之 接触 的 那 块 物 质 的 热量 中 去 ;并 
且 产生 一 种 公共 温度 ,这 一 温度 等 于 热量 和 除 以 物质 的 和 的 商 , 设 
% 是 从 较 热 物体 上 分 离 出 来 的 无 穷 小 薄 层 的 物质 , 它 的 温度 是 a; 
设 c< 和 是 与 时 间 上 对 应 的 变化 温度 , 它 的 初始 值 是 。 和 。 在 薄 
层 o 从 物体 mw 上 分 出 来 ,m 变 成 wm 一 o。 时 ,w 有 和 这 块 物质 一 样 的 
温度 a, 当 它 一 接触 受 温度 8 作用 的 第 二 块 物体 时 , 它 就 与 这 块 物 


体 一 起 同时 呈现 出 等 于 吧 士 的 温度 。 水 层 o 保持 后 -温度 又 回 


到 其 物质 为 m 一 ,温度 为 “的 第 一 块 物体 上 。 这 样 我 们 得 到 第 二 
次 接触 之 后 的 温度 
a(m—@) 十 


Cnp 十 co)。 
也 十 @ 或 am+ po 


’ m m+o ". 
在 时 间 间 隔 必 之 后 ,变化 温度 "和 8 变 成 4 一 (a 一 8) 名 和 
B+ (a 一 B) 训 ;这 两 个 值 通过 去 掉 。 的 高 次 矫 而 得 到 。 因 此 我 人 有 


d= 一 (a 一 B) 宫 和 dp 一 (a 一 让 名 ; 


具有 初始 温度 6 的 物体 在 某 一 时 刻 内 得 到 等 于 mdp 或 (a 一 po 的 
热量 , 它 同时 也 是 第 一 个 物体 所 失去 的 热量 。 由 此 我 们 看 到 ,在 所 
有 其 它 条 件 相同 时 ,在 一 时 刻 内 从 受热 多 的 物体 传 到 受热 少 的 物 
体 中 去 的 热量 与 这 两 个 物体 的 实际 温差 成 正比 。 在 时 间 被 分 成 几 
个 相等 的 区 间 后 ,无穷小 量 可 以 用 邮 来 代替 ,k 是 单位 物质 数 ， 
它 的 和 所 包含 的 。 的 倍数 和 单位 时 间 所 包含 的 必 的 倍数 一 样 多 ， 
因此 我 们 有 二 一 二 。 由 此 我 们 得 到 方程 


da Cap) Ed 和 df=(a Ed 


248. ”如 果 我 们 对 体积 o 赋予 更 大 的 值 , 用 以 从 这 两 个 物体 
的 一 个 中 吸 热 ,然后 把 它 带 给 另 一 个 物体 ,那么 ,这 种 传导 将 更 快 ， 
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为 了 表示 这 个 条 件 , 必 须 以 同一 个 比 增加 进入 这 个 方程 的 量 *。 我 
们 也 可 以 保持 % 值 不 变 而 假定 这 个 薄 层 在 给 定时 间 内 完成 更 多 次 
数 的 移动 ,这 亦 由 更 大 的 上 值 指明 。 因 此 ,这 个 系数 在 某 种 意义 上 
表示 传导 速度 ,或 表示 热 从 一 个 物体 传 到 另 一 物体 的 能 力 , 即 它们 
的 相互 热 导 率 。 

249. 把 前 面 两 个 方程 相 加 ,我 们 有 

dat+dp=0, 
如 果 我 们 用 一 个 方程 碱 去 另 一 个 方程 , 则 我 们 有 
da—dp+2(a—p) Ed=0, 
令 一 5 一 四 
由 十 2 二 册 一 0。 

取 积 分 ,并 以 初始 值 为 a 一 b 这 个 条 件 确定 常数 , 则 我 们 有 


?= (一 0)e 党 ,温差 9 随 一 条 对 数 曲 线 ,或 随 分 数 -的 逐次 等 而 
减少 。 作 为 和 p 的 值 ,我 们 有 


四 a 


a 一 言 (a 二 十 吉 (a 一 b)e 和 6 一 去 (a 十 归 十 二 (一 be 全 。 
250. 在 前 面 的 情况 下 ,我 们 假定 使 传导 得 以 完成 的 无 穷 小 
物质 o 总 是 单位 物质 的 同一 部 分 ,或 者 同样 地 ,我 们 假定 测量 相互 
热 导 率 的 系数 上 是 一 个 常量 。 为 使 所 讨论 的 研究 更 一 般 化 ,必须 把 
常数 上 看 作 是 两 实际 温度 和 8 的 函数 ,这 样 我 们 就 有 两 个 方程 
k 
da= (a 和 


d= (ap) Ed, 
在 这 两 个 方程 中 ,t 等 于 a 和 8 的 一 个 函数 ,我 们 用 $a,8) 表 示 
它 。 当 a 和 8 极 接近 于 它们 的 终极 温度 时 ,容易 确定 变化 温度 和 
8 所 遵循 的 规律 。 设 y 是 等 于 a 和 终极 值 志 (a+5) 或 。 之 差 的 一 个 
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新 未 知 数 。 设 :是 等 于 差 c 一 8 的 第 二 个 未 知 数 。 我 们 用 它们 的 值 
cy 和 c 一 = 代替 a 和 p; 由 于 问题 是 求 y 和 < 的 值 ,所 以 当 我 们 假 
定 它们 很 小 时 ,在 这 个 代 换 结果 中 我 们 只 需 保留 ?和 = 的 一 次 宪 
就 行 了 。 因 此 展开 在 符号 由 下 的 那些 量 . 并 略 去 和 = 的 高 次 宕 ， 
我 们 得 到 两 个 方程 


—dy= Ee Ye 
m 
和 ， —t= Demye a), 


我 们 得 出 电 =(: 一 让 直 od， 一 一 (2 一 让 二。 由 于 量 是 常数 ， 
我 们 得 到 ,前 面 这 两 个 方程 对 差 一 给 出 与 我 们 在 上 面 对 a 一 p 
的 值 所 得 到 的 类 似 的 结果 。 

我 们 由 此 得 出 结论 ,如 果 在 开始 时 被 假定 为 常数 的 系数 1 由 
变化 温度 的 任 一 函数 表示 ,那么 这 些 温度 在 无 穷 时 间 内 所 经 历 的 
最 后 变化 仍然 服从 同 举 的 规律 ,就 象 这 种 相互 热 导 率 是 常数 一 样 
这 个 问题 实际 上 是 要 确定 在 实际 温度 不 同 的 无 数 相同 物体 中 的 热 
传导 规律 

251. 假定 每 个 等 于 疾 的 "个 楼 住 形 物 体 被 安排 在 同一 直线 
上 ,并 受 不 同 温度 eicvd,… 的 作用 ;假定 除 最 后 一 个 物体 外 ,从 
这 不 同 物体 的 每 一 个 上 都 分 出 一 个 无 穷 薄 层 ,它们 每 一 个 的 质量 
为 w, 同 时 这 些 薄 层 依次 从 第 一 个 物体 向 第 个 二 物体 ,从 第 个 二 物 
体 向 第 三 个 物体 ,从 第 三 个 物体 向 第 四 个 物体 等 转移 ,接触 之 后 ， 
这 些 沽 层 又 立即 回 到 它们 原来 由 之 分 出 的 物体 上 ;在 这 双重 运动 
所 发 生 的 次 数 和 所 存在 的 无 穷 小 时 刻 和 的 次 数 -- 样 多 时 .我 们 要 
求 温度 变化 所 服从 的 规律 。 

设 a.8,y,6,…w 是 对 应 于 同一 时 间 4, 继 初始 值 4 必 .cwd.… 之 
后 的 变化 值 。 当 这 些 菏 层 从 前 "一 1 个 物体 上 分 出 并 与 相 邻 物体 
接触 时 ,不 难看 到 温度 变 为 


> We 
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al(m—w) pm 一 oO) 十 ao yl(m—o)+po 
， 二 ， ， 


mw 
6m—o) ty ..， mo 十 ‰ 
m mo,” 
或 
CC 


当 这 些 薄 层 % 回 到 它们 原来 的 位 置 时 ,我 们 根据 同一 规则 得 
到 新 的 温度 ,这 些 温度 在 于 用 热量 的 和 除 以 这 些 物质 的 和 ,并 且 ，… 
在 时 刻 之 后 ,作为 a,8,y,5,… 的 值 ,我 们 有 


a—(a—p)E,p+ (ppB-)e,. 


) 十 (8 一 /一半 国生 wo 十 (% 一 加) 全 。 
守 的 系数 是 序列 ,6,y,…%o 中 所 取 的 两 相 邻 差 的 差 。 对 于 


名 的 第 一 个 和 最 后 一 个 系数 ,我 们 也 可 以 把 它们 看 作 是 二 阶 差 .这 


只 需 假 定 项 a 的 前 面 有 一 个 等 于 a 的 项 ,项 的 后 面 有 一 个 等 于 
的 项 就 够 了 .因此 ,和 前 面 一 样 ,一 旦 用 tt 代替 ', 我 们 就 有 下 述 
方程 : | 
da=Ed((p—0)— (a—)), 
dp=Ed((y—p)—(p—)), 


d= 6—D— 0—A)}. 


Pa 
m 


252. 为 了 对 这 些 方程 积分 ,根据 已 知 的 方法 ,我们 假定 
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a=aie* ,P=ase* ,y= a 一 Goes 


了, ,avaa,… 是 必须 确定 的 常数 。 作 代 换 后 ,我 们 有 下 述 方程 : 


下 
ah 一 一 (az 一 al)， 
mn 
人 
4 一 元 {(03 一 02) (a2—a1)} 
4= 人 (Ca 一 a) ~ (qs—as)} 
axX 一 元 {(o 一 0) 一 (os 一 02) 


ah 一 在 ((oi 一 0) 一 (一 o-D)。 
m 


如 果 我 们 把 a 看 作为 已 知 量 ,那么 我 们 得 到 用 w 和 4 所 表示 
的 a:, 然 后 是 用 a 和 4 表示 的 as, 所 有 其 它 未 知 量 ao,a;,… 亦 如 
此 。 第 一 个 和 最 后 一 个 方程 可 以 写成 下 面 的 形式 


ah 一 二 (Ca 一 a) 一 (一 mo)}， 


和 4 一 全 (ou 一) 一 (一 o-)。 


保持 两 个 条 件 a=a 和 “一 “+ 不 变 , 则 a 的 值 包含 4 的 一 次 
短 ,as 的 值 包含 4 的 二 次 器 ,如 此 直到 ++, 它 包含 4 的 次 等 ,如 
此 , 当 a,-, 变 得 等 于 a, 时 ,为 确定 4, 我 们 有 一 个 "次 方程 ,oi 仍然 
待定 。 
由 此 得 出 ,我 们 将 得 到 个 4 值 ,并 且 , 根 据 线 性 方程 的 性 质 ， 
a 的 一 般 值 由 个 项 组 成 , 晤 a,8,y,… 由 如 
a 二 qe* 十 al'er' 十 ar ee” 十 …* 
b=aze* +az'e"'+aze™ 十 入 
y= 二 qse* 十 as'e*' 十 ase* 十 *… 


忆 一 ae 十 as ex 十 ae 和 十 … 


外 原文 为 “hh”, 有 误 。 一 一 译 者 
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这 样 的 一 些 方程 来 确定 。 

h,W ,br”,… 的 值 有 个. 并且 等 于 4 的 次 代数 方程 的 x 个 根 、 
正如 我 们 将 要 看 到 的 , 它 的 所 有 根 都 是 实 根 。 

第 一 个 方程 的 系数 ,oa ,are ,… 是 任意 的 ;至 于 下 面 各 行 
的 系数 ,它们 由 类 似 于 前 面 那些 方程 的 x 个 方程 组 来 确定 ,现在 的 
问题 是 要 建立 这 些 方程 。 

253. 用 字母 9 代替 名 ,我们 有 下 述 方程 

ao 一 4 
az 一 al(C4g 十 2) 一 ao， 
as 一 qz(4 十 2) 一 oi 
or+1 一 ai(9 十 2) 一 -1。 

我 们 看 到 ,这 些 量 属 于 一 个 循环 级 数 ,这 个 循环 级 数 的 级 数 率 
(scale of relation ) 由 两 个 项 (9 十 2) 和 一 1 组 成 。 因 此 ,适当 确定 量 
4.8 和 ww, 则 我 们 可 以 用 方程 

an= Asinmut Bsin(m— 1)u 
表示 通 项 a,。 我 们 首先 由 假定 m=0, 然 后 假定 m 等 于 1, 来 求 4 和 
也 ,这 个 假定 给 出 oo= 一 Bsinu,aj 二 Asinu, 因 此 ， 


a = sinmu— psin Cm — 1)u, 
然后 在 一 般 方 程 
an 一 am-1(9 十 2) 一 as- 
中 代入 
mrdml Am-2 
的 值 , 则 我 们 得 到 


sinmu= (g++ 2)sin(m— 1)u—sin(m— 2)u, 


比较 这 个 方程 和 下 面 的 方程 
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sinmu 一 2cosusin (m— 1)a—sin(m— 2)u, 


它 表示 以 算术 级 数 增 加 的 弧 赐 正弦 的 一 个 已 知性 质 , 则 我 们 得 到 


4 十 2 二 2cosu, 或 49 二 一 2versinu; 剩 下 的 只 是 确定 弧 # 的 值 。 


由 于 a 的 条 是 


Ei 二 
a si sin(m—~ 1)u], 


,所 以 ,为 满足 条 件 a 二 a,, 我 们 肯定 有 方程 


sin(z+ lL)u—sinu—=sinnu—sin(n— 1)u, 


因此 我 们 推出 sinw 一 0, 或 4=i 祥 ,x 是 半圆 周 ,i 是 枉 一 整数 ,如 


9,1,2,3,4,…(n 一 1); 由 此 我 们 得 出 4 或 名 的 "个 管 。 因 此 ,给 出 
ht ,如 ,加 ，,… 的 值 的 含 的 方程 的 所 有 根 都 是 负 实 数 根 ,它们 由 


方 各 
4 一 一 2 二 versin(0 工 )， 
m n 
N= 2 Eversin(l TT), 
m n 
大 ， 下 
加 一 一 2 一 versin(2 一 )， 
m n 
h(n—1)=—2 Eversin( Ca—) 王 | 
m n 
所 提供 。 


这 样 ,假定 我 们 已 经 把 半圆 周 + 分 成 » 等 分 ,为 形成 4, 我 们 了 到 


i 个 这 样 的 部 分 ,i 小 于 , 取 a 为 任 一 量 , 并 使 

sinu— sin Ou ~ eversin, 
sinz S 

Sin2u— Sin 1 ~ aversinn 
sinu " 


b=a 
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Sin3u— Sin2u -ram 
一 一 一 ， 


一 Q - 
. SiNnu 


Sinmzu 一 Sin (x— 1 Du venion 
sinu ” 


则 我 们 满足 这 些微 分 方程 。 
由 于 存在 我 们 可 能 为 所 取 的 个 不 同 的 弧 , 即 
0 世 ,1 于 ,2 吾 ,2 于 oo ,一 D) 工 ， 
所 以 a,b,y,… 也 有 7 组 特殊 值 ,这 些 变量 的 一 般 值 是 这 些 特殊 值 


的 和 ， 
254. 我 们 首先 看 到 ,如 果 弧 为 0, 则 在 a,8,y,… 的 值 中 乘 
以 a 的 那些 量 就 都 变 得 等 于 1 ,因为 当 弧 u 变 为 0 时 ,一 sn 
取 值 为 1; 在 下 面 的 方程 中 所 能 看 到 的 那些 量 亦 如 此 。 由 此 我 们 得 
出 ,常数 项 必须 进入 a8,7,…6 的 一 般 值 。 
此 外 ,把 对 应 于 a.p,y,… 的 所 有 特殊 值 相 加 , 则 我 们 有 


SiNRU — 2Eversins 
em 


ath+tyt =a sin 
这 是 只 要 弧 4 不 为 0, 则 右边 就 化 为 0 的 方程 .但 是 在 那 种 情况 下 ， 
我 们 会 看 到 是 So 玫 的 值 。 这 样 我 们 一 般 有 
a 十 8 十 ?十 …… 一 na 
现在 ,由 于 这 些 变量 的 值 是 a,3,c,… ,所 以 我 们 必然 有 
Nai 二 a 十 b 十 Cc 十 ……; 
由 此 得 到 ,必须 进入 a,8,y,…。% 的 每 个 一 般 值 的 常数 项 是 


l(a Fet), 


即 是 所 有 初始 温度 的 均值 。 


$ 
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至 上 wp 的 一 般 值 ,它们 由 下 述 方 程 表 示 ， 


1 ,sinu—SsinQx 2crins 
a=—t{g+btet "To — oe " 
n SiNnu 


sinu’ — sinQu’ 24, 


4b - versinw 
1 sinu’ 
十 Ssinu”— sinQu” 28,ersinv 
7 
: sinu” 
十 
1 Sin24u— sinu -versins 
[一 一 (十 ?十 c 十 ……) 十 ai 一 一 em 
n SINnu 
sin2u’ — sinu’ _ 28,eryiny 
2 ,A 
Sinu’ 
Sin 2u’— sinu” ~ 24versine" 
十 ca ee er a 
Sinu 
十 …， 
1 Sin 3u— sin2u - 荆 ven 
) 一 一 (ae 十 0 十 ec 十) 十 o 一 一 一 em 
n Sinu 
十 Sin3w — sin2u’ -~ averinw 
: Sina/ 
十 e Sin 3u”— sin 2u” -everanv 
ee 
. Sinau” 
十 


w= (atbtet.) ta( Se) ee 


Sinz 
+ sinnu’ 一 Sin (x— 1)u’ )- Mersin 


Sinu’ 
ee sinnu”— sin(n— 1 )w" vern 
: sinu” 
十 “0 


255. 为 了 确定 常数 a,b,c,d,… ,我 们 必须 考虑 系统 的 初始 
状态 。 事实 上 ,当时 间 为 0 时 ,a,6,y,… 的 值 必 须 等 于 a,5,c,…; 这 
样 ,为 了 确定 这 个 常数 ,我 们 有 个 类 似 的 方程 。 量 


sinu— sinQu,sin2u— sinu,sin3u— sin2u,*** ,sinnu— sin(n— 1)u, 
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可 以 
sin Ou, 4sin ,Jsin2u , Asin3u, «~ Asin(n— 1 )u 
这 样 的 方式 标明 ;如 果 初 始 均 温 用 C 表示 ,那么 适合 于 确定 这 些 
常数 的 方程 是 
4 一 C 十 0 十 思 十 ci 十 


Asinu -sinu’ ， jsinu” 
he Ler er 0 rr es oh er he i 
Sin& Sinu Sini 
sin2u -sin2u’ sin2u” 
c=C++al ee | 一 一 Tr 
Sinz Sinz Sinz 
Asin3u Asin 3u’ sin3u” 
d=040 一 — 二 有 一 一 一 十 一 一 十， 
SiNnu SiNu Sinu 


由 于 量 a1,br,ci,di 和 C 由 这 些 方程 确定 ,所 以 我 们 完全 知道 

变量 
ay 50 
的 值 。 

一 般 地 ,我 们 可 以 在 这 些 方 程 中 实施 未 知 数 的 消 元 ,并 确定 量 
a,b,c,d,… 的 值 ,即使 方程 的 数目 无 穷 也 亦 可 如 此 ;在 下 面 几 目 
中 ,我 们 将 应 用 这 个 消 元 过 程 。 

256. 一 旦 考查 给 出 变量 a,6,y,…o 的 一 般 值 的 这 些 方程 ， 
我 们 就 会 看 到 , 随 着 时 间 的 增加 ,每 个 变量 的 值 的 逐 项 极 不 相等 地 
变 小 ;因为 ,由 于 4,w ,wu ,… 的 值 是 

1 二 ,2 工 ,3 工 ,4 三， 
所 以 指数 versinx ,versinxw' ,versinu",versinu”,… 变 得 愈 来 愈 大 .如 果 
我 们 假定 时 间 上 是 无 穷 的 ,那么 只 有 每 个 值 的 第 一 项 存在 ,这 些 物 
体 的 每 一 个 的 温度 就 变 得 等 于 平均 温度 十 (a+5 十 c 十 …)。 由 于 时 
间 t 连 续 增 加 ,所 以 某 个 变量 的 值 的 每 一 项 就 与 一 个 分 数 的 逐次 


徊 成 正比 地 减少 ,对 于 第 二 项 ,这 个 分 数 是 。 ,对 于 第 三 项 ， 
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是 e- se , 余 者 类 推 。 由 于 这 些 分 数 中 最 大 的 一 个 是 对 应 于 最 小 
4 值 的 分 数 ,所 以 我 们 得 到 ,为 了 确定 温度 的 终极 变化 所 服从 的 规 
律 ,我 们 只 需 考虑 前 两 项 就 够 了 ;因为 随 着 时 间 的 增加 ,所 有 其 它 
项 都 变 得 无 比 地 小 。 因 此 ,温度 a,6,y,… 的 终极 变化 由 下 述 方程 
表示 : 

Sinu—sinQu hws 


a=T (atbtet.) ta Me 


Sin22 一 sinz ~ 2mins 
sina 


= (atbtet.)+a 


y= 十 (at6+c 二 十 a 于 一 和 于 we 


257. 如 果 我 们 把 半圆 周 分 成 等 分 ,并 且 , 在 一 出 这 些 正弦 
后 , 取 两 个 相 邻 正弦 的 差 , 那 么 ,这 "个 差 就 与 。- 守 "的 系数 成 正 
比 ,或 者 ,与 a,B,y,…o 的 值 的 第 二 项 成 正比 。 由 于 这 个 原因 ,后 面 
这 些 a, p,y…o 的 值 就 使 得 终极 温度 和 平均 初始 温度 


二 (a+5 十 十 …) 的 差 总 与 相 邻 正弦 的 差 成 正比 。 这些 物体 开始 无 


论 以 什么 样 的 方式 加 热 , 热 分 布 最 后 都 根据 一 条 不 变 的 规律 而 完 
成 。 如 果 我 们 在 它们 与 平均 温度 相差 无 几时 测量 过 最 后 阶段 的 温 
度 ,那么 我 们 就 会 看 到 , 任 一 物体 的 温度 和 均 温 之 差 都 随同 一 分 数 
的 逐次 短 而 不 断 减少 ;比较 它们 自己 之 间 的 不 同 物体 在 同一 时 刻 
所 取 的 温度 ,我们 也 会 看 到 , 当 半圆 周 被 分 成 等 分 时 ,实际 温度 
和 平均 温度 之 差 与 相 邻 正弦 的 差 成 正比 。 

258. 如 果 我 们 假定 相互 传 热 的 这 些 物体 数目 无 穷 , 那 么 ,对 
于 弧 我 们 得 到 一 个 无 穷 小 的 值 , 因 此 ,在 这 个 圆 上 所 取 的 相 邻 
正弦 的 差 与 相应 弧 的 余弦 成 正比 ,因为 当 弧 xz 无穷 小 时 
Sm 一 sin(m 一 ])e 等 于 cosmw。 在 这 种 情况 下 ,在 同一 时 刻 所 取 的 


Sina 


温度 不 同 于 它们 都 必须 趋 于 的 均 温 的 那些 量 ,与 对 应 于 被 分 成 无 


穷 等 分 的 圆 围 的 不 疝 点 的 余 绽 成 正比 。 如 果 把 这 些 导 热 物体 相互 
等 距 地 放 在 半圆 图 > 的 周 长 上 ,那么 任 一 物体 所 位 于 其 端点 的 弧 
的 余弦 ,就 是 那个 物体 的 温度 之 所 以 仍 不 同 于 均 温 的 那个 量 的 大 
小 。 因 此 *, 处 在 所 有 物体 中 间 的 那个 物体 是 最 快 达到 均 温 的 物体 。 
处 在 中 间 的 某 一 边 的 物体 痢 有 一 过 高 的 温度 , 随 着 它们 离 中 间 位 
置 愈 远 ,它们 超出 均 温 也 愈 多 ;处 在 另 一 边 的 物体 的 温度 都 低 于 均 
温 , 它 们 与 均 温 的 差 和 粗 反 的 一 边 与 均 温 的 差 一 样 大 ,只 是 意义 相 
反 。 最 后 ,这 些 差 不 管 是 正 还 是 负 , 它 们 都 同时 与 同一 分 数 的 逐次 
寡 成 正比 地 减少 ;因此 ,它们 在 同一 时 刻 锅 然 由 同一 半 俩 周 的 余弦 
值 来 表示 。 除 个 别 情况 外 ,一 般 地 ,这 就 是 终极 温度 所 服从 的 规律 。 
系统 的 初始 状态 不 改变 这 些 结果 。 我们 现在 开始 处 理 和 前 面 的 问 
题 属于 同一 类 型 的 第 三 个 问题 ,这 个 向 题 的 解 将 给 我 们 提供 许多 
有 用 的 注 记 。 

259.。 假定 个 相等 的 棱柱 形 物 体 等 距 地 放 在 一 个 圆 的 圆周 
上 。 具 有 理想 热 导 率 的 所 有 这 些 物体 都 有 已 知 的 实际 温度 ,这 些 温 
度 都 彼此 不 同 ; 它 们 都 不 可 能 让 它们 所 含 的 任 一 部 分 热 从 其 表面 
逃逸 ,从 第 一 个 物体 上 分 出 一 个 无 穷 薄 的 薄 层 ,把 它 连 结 到 第 二 个 
物体 上 ,第 二 个 物体 在 第 一 个 物体 的 右边 ,同时 ,从 第 二 个 物体 上 
分 出 同样 一 个 薄 层 , 它 从 左 向 右 移动 ,并 连结 到 第 三 个 物体 上 ,其 
它 所 有 物体 亦 如 此 ,在 同一 时 刻 从 它们 之 上 分 出 一 个 无 穷 薄 的 薄 
层 ,并 连结 到 下 一 个 物体 上 。 最 后 ,同样 这 些 薄 层 后 来 又 立即 返回 ， 
连结 到 它们 由 之 分 出 的 那些 物体 上 。 

我 们 假定 热 通 过 这 种 往复 运动 在 这 些 物体 之 间 传 导 , 这 种 运 
动 在 间隔 相等 的 每 一 时 刻 内 完成 二 次 ;问题 是 要 求 出 这 些 温 度 根 
据 什么 规律 而 变化 : 即 , 当 这 些 温度 的 初始 值 被 给 定时 ,就 需要 确 
定 在 任 一 给 定时 间 之 后 每 个 物体 的 新 温度 。 

我 们 用 ci ,oo,…a,…a 表示 其 值 任意 的 初始 温度 ,用 w， 
wa 表示 历经 时 间 i 之 后 的 同一 温度 值 . 量 a 的 每 一 个 
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显然 都 是 时 间 上 和 所 有 初始 值 mayos…o' 的 一 个 函数 :需要 确定 
函数 a。 

260, 、 我 们 用 % 表 示 从 一 -个 物体 移 到 另 一 个 物体 上 的 这 个 无 
穷 小 薄 层 的 物体 。 我 们 可 以 注意 到 ,首先 , 当 这 些 薄 层 已 经 从 它们 
原 为 一 体 的 那些 物体 上 分 出 来 ,与 位 于 右边 的 那些 物体 分 别 接触 
时 ,包含 在 不 同 物体 中 的 热量 就 变 成 (m 一 o)w 十 om, (一 o)az 十 
Cai， (而 一 0@)as 十 oaa ，(m 一 0)@ 十 wa,-1; 用 物体 m 除 这 些 热量 
的 每 一 个 , 则 对 于 新 的 温度 值 ,我 们 有 

和 十 各 (@ 一 wo 十 到 (ai 一 oo ,十 到 (oz 一 aa) 
十 名 (a 一) wa 十 到 人 -一 四 4 
即 为 了 求 出 在 第 一 次 接触 后 温度 的 新 状态 ,我 们 必须 把 薄 层 已 由 
之 分 出 的 物体 的 温度 超过 它 已 连结 其 上 的 物体 的 温度 的 超出 量 加 
到 它 以 前 所 有 的 温度 值 上 去 。 由 这 同一 规则 ,我 们 得 到 第 二 次 接触 
后 的 温度 是 


十 全 (a) 十 (a 一 1), 
m m 

ae 十 全 (ww 一 十 二 (一 必 )， 

au 十 王 (a_i 一 o) 十 竺 (w+ 一 o)， 
m m 


人 十 各 (a 一 4) 十 名 (一 0.)。 


由 于 时 间 被 分 成 一 些 相等 的 时 刻 , 所 以 用 刀 表 示 这 种 时 刻 的 
间隔 ,并 假定 。 包 含 在 * 个 单位 物体 中 ,k 与 包含 在 时 间 单 位 中 的 
必 的 倍数 相同 ,这 样 我 们 有 %=htt。 把 der ,daz odas，*…dd，…das 叫做 
澡 育 mvazy…a…w 在 时 刻 必 内 所 得 到 的 无 穷 小 增 量 , 则 我 们 有 

下 述 微分 方程 : 
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dj 一 上 daw 一 2 十 os)， 
m 
天 
das=—di(a—2as+as), 
m 
k 
du 一 一 必 (a- 一 2 十 w+ ， 
m 
k 
da, -1=—dt(a,_:—2a,-1 二 4,), 
m 


da = da 一 2 十 mi)。 
m 


261. 为 了 解 这 些 方程 ,首先 ,根据 已 知 的 方法 ,我 们 假定 
= be az 一 je ,a, = her ,a, =b,e”, 
量 1.5,,0;,…b, 是 待定 常数 ,指数 也 是 待定 常数 。 容 易 看 
出 ,如 果 ww ve,…a, 的 值 服从 下 面 的 条 件 : 


“hb 一 2b1 二 by) 
m 


bh= (bi— 2b2+bs) 
m 
人 
bh= Eb 26+b.1) 
m 
E 
bih= 6, 3— 2b 1+b,) 
m 


9 
bh=—(b,-1— 24,+b,). 
m 


那么 它们 满足 这 些 方程 。 
今 4 一 各 ,从 最 后 -个 方程 开始 ,我 们 有 
广 一 六 (9 十 2) 一 了 1。 
bz=h1(q+2)—b,, 
ba=h2a(q2)—bi, 
b=b (4 十 2) 一 六 2。 
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b=b,—1(g 二 2)—b,-2。 

由 此 得 到 ,不 用 b1,52,5，…b,，…b, ,我们 可 以 取 把 整个 圆周 2r 
分 成 4 等 分 而 得 到 的 个 相 令 正弦。 事实 上 ,用 4 表示 弧 2 工 , 则 
如 所 说 的 ,其 数目 为 4 的 量 

sinOQu ,sinlu ,sin2u,sin3u,** ,sin(n— 1)u 
属于 一 个 循环 级 数 ,该 级 数 的 级 数 率 有 两 项 ,2cosu 和 一 1: 因 此 ,我 
们 总 有 条 件 
siniu = 2cosusin (1— 1)u—sin (i— 2)u。 
这 样 ,不 用 六, 加 … 必 ,而 取 量 
sinQu,sinlu,sin2u,***sin(n— 2)u, 
则 我 们 有 


g 二 2 二 2cosu， 9 二 一 2versinu， 或 4 一 一 2versin 2。 


我 们 已 经 在 前 面 用 9 代替 如 ,因此 让 值 是 一 华 versin 经 ; 当 在 
方程 中 代入 和 4 的 这 些 值 时 ,我 们 有 


了 一 下 vonin2z 
wa 一 Sin0xe = [ 


2 onin2s 
az 一 Sinlae ma 


2 2 
en 
as=sin2ue mn 


一 2vensin2 
qa,=sin(n—1)we = 


262. 上 面 这 些 方程 只 对 所 提出 的 问题 提供 一 个 非常 特殊 的 
解 ;因为 ,如 果 我 们 假定 :==0, 那 么 作为 a1,a,m,…a 的 初始 值 ， 
我 们 有 量 


sinQw ,sinlu,sin2u,** sin(n— 1)u, 
一 般 地 ,这 些 量 不 同 于 已 知 值 a1,a2,a3,…o,: 但 是 上 面 的 解 值得 注 
意 ,因为 正如 我 们 即将 看 到 的 , 它 表示 属于 所 有 可 能 情况 的 事件 ， 
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并 表示 温度 的 终极 变化 。 我 们 由 这 个 解 看 到 ,如 果 初 始 温度 wa， 


aa, 与 下 下 
sing 到 ,snl 经 ,sin2 2 sin(n— D 笠 
成 正比 ,那么 它们 将 仍然 保持 与 同样 这 些 正弦 成 正比 ,我 们 会 有 方 
程 
ai=a1e™*,) 
oa 一 ae 此 处 4 一 所 versin 2 
t=", 
由 此 ,如 果 等 距 地 位 于 圆周 上 的 这 些 物体 有 与 落 到 过 第 一 点 
“的 直径 上 的 垂 线 成 正比 的 初始 温度 ,那么 这 些 温度 将 随时 间 变 化 ， 
但 总 保持 与 那些 垂 线 成 正比 ,并 且 这 些 温度 将 随 其 比 为 分 数 
和 en 的 一 个 几何 级 数 的 项 同时 降低 。 
263. 为 了 建立 通 解 ,我 们 首先 可 以 注意 到 ,不 用 bb wb ，… 
少 , 我 们 可 以 取 与 被 分 成 x 等 分 的 圆周 的 分 点 相对 应 的 个 余弦 。 
量 cos0u ,coslw ,cos2x,…cos(z 一 1)x 中 的 表示 弧 2, 这 些 量 也 组 


成 一 个 循环 级 数 ,该 级 数 的 级 数 率 由 两 个 项 2cosu 和 一 1 组 成 ,由 
此 ,我 们 可 以 通过 下 述 方程 来 满足 偏 微 方程 : 


_ 2 
m=COsS(R— 1)ue me 


和 前 面 两 个 解 无 关 , 我 们 可 以 为 bh,b,,bs,…b, 的 值 选择 量 


sin0。2u ,sin1]。2usin2。2ussin3。 名 ,…,sin(z 一 1)2x3; 
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或 者 选择 

cos0 。2u cos1。24.cos2。2ucos3。24k.……,cos 人 一 1)2u。 

事实 上 ,每 个 这 样 的 级 数 都 是 循环 的 ,并 且 由 个 项 所 组 成 ， 
级 数 率 有 了 两 项 ,2cos2x 和 一 1; 如 果 我 们 延续 这 个 级 数 个 项 ,那么 
我 们 会 得 到 分 别 等 于 前 ”项 的 另外 ”个 项 。 

一 般 地 ,如 果 我 们 用 www 天 示 弧 

0 .12,2 ,nD 
那么 我 们 可 以 为 ,6,,5;、…b, 的 值 取 个 晤 
sinQu,sin1u,sin2u ,sin3a,*** ,Sin(n— 1)u: 
或 
CosQu, ,coslu, ,cos2 ,COs3u,,*** ,COS(n— 1 )u,。 
与 这 每 个 级 数 所 对 应 的 4 值 可 以 由 方程 
h=-versint 


A 
给 出 。 


我 们 可 以 对 i 给 出 从 i=1 到 i=n 的 7 个 不 同 的 值 。 
把 ib ,baw…rb 的 这 些 值 代 到 第 261 目的 方程 中 去 . 则 我 们 有 
由 下 述 结果 所 满足 的 第 260 日 中 的 微分 方程 : 


3 


好 
2 ormns 
a = sinQre 或 =cosDwe * 9 


Se 1 一 coS1ike 


Et 2 epen 
«=sir2ue ” Mi COSYC “ 


za, 六 
0 =Sin(e— jue = » a ==CoOs | ue 


264， 空 量 避 waoomso"…et 来 自 为 那个 实 量 所 找到 的 几 个 特 
殊 值 的 和 , 沽 过 这 每 个 变量 aevmvau 的 值 ,我 们 同样 可 以 


满足 第 260 目的 那些 方程 ;进入 某 个 变量 的 一 般 值 的 每 一 项 也 可 
以 乘 以 任 一 常 系数 。 由 此 得 到 . 若 用 4 ,Bi .和 4,Be.43,,…4. 如 表 
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示 任 一 组 系数 ,那么 为 了 表示 某 个 变量 ,例如 +; 的 一 般 值 ,我 们 
可 以 取 方 程 


如 verinn 


Qn+!l= (Aisinmu Bicosmuz)e ™ 1 
到 
十 (hisinmus 二 Bocosmuz)e m2 


2 
+ (hsinmus Bcosmu,)e me, 


进入 这 个 方程 的 量 4,4,4,,…44,B1,Bs,Bs,…B, 是 任意 的 ， 
弧 w,uzwusa,"…u, 由 方程 


=0 | 2 2 2 mn 1) 
n n n | 
给 出 。 
这 样 ,变量 w ,az,c,…o, 的 一 般 值 由 下 述 方程 表示 : 
a = (AisinOu 十 Bices0u )e™ sm" 
versins, 


2 


十 (4xsin0uz 十 Bzcos0uz)e ™ 
十 (4ssin0us 十 Bscos0us)e- versine, 


es 


2 
az = (Msinlui+t+ Bicoslu Je- rms, 


+ (Arsinlus Bcoslus)e— ss 


Ea 
尖 versinr, 


二 (Assinlus+ Bscoslus)e = 
— versns, 
ts 一 (4isin2 十 Blcos2u)e ” 人 
纪 
十 (4zsin2uz 十 Bacos2xz)e me 
2 
十 (Assin2u3 十 Bacos2us)e "3 


; 


a, = {Aisin(n— 1)u+ Bicos(n— 1)u) }e 


verse, 


十 {4zsin(a 一 1)uz 十 Bzcos(R 一 1)zz)e ™ 


一 中 verinu 


十 {Aysin(n 一 1)us 二 Bscos(n—l1)us)e ™ 


265. 如 果 我 们 假定 时 间 为 0, 那 么 值 ar,az,as,…a, 肯定 变 
得 和 初始 值 a1,a2,a;,…a, 相同 。 我 们 由 此 得 到 ”个 方程 ,它们 用 来 
确定 系数 41,B1,4,,B,,A3iB;,…。 容 易 看 出 ,未 知 数 的 个 数 总 等 于 
方程 的 个 数 。 事 实 上 ,进入 这 些 变量 某 一 个 的 值 的 项 数 依 不 同 的 量 


”vasinu, versinuz ,versints ,… 的 个 数 而 定 , 一 旦 把 圆周 长 2r 分 成 


等 分 ,我 们 就 能 得 到 这 些 不 同 的 量 。 现 在 ,如 果 我 们 只 计算 那些 不 
同 的 量 ,那么 , 量 versin 23,versinl ,versin2 径 ,… 的 个 数 就 比 n 
小 得 多 。 若 数 4 是 奇数 ,就 用 2i 十 1 来 表示 , 若 " 是 偶数 ,就 用 2i 来 
表示 。i 十 1 总 表示 不 同 正和 的 个 数 。 另 一 方面 , 当 在 量 versin0 答 ， 


versih} 到 ,versin2 委 一 ,… 的 级 数 中 ,我 们 得 出 一 个 正 矢 versin2 所 


等 于 前 面 某 个 正 矢 Ge 


构成 一 项 ;有 同一 正 矢 的 两 个 不 同 的 弧 w 入 也 有 同一 个 余弦 ， 
并 且 正 弦 只 在 符号 上 不 同 。 容 易 看 到 ,有 同一 正 矢 的 弧 ww 和 了 是 
这 样 的 :zw 的 任 一 倍数 的 余弦 等 于 w' 的 同一 倍数 的 余弦 ,并 且 , 心 
的 任 一 倍数 的 正弦 与 同一 倍数 的 正弦 只 在 符号 上 不 同 。 由 此 得 
到 , 当 我 们 把 每 个 方程 的 两 个 对 应 项 合成 一 项 时 ,进入 这 些 方程 的 
两 个 未 知 数 4 和 少 就 由 单个 未 知 数 , 即 4; 一 4 来 代替 。 至 于 两 个 
未 知 数 B, 和 B; ,它们 也 由 单个 未 知 数 , 即 B; 十 Bs 代替 :由 此 得 到 ， 
在 所 有 情况 下 ,未 知 数 的 个 数 都 等 于 方程 的 个 数 ;因为 项 数 总 是 i 
十 1。 我 们 必须 加 上 ,由 于 未 知 数 4 乘 以 一 个 零 弧 的 正弦 ,所 以 它 
自行 从 第 一 项 中 消 掉 。 此 处 , 当 数 ”是 偶数 时 , 则 在 每 个 方程 的 最 
后 可 以 看 到 一 个 某 未 知 数 在 其 中 自行 消失 的 项 ,因为 该 项 乘 以 一 
个 零 正弦 ;因此 , 当 数 为 偶数 时 ,进入 这 些 方程 的 未 知 数 的 个 数 
等 于 2(i 十 1) 一 2; 因 此 ,在 所 有 情况 下 未 知 数 的 个 数 都 与 方程 的 个 
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数 相同 。 
266. 为 了 表示 温度 w ,ac ,wa…w, 的 一 般 值 ,前 面 的 分 析 给 
我 们 提供 这 样 一 些 方程 : 


a 一 Cdisin0。0 +Bicos0 .0 经 )e 


一 型 versin0 吾 


+ (dssin0 。1 径 十 Baeos0 .1 于)e- 半 me 过 


十 (4ssin0。2 2 十 Bacos0 *，2 下) 
十 … 守 


2u 2 
LL )e- 守 wino 罗 


az 一 (4isin1。 0 + Bicosl "0 2 


2 
十 (4zsinl。1 + Becosl "1 到 )e 于 


一 到 versin22 


十 (hssinl * 2 2 十 Bieosl "2 2)e 
十 


一 (4isin2。0 2 十 Bieos2 .0 下)e- 交 men 


2 


二 (hzsin2。 1 到 十 Bueos2 “1 经 )e 一 和 mi 


十 (4ssin2。2 Bicos2 ， “2 到 )e -en 


十 …， 


2 
@ = {hisin (1)0 E+ Bicos(n—1)0 2 }e We 


2 qe 
CAsin(n—1)1 各 十 Bacos (一 D1 到 je 全 


2r 和 je 一 瑟 verinl 红 


十 {4ssin(n~—1)1 2F+ Bucos(n—1)2 一 


a 可 dearer Cay 
为 了 建立 这 些 方程 ， 我 们 在 每 个 中 人 站 纺 和 
versin0 径 ,versin1 经 Lversin2 于 一 ,… 的 项 ,直到 我 们 包括 了 每 个 不 
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同 的 正 矢 为 止 ;并 且 , 从 出 现 -个 正 矢 等 于 前 面 -个 正 矢 的 那个 项 
开始 ,我们 必须 略 去 所 有 后 面 的 项 。 

这 些 方程 的 个 数 是 x。 如 果 是 一 个 等 于 2 的 偶数 , 则 每 个 方 
程 的 项 数 就 是 i 十 1; 如 果 方 程 个 数 是 由 2i 十 1 所 表示 的 一 个 奇 
数 , 则 项 数 仍 然 等 于 ;十 1。 最 后 ,在 进入 这 些 方程 的 量 41,8,,4;， 
B82,… 之 间 . 存 在 -- 些 必须 略 去 的 量 ,因为 它们 在 乘 以 零 正 弦 后 自 
行 消 掉 。 

267. 为 了 确定 进入 前 面 这 些 方 程 的 量 41,B,4;.,B,4;,6;， 
…, 我 们 必须 考虑 已 知 的 初始 状态 :假定 t=0, 并 且 不 用 ia， 
…, 而 用 给 定量 o ,az ,a3,…, 它 们 是 温度 的 初始 值 。 这 样 ,为 了 确定 
41,B1,42,Bs,A3,Bs,… ,我 们 有 下 述 方 程 : 

=Aisin0 .0 2 十 4osin0 "1 到 十 4sin0 2 至 十 … 
十 Bicos0。0 到 -+Boeos0 。 1 到 十 有 cos0。2 到 + 
az 一 4isin1。0 到 十 osinl “ 到 十 4ssinl 2 到 十 … 
十 Bicosl1。0 到 +Boeosl ， "1 到 十 Beosl ， 2 E+ 
as 一 4isin2，0 2 十 4osin2 "1 到 十 4sin2 *，2 到 二 


十 Bicos2.0 到 二 Beeos2 。 1 到 十 Bacos2 ， 2 到 + 十， 人 


一 4sin0 一 D0 到 十 hsinG 一 D1 到 十 hasin(n 一 1)2 2 十 


法 


HBicos(n i D1 经 十 BeosCn 


od 1 (my) 。 

268. ”在 个 数 为 的 这 些 方程 中 ,未 知 量 是 4 ,Bi ,4z,Bz,4:， 
5,,…, 所 需要 的 是 进行 消 元 并 求 出 这 些 未 知 数 的 值 。 首 先 我 们 可 
以 注意 到 ,同一 个 未 知 数 在 每 一 个 方程 中 有 不 同 的 乘 数 ,这 些 乘 数 


序列 组 成 -- 个 循环 级 数 。 事 实 上 ,这 个 序列 是 以 算术 级 数 增加 的 弧 
的 正弦 序列 ,或 者 是 同样 这 些 弧 的 余 艾 序列 ; 它 可 以 表示 为 

sinQu .sinlu,sin2u,sin3u, ***sin(n— 1)u, 
或 cosQu,coslu,cos2u,cos3u,***cos(n— 1)u, 

如 果 所 讨论 的 未 知 数 是 4 或 B44, 则 弧 4 就 等 于 i( 空 )。 如 

此 ,为 了 用 前 面 的 方程 确定 未 知 数 4+,, 我 们 必须 把 这 个 方程 序列 
和 乘 数 序列 sin0u,sinlu,sin2u,sin3u,…sin(x 一 1)u 合并 ,用 这 个 序 
列 的 相应 项 乘 每 一 个 方程 .如 果 我 们 取 如 此 乘 过 的 方程 的 和 ,那么 
除 需 要 确定 的 未 知 数 外 ,我 们 就 消去 了 所 有 其 它 未 知 数 。 如 果 我 们 
要 求 B; ,的 值 , 则 情况 亦 如 此 。 我们 必须 用 那个 方程 中 B+; 的 乘 数 
乘 每 个 方程 ,然后 取 所 有 这 些 方程 的 和 ,需要 证 明 的 是 ,通过 这 样 
的 运算 . 除 唯一 的 一 个 未 知 数 外 ,我 们 事实 上 消去 了 其 它 所 有 未 知 
数 ， 为 此 ,只 需 证 明 , 第 一 ,如 果 我 们 逐 项 乘 下 面 两 个 序列 

Sin0u ,sinlu.sin2u,sin3u,***sin(n— 1)u, 

sin0r ,sinle ,sin2n .sin3r ,Sin(n— 1)», 
烤 么 ,除了 当 弧 “和 “相同 外 , 换 句 话说 ,假定 每 个 这 样 的 弧 都 是 
等 于 红 的 部 分 圆周 长 的 倍数 ,否则 ,乘积 的 和 

sin0u sin0z 十 Sin lusinl» sin2usin2¢+ 
为 0; 第 ,如果 我 们 逐 项 乘 两 个 序列 

cos0u ,coslw .cos2n,***Cos(n— ])u, 


n 


CosDe .coslr "Cos(n— 1)r, 
那么 除 # 等 于 "的 情况 外 , 肾 租 的 各 为 0; 第 三 ,如 果 我 们 逐 项 乘 两 
个 序列 
sinQu,sinlu,sin2a,sin3u, "Sin(n— 1)u 
cos0r .coslr ,cos20scos3r ,…cos( 一 1)7， 
那么 乘积 的 和 总 为 0。 
269。 让 我 们 用 4 表示 狐 到 ,用 四 表示 弧 w 用 四 表示 弧 ri 


和 ， 是 小 于 ”的 正 整 数 。 对 应 于 前 两 个 序列 的 两 项 的 积 用 


sinjugsinjzg， 或 二 sosj(e 一 99 一 cosj(ut rg 


来 表示 ,字母 j 表示 序列 0,1,2,3…《x 一 1) 的 任 一 项 ;现在 不 难 证 
明 , 如 果 我 们 对 j 给 定 其 人 0 到 (x 一 1) 的 7 个 连续 值 ,那么 和 


Scos0Cp v)g 二 LooslCn 9 十 二 cos2(A 7)9 十 


十 二 cos3(/ D9 十 … 刘 cos(n 1)(u—v)g 


就 取 0 值 ,级 数 
1 


2 cos0(w 十 0 十 于 cosl (p+ D4 十字 cos2(4 二 vg 十 


十 地 cos3Cu 二 v4g 十 … 十 去 cosCn 一 1) (utr 十 4 


亦 如 此 。 

事实 上 ,用 “ 表示 弧 (zx-- 9, 这 个 弧 必 然 是 经 的 一 个 倍数 , 则 
我 们 有 循环 级 数 

cos0a,cosla,cos2a,***Cos(n— 1)a, 

它 的 和 为 0。 

为 了 表明 这 一 点 ,我 们 用 * 表示 这 个 和 ,由 于 级 数 率 的 两 个 项 
是 2cosa 和 一 1, 所 以 我 们 用 一 2cosa 和 1 依次 乘 方程 

3 一 cos0a 十 cos2a 十 cos3a 十 … 十 cos(n 一 1)a 

的 两 边 ; 这样, 把 这 三 个 方程 相 加 ,我 们 就 会 看 到 ,按照 循环 级 数 ， 
中 项 被 消 掉 。 

如 果 现 在 我 们 注意 到 ,由 于 na 是 整个 圆周 的 一 个 倍数 ,所 以 
量 cos(n 一 1)a,cos(n 一 2)a,cos(n 一 3)a,… 分 别 和 那些 由 cos( 一 a)， 
cos( 一 2a),eos( 一 3)a,… 所 表示 的 量 相同 ,那么 我 们 得 到 

2s 一 2scosa 一 0; 


因此 一 般 地 ,所 求 的 这 个 和 必须 是 0。 用 同样 的 方法 我 们 得 到 , 属 
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于 去 cosj(p+)4 的 展开 式 的 项 的 和 为 0。 必 须 除开 由 a 所 表示 的 
弧 为 0 的 情况 ;这 样 ,我 们 有 1 一 cosa 二 0; 即 , 弧 w 和 相同 。 .在 这 
种 情况 下 ,项 二 cosj(w 十 要 仍然 给 出 一 个 其 和 为 0 的 展开 式 ;但 是 


量 寺 cosj(e 十 9)9 提供 一 些 相同 的 项 ,它们 每 一 个 都 取 值 了 v。 

同样 地 ,我 们 可 以 得 到 后 两 个 序列 逐 项 积 的 和 的 值 或 

> (cosjngcosjg) 的 值 ;事实 上 ,我们 可 以 用 量 
cosjCp— v)q+ eosjCpt v)g 
代替 cosjugcosjrq, 这 样 ,和 在 前 面 的 情况 一 样 ,我 们 得 到 
之 寺 cosj(w 十 思 为 0, 并 且 , 除 x=v 的 情况 外 ， 2 eosj(n— 9 
为 0。 由 此 得 到 , 当 弧 w 和 wv 不 同时 ,后 两 个 序列 逐 项 积 的 和 
或 2 Ceosjugeosjvq) 总 等 于 0, 当 “一 * 时 , 它 等 于 去 *。 所 要 注意 的 
只 是 当 我 们 取 0 作为 表示 前 两 个 序列 逐 项 积 的 和 
> (sin jugsin jvg) 

的 值 时 ug 和 vq 均 为 0 的 情况 。 

当 如 和 9 都 为 0 时 所 取 的 和 22 《eosjxgeosjvg) 的 情况 不 同 ; 
后 两 个 序列 逐 项 积 的 和 显然 等 于 7。 

至 于 两 个 序列 

sinQu,sinlu,sin2u,sin3u, **sin(n— 1)u, 
CosQu,coslu,cos2u,cos3u,***Ccos(n— 1)u 

的 逐 项 积 的 和 ,正如 可 由 前 述 分 析 容 易 断 定 一 样 , 它 在 所 有 情况 下 
都 为 0。 

270. 这 些 序列 的 比较 提供 下 面 的 结果 。 如 果 我 们 把 圆周 2 
分 成 ”等 分 , 取 由 整数 “等 分 析 所 组 成 的 弧 “并 标明 弧 u,24,34， 
…(n 一 1)4u 的 端点 ,那么 从 三 角 函 数量 的 已 知性 质 得 到 , 量 
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sinQu.sinlu,sin2u,sin3u,***sin(n— 1)u, 
当然 ,或 者 量 
CosQu,coslu,cos2u,cos3u,***cos(n— 1)u 


形成 由 4 个 项 所 组 成 的 一 个 循环 周期 级 数 (a recurring periodic se- 
ries) :如 果 我 们 把 与 弦 或 4 到 对 应 的 两 个 序列 中 的 -个 和 与 另 


一 个 红 "或 ， 经 所 对 应 的 序列 作 比较 ,并 且 把 这 两 个 相 比较 的 序 
列 逐 项 相 乘 , 那 么 当 弧 “ 和 :不 同时 ,这 些 积 的 和 为 0。 如 果 弧 ”和 
* 相等 ,那么 当 我 们 合并 正弦 的 两 个 序列 ,或 者 当 我 们 合并 余 强 的 
两 个 序列 时 ,这 些 积 的 和 就 等 于 序 ; 但 是 如 果 我 们 把 一 个 正弦 序 
列 和 -个 余弦 序列 合并 , 则 积 为 0。 如 果 我 们 假定 弧 和。 等 于 0， 
那么 显然 .只 要 这 两 个 序列 中 的 一 个 由 正弦 组 成 ,或 者 两 者 都 由 正 
弦 组 成 ,那么 逐 项 积 的 和 就 为 0, 但 是 ,如 果 所 合并 的 序列 都 由 余 
继 组 成 , 则 这 些 积 的 和 等 于 v。 一 般 地 , 逐 项 积 的 和 或 等 于 0, 或 等 
了 到 或 等 于 性 此 外 ,已 知 的 公式 将 直接 导致 同样 的 结果 。 在 这 
里 ,它们 是 作为 三 角 学 基本 定理 的 明显 结论 而 被 推导 出 来 的 。 

271.。 我 们 通过 这 些 注 记 不 难 完成 前 述 方程 的 未 知 数 消 元 。 
未 知 数 4 因 有 0 系数 而 自行 消去 ;为 了 求 出 乌 , 我 们 必须 用 闭 个 
方程 中 的 系数 乘 每-… 个 方程 的 两 边 .把 所 有 这 样 乘 过 的 方程 相 加 。 
我 们 得 到 

Feta 二 @, = 

为 了 确定 和 ,我们 必须 用 那个 方 中 各 的 系数 对 短 个 方 和 的 

两 边 , 用 4 表示 跌 到 .在 把 这 些 方程 加 起 来 后 ,我 们 有 ， 


1 
qmsin0g 二 azsin1g 十 aasin29 十 … 十 asin( 一 | )y= FA 


同样 ,为 了 确定 记 , 我 们 有 
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qcos0g 十 qzcos1g 十 a3cos2q 十 "… 十 a,cos(n 一 1)g zB2 。 


一 般 地 ,通过 用 相应 方程 中 未 知 数 的 系数 乘 每 个 方程 的 两 边 ， 
我 们 可 以 求 出 每 一 个 未 知 数 。 因 此 我 们 得 到 下 述 结果 : 


nB= a 十 oz +as +…= Da, 


n Nn 27 2r 2 
4 一 asin0 十 qzsin1 十 axsin2 = Yasin(i=1)1 红 
人 四 in2 sin(i 一 D1 守 


,= qrcos0) 至 十 qzcos1 2 十 ascos2 经 十 一 aeos(i 一 1D)1 27 
n 
7 省 一 osin0 » 十 ozsinl 。 2 到 I 十 qusin2。2 到 +- Dasin(i—1D2 2 
B=acos0 * 2 2 2 Hascosl 。 22 tascos2 。 2 = Bacos(i— D2 符 ， 
pe =msin0 +。 3 2 Fasinl . ,2 十 assin2 。 3 = Shacos(i— 1)3 经 他 ， 
号 Bl 一 aceos0 。 . a “3 i 2 


(0M)。 
为 了 得 到 由 符 导 所 指明 的 展开 式 。 我 们 必须 对 给 出 它 的 
个 连续 值 1,2,3,4,…. 并 取 各 ,在 这 种 情况 下 ,我 们 一 般 有 


号 4 一 Snasin(i 一 DC 一 D 经 和 二 8 一 Dacosdi—D D0- 


如 果 我 们 对 整数 j 给 出 它 所 能 取 的 所 有 连续 值 1,2,3,4,…， 
那么 这 两 个 式 子 给 出 我 们 的 方程 ,如 果 我 们 通过 对 i 给 出 它 的 
个 值 1,2,3,4,…x 来 展开 符号 2 下 的 项 ,那么 我 们 就 得 到 A1,B1, 
Ah,B,, 4;,8;,… 的 值 ,第 267 目的 方程 (m) 就 完全 解 出 来 了 。 

272. 现在 我 们 把 系数 41,B1,4,Bs,43,Bs,… 的 已 知 值 代入 
第 266 目的 方程 (x) 中 ,并 得 到 下 述 值 : 

= Mo 7 ig es 


G2 二 入 o 十 (Misin gq 十 Aicos ge 十 


238 


十 (Massin gs Nzcos gz)evenz 十 …， 
qs=No+ (Misin2gs + Nicos2g1) em 
二 (Mzsirni2gs + N2COS2g2) em 


gj=No 十 { Misin(j—1)gi+ Nicos(j—1)g} erm 
十 { Mzsin(j 一 1)gz 十 Nzcos(j 一 1)g2)} em 十 …， 


qa = No 十 { Misin(n—1)g 二 Nicos(n— 1)g;} ee 
十 { Mzsin(n—1)gs 二 Nscos(n—1)g2) ene。 
在 这 些 方程 中 ， 


3 3 23 
e e- 全 ,9 一 1 到, 2 经 ,0 一 3 us 
i 
No 二 一 Qiy 
N=2 Dacos(i— Dg, Mi=2 DasinGi—1g, 
N= Dacosli— Dg, Ms=2 2 asinCi—1)g,., 
Ms=2 Dacos(i— Dg Ms 一 三 osinGi 一 Da， 


273,， 我 们 刚才 所 确定 的 方程 包含 了 所 提出 的 问题 的 全 解 ， 
它 由 一 般 方程 
w= Pat[2sin(— DD 于 2asin(i 一 上 D 符 


十 全 cos(j DE Pacosci D 罗 je 


+[2sin( 一 D2 开 osin(i 一 1)2 红 
n na n 

EE Po 

十 cosGi 一 D)2 到 aeostdi 一 1)2 Je 于 


st (2) 
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来 表示 。 进 入 这 个 方程 的 ,只 有 已 知 量 , 即 o ,azvas,…o, 它们 是 初 . 
始 温度 ,kt 是 热 导 率 的 犬 小 ,m 是 物 催 失 数值, 是 受热 物体 的 个 
数 ,t 是 历经 时 间 。 

由 前 面 的 分 析 得 到 ,如 果 数 目 为 * 的 几 个 相等 物体 被 安排 在 
一 个 圆 上 ,在 得 到 任 一 初始 温度 后 开始 以 我 们 曾 假 定 的 方式 相互 
传 热 ; 用 m 表示 每 个 物体 的 物质 ,t 表 示 时 间 ,t 表示 某 个 常 释 数 ， 
那么 ,每 个 物体 的 变化 温度 肯定 是 量 i,m,k, 和 所 有 初始 温度 的 一 
个 函数 , 它 由 一 般 方程 (2? 给 出 。 我 们 首先 用 指示 我 们 希望 确定 其 
温度 的 物体 的 位 置 的 数字 来 代替 j, 即 ,1 表示 第 一 个 物体 ,2 表示 
第 二 个 物体 ,… ;然后 ,对 于 进入 符号 王 下 的 字母 i, 我 们 给 出 它 的 
个 连续 值 1,2,3,…n, 并 取 所 有 这 些 项 的 和 。 本 于 进入 这 个 方程 
的 项 数 ,肯定 和 属于 逐个 弧 

0 开 .1 经 ,2 到 ,32 
的 不 同 正 矢 的 个 数 一 样 多 ,也 就 是 说 ,无 论 数 ” 因 其 为 奇数 或 偶数 
而 等 于 (24 十 1) 或 2* 进 入 这 个 方程 的 项 数 都 总 是 ?十 1。 

274。 为 了 给 出 应 用 这 个 公式 的 一 个 例子 .让 我 们 假定 第 一 
个 物体 是 首先 唯一 被 如 热 的 物体 ,因此 初始 温度 oaz,o…a 队 第 
一 个 外 都 是 0。 显然 ,包含 在 第 一 个 物体 中 的 热量 逐渐 分 布 到 所 有 
其 它 物体 之 中 ， sa 


= 二 a 二 之 Saicos()— De 一 和 versinl 生 


27 一 天 versin2 媒 


ea 1)2 ne 


2 ersins2s 


+ 之 acos(j~ 1)3 ee ny | oo0 
来 表示 。 
如 果 只 有 第 二 个 物体 被 加 热 , 温 度 a1,ao,a3,a4…a 为 0, 那 么 
我 们 有 
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ao= 工 ex 
= 二 


一 下 veninl 于 


十 Sa (sin —1) Lsin 2 二 ous(j 一 D2zeos 经 }。 “ 
n i RR 


2x 2zx 2r 1 ornss 
cos(j 一 1)2 Scos2 AT |e 


+ 2 sin(j—1)2 Ssin2 
下 
如 果 除 a 和 om 之 外 ,所 有 初始 温度 都 假定 为 0, 那 么 对 于 a 的 值 ， 
我 们 得 到 在 前 面 两 个 假定 的 每 个 中 所 得 到 的 那些 值 的 和 。 一 般 地 ， 
从 第 273 目 中 的 一 般 方程 (2) 不 难得 到 ,为 了 求 热 的 初始 量 在 这 些 
物体 中 据 以 分 布 的 规律 ,我 们 可 以 分 别 考虑 初始 温度 除 一 个 物体 
的 之 外 都 为 0 的 那些 情况 。 在 把 除 一 个 物体 之 外 的 所 有 其 它 物 体 
看 作 受 0 度 温度 作用 时 ,我 们 可 以 假定 包含 在 这 个 物体 中 的 热量 
只 由 自身 向 其 它 所 有 物体 传导 ;关于 每 个 个 别 物体 所 得 到 的 初始 
热 ,在 作出 这 个 假定 后 ,通过 把 同一 物体 在 前 面 每 个 假定 下 应 得 到 
的 所 有 温度 相 加 ,我 们 就 可 以 确定 在 一 给 定时 间 之 后 , 任 一 个 这 样 
的 物体 的 温度 。 
275. 如 果 在 给 出 a 的 值 的 一 般 方程 () 中 ,我 们 假定 时 间 
无 穷 ,那么 我 们 得 到 二 十 Za, 因 此 每 一 个 这 样 的 物体 都 达到 
平均 温度 ,这 个 结果 是 显然 的 。 
随 着 时 间 值 的 增加 ,第 一 项 二 22a; 相对 于 后 面 各 项 或 相对 于 
它们 的 和 就 变 得 愈 来 愈 大 ,第 二 项 相对 于 其 后 各 项 的 情况 亦 如 此 ; 
当时 间 变 得 相当 大 时 ,a 的 值 就 由 方程 


部 1 Pat (sinG DE Dacosci 1 到 


2z 1 across 


teos(j— DEE Dacos(i— Dje 


来 表示 而 无 明显 的 误差 。 
用 a 和 表示 sin(j 一 1) 衬 和 cos(j 一 1 和 的 系数 ,用 。 表 示 分 
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数 e se s ,我 们 有 
w= toin(—D 和 + 一 D 衬 
最 a。 和 是 常数 , 即 与 时 间 和 字母 无关, 字母 7 指示 其 变化 温度 
为 w 的 物体 的 顺序 。 这 两 个 量 对 所 有 物体 都 相同 。 因 此 ,对 于 每 一 
个 物体 ,变化 温度 w 和 终极 温度 工 > ya 的 差 与 分 数 的 逐次 守 
成 正比 地 减少 。 那 个 最 终极 限 和 同一 物体 的 变化 温度 之 差 总 是 随 
一 个 分 数 的 逐次 吞 减少 而 结束 。 无 论 这 个 物体 的 温度 变化 被 看 作 
是 怎样 的 ,这 个 分 数 总 相同 ;用 表示 弧 ( 一 1) 笃 , 则 我 们 可 使 
的 系数 或 (asinu, 十 bcosw) 处 于 hsin(wj 十 B) 的 形式 之 下 , 取 4 和 5B 
为 a=AcosB8,5=AsinB。 如果 我 们 要 确定 相对 于 温度 为 wii ,aa， 
ra… 的 水 个 物体 的 uf 的 系数 ,我 们 就 必须 把 到 或 2 衬 等 加 到 思 
上 去 ;因此 我 们 有 方程 
a, —i a=Asin(B+u)o + 


, 
a =Asin(B+utl wt 


= 
ar 一式 2 a=Asin(B+u+2 于) 十 … 


a Da=Asin(B+u+3 Et 


276. 我 们 由 这 些 方程 看 到 ,在 每 个 方程 右边 只 保留 第 一 项 
时 ,后面 那 些 实际 温度 与 终极 温度 的 其 由 前 面 那些 方程 来 表示 。 这 
样 ,后 面 的 差 随 下 述 规律 而 变化 :如 果 我 们 只 考虑 一 个 物体 ,那么 
当时 间 以 等 分 增加 时 ,所 讨论 的 变 差 , 即 这 个 物体 的 实际 温度 超过 
终极 和 共同 温度 的 超出 量 ,就 随 一 个 分 数 的 逐次 寡 而 减少 ;如 果 我 
们 在 同一 时 刻 比较 所 有 这 些 物 体 的 温度 ,那么 所 讨论 的 差 就 与 被 
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分 成 若干 等 分 的 圆周 的 逐个 正弦 成 正比 地 变化 。 尽 管 每 个 物体 在 
同一 时 刻 所 产生 的 温度 由 其 圆周 被 等 分 的 圆 的 纵 坐标 来 表示 ,但 
是 ,同一 物体 在 不 同 的 逐个 相等 时 刻 所 产生 的 温度 却 由 其 轴 被 等 
分 的 一 条 对 数 曲线 的 纵 坐标 来 表示 ,正如 我 们 在 前 面 所 注意 到 的 ， 
不 难看 出 ,如 果 初 始 温度 确 乎 如 此 , 即 这 些 温度 和 平均 温度 或 终极 
温度 的 差 与 多 重 弧 的 逐次 正弦 成 正比 ,那么 这 些 差 就 都 同时 减少 ， 
并 且 仍 保持 与 同一 正弦 成 正比 。 这 个 规律 , 它 同时 也 控制 初始 温 
度 ,不 会 为 这 些 物体 的 相互 作用 所 干扰 ,并 一 直 保 持 到 它们 都 达到 
-共同 温度 为 止 ,对 于 每 一 个 物体 ,这 个 差 将 随同 一 个 分 数 的 逐次 
赛 而 减少 .相同 物体 序列 间 的 热传导 所 服从 的 最 简 规 律 就 是 如 此 。 
这 个 规律 一 旦 在 初始 温度 之 间 建 立 起 来 , 它 就 自我 保持 , 当 它 不 控 
制 初始 温度 , 即 当 这 些 温度 与 平均 温度 的 差 不 与 多 重 弧 的 逐次 正 
弦 成 正比 时 ,所 说 的 这 个 规律 就 总 是 趋 于 形成 ,并 且 , 这 个 变化 的 
温度 系统 很 快 就 以 与 由 一 个 圆 的 纵 坐 标 和 一 条 对 数 曲 线 的 纵 坐标 
所 确定 的 温度 明显 重合 而 结束 。 

由 于 在 一 个 物体 的 温度 超过 平均 温度 的 超出 量 之 间 ,后 来 的 
差 与 该 物体 所 处 的 端点 的 弧 的 正弦 成 正比 ,由 此 得 到 ,如 果 我 们 考 
虚 位 于 同一 直径 两 端的 两 个 物体 ,那么 ,第 一 个 物体 的 温度 超过 平 
均 温度 和 不 变温 度 的 量 就 和 这 一 不 变温 蛮 超 过 第 二 个 物体 的 温度 
的 量 一样 大 。 由 此 ,如 果 我 们 在 每 一 时 刻 取 其 位 置 相反 的 两 个 物体 
的 温度 和 ,那么 我 们 得 到 一 个 不 变 的 和 ,这 个 和 对 于 处 在 同一 直径 
两 端的 任意 两 个 物体 有 相同 的 值 。 

277.。 表示 分 离 物 体 的 变化 温度 的 公式 不 难 应 用 到 连续 物体 
的 热传导 上 去 。 为 了 给 出 一 个 引 人 注 目的 例子 ,我 们 将 通过 已 建立 
的 一 般 方程 来 确定 环 中 的 热 运 动 。 

假定 物体 的 数目 "不 断 增加 ,同时 每 个 物体 的 长 度 以 同一 比 
例 减 少 ,于 是 这 个 系统 的 长 度 有 一 个 等 于 2r 的 不 变 值 . 因 此 ,如 果 
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物体 的 数目 依次 是 2,4,6,8, 直 到 无 穷 ,那么 这 每 个 物体 将 是 7+， 
到 本, 间 ，。 还 必须 假定 ` 热 的 传导 能 力 以 同一 比例 随 质量 数 m 
而 增加 ;因此 ,在 只 有 两 个 质量 时 * 产 表示 的 量 ,在 有 4 个 时 ,就 番 
成 两 倍 ,在 有 8 个 时 ,就 翻 成 4 倍 , 等 等 。 用 9g 表示 这 个 量 , 则 我 们 


看 到 , 数 上 必须 依次 由 gy,2g,49 等 来 代替 。 如 果 我 们 现在 转 到 一 种 
连续 物体 的 假定 上 来 ,那么 我 们 就 必须 代替 nn 而 写 每 一 个 无 穷 小 


物质 的 值 , 基 元 和 ;代替 物体 的 数目 ,我 们 必须 写 经 ; 代 符 太 ,而 写 9 


也 或 型 


2 
至 于 初始 温度 o ,ovo,…a, 它 们 取决 于 弧 z 的 值 ,把 温度 看 
作 是 这 同一 变量 的 粮 到 状态 ,一 般 值 a; 就 表示 z 的 一 个 任意 函数 。 


这 样 ,指标 ;必须 由 去 来 代替 。 关 于 量 wwvo,…, 它 们 是 由 两 个 
最 > 和 所 决定 的 变化 温度 用。 表示 这 个 变量 ,我 们 有 "一 4(zvO。 
标明 某 物体 所 占 位 置 的 指标 ;应当 由 去 来 代替 。 因 此 ,为 了 把 以 前 
的 分 析 应 用 于 以 环 的 形式 形成 一 个 连续 物体 的 无 数落 层 的 情况 、 
我 们 必须 用 量 到 dz, 型,f(z) ,到 ,gz ,三 等 来 代替 它们 所 对 应 
的 wmtavbo*j 等 让 我 们 在 第 273 目的 方程 (9 中 作 这 些 代 
换 , 用 村 dr 代替 versindz, 用 4 和 和 了 代替 ;一 1 和 j 一 1。 第 一 项 
也 s 变 成 从 z 一 0 取 到 z=2x 的 积分 亏 「7(z)dc 的 值 ; 量 
sin(j 一 D) 至 变 成 sinjdz 或 sinzs aos (j 一 1) 至 的 值 是 cosz， 
二 >osin(i 一 072 的 值 是 二 | f(z)sinatr ,该 积分 从 z= 0 取 到 
z=2z, 之 >ocosGi 一 1) 妈 的 值 是 工 站 re)cosnte, 该 积分 同样 从 
z 一 0 取 到 z 一 2。 因此 我 们 得 到 方程 
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二 下 
br) = = ] 了 (zj)dz 
十 十 (sin | f(r)sinrdr -cosr | f(r)cosadr )e mm 


+ (sin2r J fedsin2rdrt eos2r J sa)eos2rdr)e 2 
用 不 表示 量 gr ,我 们 有 
= 二 | fC)dz+ (sinz | f(z)sinzdz eosr | flr)cosrdr)e™* 


十 ( sin2z | fC)sin2zdr + cos2z | f(z)eos2zdr je 
十 …。 

278。 这 个 解 与 上 一 节 第 241 目 所 给 出 的 解 相同 ;这 引出 几 
点 注 记 。 第 --, 为 了 得 到 表示 环 的 热 运动 的 一 般 方程 ,无 需求 助 于 
偏 微分 方程 的 分 析 。 这 个 问题 可 作为 一 个 确定 数目 的 物体 而 解决， 
然后 再 假定 该 数目 无 穷 . 这 种 方法 本 身 具有 清晰 性 ,并 引导 我 们 最 
初 的 研究 ,通过 一 个 自然 而 然 地 被 指明 的 过 程 .以 后 就 容易 转 到 更 
简洁 的 方法 上 来 我们 看 到 ,满足 偏 微分 方程 并 组 成 一 般 值 的 那些 
特殊 值 的 判别 式 ,由 其 系数 为 常数 的 线性 微分 方程 的 已 知 规则 导 
出 。 此 外 ,正如 我 们 在 上 面 所 看 到 的 ,这 个 判别 式 建立 在 这 个 问题 
的 物理 条 件 之 上 ,第 二 .为 了 从 分 离 物体 的 情况 过 渡 到 连续 物体 的 
情况 .我 们 假定 系数 与 物体 数 成 正比 地 增加 。 数 的 这 种 连续 
变化 ,是 根据 我 们 以 前 所 证 明 的 , 即 同一 校 柱 的 两 个 薄 层 之 间 所 流 
过 的 热量 与 全 的 值 成 正比 而 得 来 的 ,z 表示 与 这 个 截面 对 应 的 横 
坐标 表示 温度 。 的 确 ,如 果 我 们 假定 系数 不 是 与 物体 数目 成 
正比 地 增加 ,而 是 对 那个 系数 保持 一 个 常数 值 , 那 么 ,一 旦 取 为 
无 穷 ,我 们 就 得 到 与 在 连续 物体 中 所 看 到 的 相反 的 结果 . 热 扩散 将 
无 限 慢 ,无 论 物 体 以 何 种 方式 被 加 热 ,在 一 有 限时 间 内 , 某 一 点 的 
温度 都 不 会 发 生 明显 的 变化 ,这 与 事实 矛盾 ,每 当 我 们 要 考虑 无 穷 
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多 个 分 离 的 导热 物体 ,并 希望 过 渡 到 连续 物体 的 情况 上 去 时 ,我们 
就 必须 对 计量 传导 速度 的 系数 上 赋予 与 组 成 给 定 物体 的 无 穷 小 物 
体 的 数目 成 正比 的 一 个 值 。 
第 三 ,如 果 在 我 们 为 表示 + 或 6(z,t) 的 值 而 得 出 的 上 一 个 方 
程 中 假定 (= 0, 那 么 这 个 方程 就 必然 表示 初始 状态 ,由 此 可 见 ,我 
们 有 在 前 面 第 233 目 中 所 得 到 的 方程 (2), 即 
十 sinr [ f(z)sinzdrt sin2zf (7)sin2zdz + 


7f()= 直 fre 
十 cosr | f(x)cosrdr+ cos27 | f(r)cos2rdrt+ ee 
因此 ,在 所 给 定 的 区 间 之 间 以 多 重 弧 的 正弦 或 余弦 级 数 给 出 
一 个 任意 函数 的 展开 式 的 定理 ,由 分 析 的 基本 规则 导出 。 在 这 里 ， 
我 们 得 到 通过 方程 
十 ansinz 十 azsin2z 十 assin3z 十 … 


$7)=a 
十 picosz 十 pcos2z 十 bscos3z 十 … 


的 逐次 积分 而 使 所 有 系数 除 一 个 外 全 部 都 消 扩 所 应 用 的 这 个 过 程 
的 起 点 。 这 些 积分 与 第 267 和 271 目 方程 (m) 中 的 不 同 未 知 数 的 
消 元 相对 应 ,并 且 ,通过 这 两 种 方法 的 比较 我 们 清楚 地 看 到 ,第 
279 目 方程 (B) 对 0 到 2r 之 间 的 所 有 z 值 都 成 立 , 而 不 是 该 方程 
的 建立 是 为 了 应 用 超过 这 个 区 间 的 z 值 。 

279. 满足 这 个 问题 的 条 件 , 且 它 的 值 由 第 277 目的 方程 
(E) 所 确定 的 函数 4(z't ,可 以 表示 如 下 : 

2rd(z,b0) 一 | aco + 2sinz | daf(a)sina 十 2cosz J aas coonsa)e 和 


| 2sin2z 人 aerosnaaraemzr ] | uromezd。 2 


+( 2sin3r f daf (a)sin3a+ 2cos3r [ daf (a)eos3a) es 
人 
2706(7,1)= 人 urw {1 十 (2sinzsina 十 2cosrcosa)e “十 
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十 (2sin2zsin2a 十 2cos2zcos2a)e-2 
十 (2sin3zsingb 十 2cos3zcos3oe-se 十 
= [daf (Lt2 2 cosi(a—z)e-r«] 


德 导 2 影响 数 i, 并 指明 这 个 和 必须 从 i 二 1 取 到 i 二 co。 我 们 

也 可 以 把 第 一 项 包括 到 符号 2 之 下 ,这 样 我 们 有 
278(7,1t)= ur » -cosi(a 一 ze-au， 

这 时 我 们 必须 对 i 给 定 从 一 2 到 十 oo 的 所 有 整数 值 ;这 由 写 在 符 
号 2 之 后 的 一 和 十 oo 奈 措 明 ,的 这 些 值 中 有 一 个 是 0。 这 就 是 
这 个 解 的 最 简洁 的 表达 式 。 为 了 展开 该 方程 的 右边 ,我 们 假定 
i 二 0, 然 后 假定 :=1,2,3,…, 并 且 , 除 对 应 于 i 一 0 的 第 一 项 外 ,使 
每 个 结果 都 翻 一 倍 , 当 4 为 0 时 ,函数 5(z,t) 必 然 表示 温度 等 于 了 
(z) 的 初始 状态 ,因此 我 们 有 恒 等 方程 


我 们 已 经 把 必须 在 其 中 取 积分 和 的 上 下 限 符 加 到 符号 | 称 守 上 
去 。 无 沦 函 数 f(z) 在 从 == 0 到 z= 2 的 区 间 内 有 怎 梓 的 形式 ,这 
个 定理 都 普遍 成 立 ;用 给 出 第 235 目 中 PCz) 的 展开 式 的 方程 所 表 
示 的 情况 同样 如 此 ;我 们 在 后 面 会 看 到 ,我 们 可 以 不 用 前 面 的 考虑 
而 直接 证 明 方程 (3) 成 立 。 

280. 不 难看 出 ,这 个 问题 不 可 能 有 与 第 277 目的 方程 (E) 
所 给 出 的 不 同 的 解 。 事 实 上 ,函数 o(z, 完 全 满足 问题 的 条 件 , 根 
据 微 分 方程 中 一 2 的 性 质 ,其 它 方程 不 可 能 有 同一 性 质 为 了 使 
我 们 自己 确信 这 一 点 ,我 们 必须 认为 当 团体 的 第 一个 状态 由 一 个 
给 定 的 方程 =f(z) 来 表示 时 流 数 (fluxion) 名 是 已 知 的 ,因为 它 


等 于 hf。 因此 .用 局 或 +h 虹 表示 第 二 个 时 刻 开始 时 的 
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温度 ,我 们 就 可 以 从 初始 状态 和 从 这 个 微分 方程 推出 ,的 值 。 同 
样 我 们 可 以 确定 在 每 一 时 刻 开 始 时 固体 任 一 点 的 温度 值 mniv… 
”。 现 在 函数 %z't) 满 足 初始 状态 ,因为 我 们 有 wz,0? 一 fGz)。 此 
外 , 它 也 满足 微分 方程; 因此 .如果 它 被 微分 ,那么 和 从 微分 方程 
《o) 的 逐次 应 用 所 得 出 的 结果 一 样 , 它 对 宇和 ,给 出 同样 的 
值 。 这 样 ,如果 在 函数 %z,0 中 我 们 对 上 依次 给 出 值 0,o,2o,3o， 
…, 来 表示 时 间 元 素 ,那么 ,我 们 会 得 到 同样 的 值 v4,04,05504,…， 
正如 我 们 可 以 通过 方程 昌 =* 品 的 连续 应 用 而 从 初始 状态 所 能 得 
出 的 结果 一 样 。 因 此 ,满足 微分 方程 和 初始 状态 的 每 一 个 函数 
#(z,D 必 然 与 函数 4(z,D 重 合 : 因 为 当 我 们 在 它们 之 中 假定 ! 依次 
等 于 0,0,20,30,…iw 时 ,每 一 个 这 样 的 函数 都 给 出 同一 个 z 的 函 
数 。 

我 们 由 此 看 到 ,这 个 问题 只 可 能 有 一 个 解 ,如 果 我 们 以 任 一 种 
方式 发 现 一 个 满足 微分 方程 和 初始 状态 的 函数 #Y(z,2) ,那么 我 们 
可 以 断定 它 和 由 方程 (E) 所 给 出 的 前 一 个 函数 相同 。 

281. 同一 注 记 可 应 用 于 其 对 象 是 变化 的 热 运动 的 所 有 研 
究 ; 它 显然 正好 从 一 般 方程 的 形式 得 出 。 

由 于 这 同一 原因 ,方程 峰 一 人 42 的 积分 可 能 只 包含 一 个 = 的 
任意 函数 。 事 实 上 , 当 我 们 对 时 间 (的 某 个 值 给 定 z 的 两 数 "的 一 
个 值 时 ,显然 ,我 们 就 确定 了 ，* 对 应 于 任 - -时 间 的 所 有 其 它 值 。 因 
此 ,我 们 可 以 任意 选择 对 应 于 某 个 状态 的 = 的 函数 ,这 样 就 确定 了 
两 个 变量 和 《的 一 般 范 数 。 方 程 4 十 % 一 0 的 情况 则 不 同 ,这 种 
情况 在 前 一 章 中 应 用 过 ; 它 属于 不 变 的 热 运动 。 它 的 积分 包含 z 和 
( 的 两 个 任意 函数 :但 是 ,只 要 把 终极 状态 和 永恒 状态 看 作 是 由 它 
前 面 的 状态 .因而 是 由 给 定 的 初始 状态 所 产生 的 ,我 们 就 可 以 把 这 
个 研究 转化 为 变化 运动 的 研究 。 
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我 们 所 给 出 的 积分 


去 J aaf ae) Berucosi(a 一 z) 


包含 一 个 任意 函数 f(z) ,并且 和 通 积分 有 相同 的 范围 , 通 积分 也 
只 包含 z 的 一 个 任意 函数 ,更 准确 地 说 , 它 就 是 以 适合 于 这 个 问题 
的 形式 而 被 给 出 的 这 个 积分 本 身 , 事实 上 ,由 于 方程 v 二 f(x) 表示 
初始 状态 ,v=6(z,) 表 示 继 它 之 后 的 变化 状态 ,所 以 我 们 正好 从 
受热 物体 的 形式 看 到 , 当 用 z 士 i2r 代替 z,i 是 任 一 整数 时 ,v 的 值 
不 发 生变 化 。 

函数 

支 | daf (a) De "scosi(a — z) 

满足 这 个 条 件 ; 当 我 们 假定 :=0 时 , 它 也 表示 初始 状态 ,因为 这 时 


我 们 有 
了 (z) 三 二 J aaf (0 Deosi(a — 72), 

一 个 在 上 面 第 235 和 279 目 已 经 证 明 且 不 难 验证 的 方程 ,最 后 ,这 
同一 函数 满足 微分 方程 名 =# 53。 无 论 ! 值 如 何 ,温度 "都 正好 由 
一 个 收敛 级 数 来 给 定 ,不 同 的 项 表示 其 组 合 形成 总 体 运动 的 那些 
部 分 运动 。 随 着 时 间 的 增加 ,高 阶 部 分 状态 迅速 变化 ,但 是 它们 的 
影响 变 得 微不足道 ;因此 ,应 当 对 指数 ;所 给 定 的 那些 值 的 数目 不 
断 减少 在 一 定时 间 之 后 .温度 系统 就 明显 地 由 一 旦 对 :给 定 值 0 
士 1 和 士 2 就 能 得 到 的 那些 项 来 表示 ;或 只 由 对 ;给 定 0 和 士 1 所 
得 到 的 项 ,或 最 后 ,只 由 这 些 项 的 第 一 项 , 即 去 | dof(a) 来 表示 ; 
因此 ,在 这 个 解 的 形式 和 服从 于 分 析 的 物理 现象 的 进程 之 间 存 在 
着 明显 的 联系 

282， 为 了 得 到 解 ,我 们 首先 考虑 满足 微分 方程 的 函数 " 的 
简单 值 :这 样 , 我 们 形成 与 初始 状态 一 致 ,因而 具有 属于 这 个 问题 
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所 有 普遍 性 的 一 个 值 .我 们 可 以 采用 一 个 不 同 的 过 程 ,并 从 这 个 积 
分 的 另 一 表达 式 导出 同样 的 解 ; 一 旦 这 个 解 已 知 ,这 些 结果 就 容易 
变换 ,如 果 我 们 假定 环 的 平均 截面 的 直径 无 限 增加 ,那么 ,正如 我 
们 在 后 面 将 要 看 到 的 ,函数 8(z,l) 就 得 到 -个 不 同 的 形式 ,并 且 与 
在 定 积分 符号 下 只 含 单个 任意 函数 的 积分 相同 。 这 后 一 个 积分 也 ， 
可 以 应 用 到 这 个 实际 问题 上 去 ,但 是 ,如 果 我 们 只 限于 这 种 应 用 ， 
那么 我 们 就 只 有 关于 这 类 现象 的 很 不 完善 的 知识 ;因为 这 些 温度 
值 不 由 收敛 级 数 来 表示 ,当时 间 增 加 时 ,我 们 不 能 区 分 彼此 相继 的 
状态 。 因 此 必须 把 这 个 问题 所 假定 的 周期 形式 归 之 于 表示 初始 状 
态 的 函数 ;但 是 一 旦 以 这 种 方式 改变 那个 积分 ,我 们 就 得 到 


g(zvt) = 让 ear DY eeeosiCa 一 2) 


而 不 会 有 别 的 结果 。 

正如 在 本 书 之 前 的 研究 报告 中 所 证 明 的 ,我 们 从 最 后 这 个 方 
程 不 难过 渡 到 所 讨论 的 积分 上 来 。 要 从 这 个 积分 本 身 得 到 这 个 广 
程 不 会 更 难 .这 些 变换 使 这 些 分 析 结果 的 一 致 性 更 加 显然 ;但 是 它 
们 并 没有 对 这 个 理论 增加 任何 东西 ,并 没有 构成 任何 不 同 的 分 析 。 
在 下 面 几 章 的 一 章 中 ,我 们 将 考察 可 由 方程 多 一 宫 的 积分 所 假 
定 的 不 同形 式 ,它们 不 得 不 具有 的 相互 联系 ,以 及 它们 应 当 在 其 中 
被 应 用 的 情况 。 

为 了 建立 表示 环 的 热 运动 的 积分 ,必须 把 一 个 任意 函数 分 解 
成 一 个 多 重 弧 的 正弦 和 余弦 级 数 ;对 符号 sin 和 cos 下 的 变量 起 作 
用 的 数 是 自然 数 1,2,3,4,…。 在 下 面 的 问题 中 ,任意 函数 再 次 被 
化 成 一 个 正弦 级 数 ;但 是 ,在 符号 sin 下 的 这 个 变量 的 系数 不 再 是 
数 1,2,3,4,…: 这 些 系数 满足 一 个 定义 方程 ,该 方程 的 根 都 是 不 
可 通 约 的 , 且 数 目 无 穷 。 
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第 四 章 第 ! 节 注 。 佛罗伦萨 的 吉 列 尔 莫 。 利 布 里 (Guglieimo Libri) 是 在 杜 隆 和 珀 蒂 
建立 的 冷却 定律 的 假定 上 研究 热 运 动 问题 的 第 一 个 人 。 见 他 的 “关于 热 理论 的 论文 ” 
《Memoire sur 人 trie 如 如 chaeur)《 克 雷 尔 学 报 》, 第 7 卷 ,第 116 一 113 页 ,柏林 ,1831 
年 。(1825 年 在 法 兰 西 科 学 院 宣读 ). 利 布 里 先生 使 解 依 赖 于 一 组 偏 微分 方程 ,就 象 它们 
是 线性 方程 那样 处 理 这 些 方程 。 凯 兰 (Kelland) 先 生 以 不 同 的 方法 讨论 了 这 些 方程 , 见 
他 的 《 热 的 理论 (Theory of Hed) ,第 69 一 75 页 ,剑桥 ,1837 年 。 所 得 到 的 主要 结果 是 环 
的 任 -- 直 径 的 两 个 相对 的 端点 的 平均 温度 在 同一 时 刻 相同 。 一 A.F. 


第 五 章 
实心 球 中 的 热传导 


第 一 节 
通 解 


283. 球 中 的 热传导 问题 在 第 二 章 第 2 节 第 117 目 中 已 经 阐 
述 过 了 ; 它 在 于 对 方程 


进行 积分 ,因此 , 当 + 一 X 时 ,这 个 积分 可 满足 条 件 
人 T=0, 
表示 比 面 ,表示 两 个 热 导 率 的 比 妈 ;0 是 在 历经 时 间 ! 之 后 在 半 
径 为 :的 一 个 球形 菏 层 中 所 观察 到 的 温度 ;X 是 球 的 半径 ,> 是 
和 4 的 一 个 函数 , 当 我 们 假定 :=0 时 ,该 函数 等 于 PCz) .函数 PCz) 
被 给 定 ,并 表示 固体 的 初始 和 任意 状态 。 
如 果 我 们 令 y 一 xr,y 是 -个 新 的 未 知 数 ,那么 在 这 个 代 换 之 
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后 ,我 们 有 光一 9: 因此 我 们 必须 对 最 后 这 个 方程 进行 积分 , 然 


后 取 * 一 二 。 首 先 ,我 们 将 考察 可 以 赋予 ! 的 最 简单 的 值 是 什么 值 ， 
然后 形成 将 同时 满足 这 个 微分 方程 满足 与 表面 有 关 的 条 件 , 以 及 
满足 初始 状态 的 一 般 的 值 。 不 难看 到 , 当 这 三 个 条 件 被 满足 时 , 解 
就 是 完全 的 , 且 不 再 有 其 它 的 解 。 
284. 设 y=e™u,u 是 z 的 一 个 函数 ,我 们 有 
m= 
de 

首先 我 们 注意 到 , 当 t 的 值 变 成 无 穷 的 时 , 的 值 在 所 有 点 上 就 都 
必须 为 0, 因 为 物体 被 完全 冷却 。 因 此 负 值 只 可 能 对 m 来 取 。 现在 
k 有 一 个 正 数值 ,因此 我 们 得 出 结论 ,* 的 值 是 一 个 贺 函 数 (circular 
function) ,这 从 方程 


的 已 知性 质 中 得 出 。 设 = heosnz 十 Bsinnz; 我 们 有 条 件 m= 一 in?， 
因此 我 们 可 以 用 方程 


bat 
和 (Acosnz + Bsinnz ) 


来 表示 v 的 一 个 特殊 值 ,这 里 是 任 一 正 数 ,4 和 8B 是 常数 。 首 先 
我 们 可 以 注意 到 ,常数 4 应 当 为 0; 因 为 当 我 们 使 z=0 时 ,表示 中 
心 温度 的 " 值 不 可 能 是 无 穷 的 ;因此 项 4cosnz 应 当 略 去 。 

此 外 , 数 ”不 可 能 任意 取 值 。 事 实 上 ,如 果 在 定义 方程 


乍 十 如一 0 中 我 们 代入 * 的 值 , 那 么 我 们 得 到 
nzcosnz + (好 一 1)sinnz 一 0。 
由 于 这 个 方程 应 当 在 表面 成 立 , 所 以 我 们 在 这 个 方程 中 假定 
z 等 于 球 半径 X, 它 给 出 
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naX 
tannX 


设 4 是 数 1 一 iX,nX 二 ,我 们 有 二 2. 因此 我 们 必须 找到 一 


个 弧 。 它 除 以 它 的 正切 给 出 一 个 已 知 商 ,然后 取 一文 。 显 然 ,这 


样 的 弧 有 无 穷 多 个 ,它们 与 它们 的 正切 有 一 个 给 定 的 比 ,因此 这 个 
条 件 方程 


一 1 一 AX。 


有 无 穷 多 个 实 根 。 
285. 作 图 很 适合 于 揭示 这 个 方程 的 性 质 。 设 4=tane( 图 12) 是 


一 条 曲线 方程, 弧 。 是 这 条 曲线 的 模 坐标 ,# 是 纵 坐 标 设 "一 广 是 


图 12 
一 条 直线 方程 , 它 的 坐标 也 由 <。 和 来 表示 。 如果 我 们 从 这 两 个 方 


程 中 消去 w, 我 们 就 有 所 提出 的 方程 元 一 tane。 因 此 未 知 数 。 是 这 条 


曲线 和 这 条 直线 的 交点 横 坐标 .这 条 曲线 由 无 穷 多 个 弧 所 组 成 ;对 
应 于 横 坐 标 
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工人 
2 i do Bak add 


的 所 有 纵 坐标 都 是 无 穷 大 的 ,对 应 于 点 0,r,2r,3r,… 的 所 有 纵 坐 
标 则 都 为 0. 为 了 画 出 其 方程 为 = 廊 = 了 的 直线 ,我 们 作 正方 
形 0lol, 并 量 出 从 到 4 的 量 刀 , 联 结 点 二 和 原点 o。 其 方程 是 
wtane 的 曲线 won 作为 在 原点 的 正切 有 一 条 把 直角 分 成 两 等 分 的 
线段 ,因为 这 个 弧 与 正切 的 极限 比 是 1。 我 们 由 此 得 出 结论 ,如 果 
或 1-hX 是 一 个 小 于 1 的 量 ,那么 直线 mom 在 曲线 wn 的 上 方 经 
”过 原点 ,并 且 这 条 直线 与 第 一 个 分 枝 有 一 个 交点 。 同 样 清楚 的 是 这 
同一 直线 截 更 远 的 分 枝 rmmvna2zrn,…。 因 此 方程 夫 - 一 4 有 无 数 实 


根 第 一 个 根 在 0 到 子 内 ,第 二 个 根 在 + 在 也 + 内 ,第 三 个 在 2r 到 
坚 内 ,…。 当 这 些 根 的 序号 很 大 时 ,它们 就 很 接近 于 它们 的 上 极 


限 。 

286. 如 果 我 们 要 计算 其 中 一 个 根 ,例如 第 一 根 的 值 , 那 么 我 
们 可 以 应 用 下 述 规则 : 写 出 两 个 方程 .=arctanu 和 w= 廊 ,arctanu 
表示 其 正切 为 的 弧 的 长 度 ,然后 对 * 取 任 一 数 ,由 第 一 个 方程 推 
出 。 的 值 ;把 这 个 值 代 到 第 汪 个 方程 中 去 ,并 推出 另 一 个 4 值 ;把 4 
的 第 二 个 值 代 到 第 一 个 方程 中 去 ;因此 我 们 得 到 一 个 。 的 值 , 它 通 
过 第 二 个 方程 给 出 4 的 第 三 个 值 ,在 第 一 个 方程 中 代入 这 个 值 ,我 
们 有 一 个 新 的 。 值 。 因 此 连续 用 第 二 个 方程 确定 *, 用 第 一 个 方程 
确定 *。 这 个 运算 给 出 愈 来 愈 接近 于 未 知 数 。 的 值 。 根据 下 面 的 作 
图 ,这 是 显然 的 。 

事实 上 ,如果 点 * 对 应 于 ( 见 图 13) 赋 予 纵 坐标 的 任意 值 , 并 
且 如 果 我 们 在 第 一 个 方程 arctanu 中 代入 这 个 值 ,那么 点 。 就 对 
应 于 我 们 由 这 个 方程 所 计算 出 的 横 坐 标 。 如 果 在 第 二 个 方程 一 元 
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中 代入 这 个 横 坐 标 2, 我 们 将 得 到 一 个 对 应 于 点 的 纵 坐 标 w。 把 
ww 代入 第 一 个 方程 ,我 们 得 到 对 应 于 点 < 的 横 坐 标 ;然后 ,把 这 个 
横 坐 标 代入 第 二 个 方程 , 它 给 出 一 个 纵 坐 标 w , 当 把 这 个 纵 坐 标 代 
入 第 一 个 方程 时 , 它 给 出 第 三 个 横 坐 标 , 余 此 类 椎 ,以 至 无 穷 .也 就 
是 说 ,为 了 表示 前 面 这 两 个 方程 连续 交替 的 运用 ,我 们 必须 从 点 4 
向 曲线 作 一 条 水 平 线 ,是 从 交点 * 向 直线 作 一 条 垂 线 ,从 交点 w 向 
曲线 作 一 条 水 平 线 , 从 交点 向 直线 作 一 条 垂 线 , 如 此 类 推 以 至 无 
穷 ,由 远 而 近 地 愈 来 愈 趋 于 所 要 找 的 点 。 


:图 13 图 14 

287. 上 面 的 图 13 表示 任意 为 所 选择 的 纵 坐标 大 于 对 应 
于 交点 纵 坐标 的 情况 。 另 一 方面 ,如 果 我 们 为 的 初始 值 选择 一 个 
较 小 的 量 ,并 且 以 同样 的 方式 应 用 两 个 方程 * 一 arctanx,x 一 元, 那 
么 我 们 也 会 得 到 逐渐 接近 于 未 知 值 的 那些 值 。 图 14 表明 ,在 这 种 
情况 下 ,我 们 通过 与 那些 水 平 线 和 垂 的 端点 相 接 的 点 we weurer， 
… 而 不 断 向 交点 上 升 。 从 一 个 过 于 小 的 * 值 开始 ,我 们 得 到 小 于 且 
收敛 于 未 知 值 的 量 ee ere”,… ,从 一 个 过 于 大 的 值 开始 ,我 们 也 
得 到 一 些 收敛 于 未 知 值 的 量 ,但 每 一 个 都 比 它 大 。 因 此 我 们 确定 了 
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把 要 找 的 量 总 是 包含 在 内 的 逐步 接近 的 界限 。 其 中 任 一 次 允 近 都 
由 公式 
一-…arctan[ Farctan{ i Tarctan +))] 


来 表示 。 当 所 指明 的 几 个 运算 完成 后 ,逐次 结果 就 相差 得 愈 来 傅 
小 ,我 们 就 得 到 。 的 一 个 近似 值 。 
288. 对 两 个 方程 


已 
二 arctanu 和 4= 廊 


给 出 w=tane 和 := 加 的 形式 ,我 们 则 可 以 偿 试 以 不 同 的 顺序 应 用 
这 两 个 方程 。 这 时 我 们 应 当 取 * 的 一 个 任意 值 ,把 它 代 入 第 一 

程 ,我 们 得 到 一 个 4 值 ,这 个 值 代入 第 二 个 方程 后 , 它 给 出 :的 第 
二 个 值 ;然后 以 同样 的 方式 把 这 个 新 的 。 值 应 用 到 第 一 个 方程 中 
去 。 但 是 ,由 作出 的 图 形 可 知 , 沿 着 这 个 运算 过 程 ,我 们 离开 交点 愈 
来 愈 远 ,而 不 是 象 前 面 的 情况 那样 允 近 它 。 我 们 得 到 的 逐个 。 值 不 
断 减 少 ,一 直到 0, 或 者 无 限 增 大 .我们 将 依次 从 “到 w, 从 ww 到 =”， 
从 e 到 w, 从 w 到 ,直至 无 穷 。 

生生 风格 应 用 到 方程 


一 一 一 1 一 AX 
tane 


的 每 个 根 的 计算 上 去 ,而 且 这 个 方程 有 给 定 的 范围 ,所 以 我 们 必须 
把 所 有 这 些 根 都 看 作 是 已 知 数 。 此 外 ,我 们 原本 只 需要 确信 这 个 方 
程 有 无 数 实 根 。 我 们 已 经 解释 了 这 个 逼近 过 程 ,因为 它 以 一 个 著名 
的 作 图 为 基础 ,这 个 作 图 法 可 以 有 效 地 应 用 到 几 种 情况 中 去 , 且 它 
立即 会 显示 出 这 些 根 的 性 质 和 范围 ;尽管 如 此 ,这 个 过 程 对 所 说 的 
方程 的 实际 应 用 可 能 是 宛 长 乏味 的 ;在 实践 中 采用 某 种 其 它 逼 近 
方法 可 能 要 容易 些 。 

289. 我 们 现在 知道 ,为 满足 问题 的 两 个 条 件 , 我 们 可 以 对 函 
数 "给 定 一 个 特殊 形式 ,这 个 解 由 方程 
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2 
Le ‘sinnz aiSinmz 
区 加 或 "= 一 ae- 


来 表示 。 系数 "是 任 一 个 数 , 数 ， 是 is 一 1 一 多 中 的 那个 n。 由 


Sinnr 


此 得 到 ,如 果 不 同 薄 层 的 初始 温度 与 商 Se 成 正比 ,那么 它们 都 将 


在 整个 冷却 阶段 保持 它们 已 形成 的 比 而 一 起 降低 ;每 一 点 的 温度 
将 随 一 条 对 数 曲 线 的 纵 坐 标 而 降低 ,该 曲线 的 横 坐 标 表示 历经 时 
间 。 这 样 ,假定 弧 * 被 等 分 并 取 作 横 轴 , 我 们 在 每 个 界 点 建立 一 个 
等 于 正弦 与 该 驱 的 比 的 纵 坐 标 。 这 个 纵 坐 标 系统 指示 初始 温度 ,由 
于 整个 半径 X 被 等 分 ,所 以 从 中 心 到 表面 的 不 同 薄 层 的 初始 温度 
必须 被 给 定 。 在 这 个 结构 下 ,表示 半径 和 的 弧 * 不 能 任意 选取 , 必 
须 是 这 个 弧 与 它 的 正切 有 一 个 给 定 的 比 ,由 于 存在 满足 这 个 条 件 
的 无 数 个 弧 , 因 此 我 们 可 以 形成 无 数 个 初始 温度 系统 ,这 些 系 统 在 
球 中 自我 存在 而 温度 比 在 冷却 期 间 不 发 生 任何 变化 。 

290. 剩 下 的 问题 只 是 通过 一 定数 量 的 部 分 状态 或 无 数 部 分 
状态 来 建立 任 一 初始 状态 ,第 一 个 这 样 的 状态 都 表示 我 们 刚才 所 
考虑 过 的 一 个 温度 系统 ,其 中 , 纵 坐 标 随 距 离 z 而 变化 ,并 与 正弦 
和 这 个 弧 的 商 成 正比 .这样 , 球 内 部 的 一 般 热 运 动 就 分 解 成 许多 特 
殊 运动 ,它们 每 一 个 都 自由 地 完成 ,仿佛 它们 单独 存在 似 的 。 


用 mvnwava,… 表 示 满 足 方程 -2 一 1 一 红 的 量 ,假定 它们 从 


tannX 
最 小 的 一 个 开始 按 顺 序 排 好 , 则 我 们 建立 一 般 方程 
一 aer-eisinmz 十 aze-essinnzz 十 aae-essinnsz 十 oe 
如 果 使 :=0, 那 么 ,作为 温度 的 初始 状态 的 表达 式 , 我 们 有 
好 一 aisinniz 十 azsinnzz 十 assinnsz 十 … 
无 论 初始 状态 怎样 ,问题 都 在 于 确定 系数 m ,az*a,…。 这 样 ， 
假定 我 们 知道 z 从 z=0 到 z=X 的 值 ,用 F(z) 表示 这 组 值 ,我 们 有 
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GD 一 二 《aisinmiz 十 azsinz2z 十 assinzsz 十 aisinntz 十 …) 加 ……'(e) 


291. 为 了 确定 系数 a1, 用 zsinnzdz 乘 方程 两 边 , 并 从 z= 0 到 
z 一 区 积分 。 在 这 些 区 间 之 间 所 取 的 积分 | sinmzsinnzdr 是 


< (—msinnXcosmX 十 nsinmXcosnX) 。 
如 2 一 nz 


如 果 双 和 ?是 从 根 myzz,ns*… 中 所 选 出 的 数 ,它们 满足 方程 


类 着: 全 和 7 
Ein 一 1 一 4X* 那 么 我 们 有 
mxX _ nxX 
tanmXX tanaX 
或 


mcosmXsinnX— nsinmXcosnX = 0。 
由 此 我 们 看 到 ,这 个 积分 的 整个 值 是 0; 不 过 存在 唯一 一 种 积 
分 不 为 0 的 情况 ,此 时 m=n。 这 时 它 变 成 全 ;运用 已 知 规则 , 它 简 


化 成 


2 工 全 
aX 机 sin2nX。 


由 此 得 到 ,为 了 求 出 系数 m 的 值 ,在 方程 (e) 中 ,我 们 必须 写 
2 jsinmzpoa=a(x- 直 sn2nx)， 
积分 从 z=0 取 到 z=X。 同 样 , 我 们 有 
2 . rsinmzp(z)dz 一 az 人 X 一 直 sin2wx) 
所 有 后 面 的 系数 都 可 以 同样 的 方法 确定 ,不 难看 到 ,无 论 任意 
函数 PCz) 怎 样 , 定 积分 2 | zsinnzP(z)az 总 有 一 个 确定 的 值 。 如 果 


@ 关于 这 种 形式 的 级 数 表示 一 个 任意 函数 的 可 能 性 ,汤姆 森 珊 士 给 出 了 一 种 证 
明 。 《剑桥 数学 学 报 》, 第 3 卷 ,第 25 一 27 页 。 一 A- F. 
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函数 F(z) 由 以 任 一 方式 画 出 的 一 条 曲线 的 可 变 纵 纵 坐 标 来 表示 ， 
那么 函数 zr(z)sinnz 与 不 难 根据 第 一 条 曲线 所 构造 的 第 二 条 曲线 
的 纵 坐标 相对 应 。 由 第 二 条 曲线 在 横 轴 z= 二 0 和 z=X 之 间 所 围 成 
的 面积 来 确定 系数 a,,i 是 根 的 序号 指标 。 
任意 函数 PR(z) 进 入 积分 符号 下 的 每 个 系数 ,并 对 ” 值 给 出 问 
题 所 要 求 的 所 有 普遍 性 ;因此 我 们 得 到 下 述 方程 
sinmz [ssinnzp Cz) 


rv 
i 
2 


区 一 Lsin2nX 
2m 


2 
一 pi 


Sinn2z | zsinnzzF (x)adr 
下 二 


X— usin2naX 


ee 十 ……。 


这 就 是 对 方程 
dt _ ( 竖 2 笑 ) 


让 


it rdr 
的 通 积分 所 必须 给 出 的 形式 ,以 使 它 能 表示 实心 球 中 的 热 运动 , 事 
实 上 ,这 个 问题 的 所 有 条 件 都 被 满足 。 第 一 ,满足 偏 微分 方程 ;第 
二 ,从 表面 所 逃逸 的 热量 同时 与 最 后 那些 薄 层 的 相互 作用 一 致 , 并 
且 与 空气 对 表面 的 作用 一 致 ;也 就 是 说 ,» 值 的 每 一 部 分 都 满足 的 
方程 多 十 生 =0, 在 我 们 对 。 取 所 有 这 些 部 分 的 和 时 ,也 成 立 :第 
三 ,这 个 给 定 的 解 与 我 们 假定 时 间 为 0 时 的 初始 状态 一 致 。 
292. 方程 
_nX 
tannX 
的 根 mvmvm,… 极 不 相等 ;因此 我 们 得 到 ,如 果 时 间 值 相当 大 , 那 
么 " 值 的 每 一 项 相对 于 它 前 面 的 项 就 非常 小 。 随 着 冷却 时 间 的 增 
加 ,* 值 后 面 的 那些 部 分 就 不 再 有 任何 明显 的 影响 ;并 且 , 在 开始 
组 成 一 般 运 动 ,以 使 初始 状态 能 由 它们 所 表示 的 那些 部 分 状态 和 


一 1 一 色 


基本 状态 , 除 一 个 以 外 ,都 几乎 完全 消失 .在 终极 状态 中 ,不 同 薄 层 
的 温度 ,以 和 圆 中 的 正弦 与 弧 的 比 随 弧 的 增加 而 减少 的 同一 方式 ， 
从 中 心 向 表面 而 降低 。 这 个 规律 自然 控制 实心 球 中 的 热 分 布 。 在 
它 开始 存在 时 , 它 在 整个 冷却 期 间 都 存在 .无 论 表 示 初 始 状态 的 函 
数 F(z) 如 何 ,所 说 的 这 个 规律 都 不 断 趋 于 形成 , 当 冷 却 延续 一 段 
时 间 后 ,我 们 就 可 以 假定 它 存 在 而 不 会 有 明显 的 误差 。 

293， 我 们 把 这 个 一 般 解 应 用 到 一 个 球 在 某 种 液体 中 浸泡 很 
长 时 间 , 其 所 有 点 都 得 到 相同 温度 的 情况 中 去 .在 这 种 情况 下 , 函 
数 P(z) 为 1, 系数 的 确定 归结 为 从 z 王 0 到 z 一 区 对 zsinnzdz 进行 积 
分 :该 积分 是 

SinnX—nXcosnX 

这 样 ,每 个 系数 的 值 因 而 表示 为 : 


_ 2sinnX—nXcosnX 
nnX—sinnXcosnX” 


系数 的 顺序 由 根 ”的 顺序 所 确定 ,给 出 的 这 些 值 的 方程 是 


NXCOsnX 
sinnX 


=1 一 AX。 


因此 我 们 得 到 
-2 区 
Tn nkcosecnX—cosnX° 
现在 不 难 建立 由 方程 
vr e -nftsinniz SS e -micsinn2r 于 二 
2Xh n(niXcosecnrX—cosniX) n2(nsXcosecnsX—cosnsX) 
所 给 出 的 一 般 值 。 
用 aveayey… 表 示 方 程 
=1 一 AX 
tane 


的 根 ,并 假定 它们 以 最 小 的 一 个 开始 按 硕 序 排列 ;用 ,eo,es，,… 来 
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代替 wxXvmXvaX,…, 用 上 和 “的 值 态 和 六 来 代替 上 和 这 样 , 对 
于 均匀 受热 的 实心 球 在 冷却 期 间 的 温度 变化 的 表达 式 ,我 们 有 方 
程 ® 


sin a2 三 sin sz Pe 
2hy 大 。。e- 面 去 ny ee- 部 训 
过 a 
kK a1x 281Cosecel 一 CaSel 82z 8zcosecez 一 Cosez 
xX X 


注 : 黎 受 很 全 面 地 讨论 过 球 的 问题 ,( 偏 微分 方程 ), 3§ 61 一 69。 一 A. F. 


第 二 节 
对 这 个 解 的 各 种 注 记 


294. ”现在 我 们 来 解释 从 前 面 的 解 可 以 导出 的 某 些 结果 。 如 
果 我 们 假定 系数 有 很 小 的 值 , 它 衡量 热 据 以 进入 空气 的 能 力 , 或 
者 , 球 半径 X 非常 小 ,那么 :的 最 小 值 就 变 得 很 小 ;因此 ,方程 


2 
二 1 有 化 为 一 1 二 1 一 各 ,或 者 , 咯 去 :的 高 次 和 
. 1 
sin 之 
2hX 2hX X 
?一 。 另 一 方面 ,在 同一 假定 下 , 量 sn; 一 eos 变 成 光 。 项 到 
在 


化 为 1。 只 要 在 一 般 方程 中 作 这 些 代 换 ,我 们 就 有 "一 e- 芯 ' 十 …。 
我 们 可 以 注意 到 ,与 第 一 项 相 比 ,后 面 那些 项 减少 得 非常 快 ,因为 
第 二 个 根 wm 比 0 大 许多 ;因此 ,如 果 量 4 和 XX 中 的 一 个 有 很 小 的 
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和 


值 ,那么 作为 温度 变化 的 表达 式 ,我 们 可 以 取 方程 * 一 -或 。 所 以 ， 
在 整个 冷却 期 间 , 组 成 这 个 固体 的 不 同 球 过 保持 其 共同 温度 不 变 。 
温度 随 一 条 对 数 曲线 的 纵 坐标 而 降低 ,时 间 取 作 模 坐 标 ;在 时 间 
之 后 ,初始 温度 1 化 为 。 准 。 为 了 使 初始 温度 能 化 成 分 数 十 ,的 


值 就 必须 是 东 CDlogm。 因 此 ,在 相同 物质 不 同 直径 的 球 中 , 当 外 热 
导 率 很 小 时 ,失去 它们 实际 热量 的 一 半 或 同一 规定 部 分 所 需要 的 
时 间 , 与 它们 的 直径 成 正比 。 半 径 很 小 的 实心 球 的 情况 亦 如 此 ;在 
赋予 内 热 导 率 K 一 个 很 大 的 值 时 ,我 们 也 会 得 到 同样 的 结果 。 一 
般 地 ,当量 匀 很 小 时 这 个 论断 成 立 。 当 正在 冷却 的 物体 由 一 种 被 
不 断 捞 拌 . 且 密 封 在 不 厚 的 球状 器 中 的 菜 种 液体 组 成 时 ,我 们 可 
以 把 量 大 看 作 是 很 小 的 。 这 个 假定 多 少 和 理想 热 导 率 (pertect con- 


ducibility) 的 假定 相同 ;因此 ,温度 随 由 方程 =e- 绢 所 表示 的 规律 
而 降低 。 

295. 我 们 由 前 面 的 注 记 看 到 ,在 已 经 冷却 很 长 时 间 的 实心 
球 中 , 随 着 正弦 与 弧 的 商 从 等 于 1 的 原点 到 一 段 给 定 的 弧 。 的 端 
点 而 减少 ,温度 从 中 心 到 表面 而 降低 ,每 个 薄 层 的 半径 由 那个 弧 的 
可 变 长 度 来 表示 。 如 果 球 的 直径 很 小 ,或 者 如 果 它 的 内 热 导 率 比 外 
热 导 率 大 许多 ,那么 逐个 薄野 的 温度 就 相差 无 几 ,因为 表示 球 半径 
叉 的 整个 弧 。 的 长 度 很 小 。 这 样 , 它 的 所 有 点 都 具有 的 温度 。 的 变 
化 由 方程 "=e- 户 所 给 出 。 因 此 ,只 要 比较 两 个 小 球 各 自在 失去 它 
们 的 实际 热量 的 一 半 或 任 一 相等 部 分 时 所 耗 的 时 间 , 我 们 就 会 发 
现 ,那些 时 间 与 直径 成 正比 。 

296. 由 方程 v 一 e- 绽 所 表示 的 结果 只 属于 形状 相似 、 体 积 
很 小 的 物体 。 这 早已 为 物理 学 家 所 知 , 它 自然 而 然 地 如 实 旦 现 出 
来 .事实 上 ,如 果 任 一 物体 小 到 足以 可 以 把 它 在 不 同 点 的 温度 看 作 
是 相等 的 ,那么 确定 其 冷却 规律 就 是 一 件 容易 的 事 了 。 设 1 是 所 有 
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点 都 共有 的 初始 温度 ;显然 ,在 时 刻 4 内 流 进 假定 保持 0 度 的 介 
质 中 去 的 热量 是 hsodt,s 表示 物体 的 外 表面 。 另 一 方面 ,如 果 C 是 ， 
使 单位 重量 的 温度 从 0 度 上 升 到 1 度 时 所 需要 的 热量 ,那么 ,作为 
密度 为 了 的 物体 体积 从 0 度 上 升 到 1 度 的 热量 表达 式 , 我 们 有 
Co 。 所 以 ,名 党 是 当 这 个 物体 失去 等 于 hsod 的 热量 时 ,温度 。 所 


降低 的 量 。 因 此 ,我们 应 当 有 方程 


如 果 物 体 的 形状 是 半径 为 X 的 球形 ,那么 我 们 有 方程 v=e- 绽 。 

297. 假定 在 所 说 的 这 个 物体 的 冷却 期 间 我 们 观察 到 对 应 于 
时 间 和 如 的 两 温度 "和 vw, 则 我 们 有 

hsS log 思 一 logzz 

CDP 如 一 四 ° 
这 样 ,我们 就 容易 用 实验 来 确定 指数 2 。 如 果 对 不 同 的 物体 作 同 
样 的 观察 ,如 果 我 们 事先 知道 它们 的 比 热 C 和 C' 的 比 ,那么 我 们 
就 可 以 得 到 它们 的 外 热 导 率 4 和 的 比 。 反 过 来 ,如 果 我 们 有 理由 
把 两 个 不 同 物体 的 外 热 导 率 和 的 值 看 作 是 相等 的 ,那么 我 们 
就 可 以 确定 它们 比 热 的 比 ,我 们 由 此 看 到 ,通过 观察 相继 密封 在 不 
厚 的 同一 容器 中 的 不 同 液体 和 其 它 物质 的 冷却 时 间 ,我 们 就 可 以 
确定 这 些 物质 的 比 热 。 

此 外 ,我 们 可 以 注意 到 ,测量 内 热 导 率 的 系数 K 不 进入 方程 
因此 ,体积 小 的 物体 的 冷却 时 间 不 依赖 于 内 热 导 率 ; 关 于 后 者 的 性 
质 ,这 些 时 间 的 观察 不 可 能 告诉 我 们 任何 东西 ;但 是 我 们 可 以 通过 
测量 不 同 厚度 的 容器 中 的 冷却 时 间 来 确定 它 。 

298. ”我 们 在 上 面 对 体积 小 的 球 的 冷却 所 说 的 这 些 内 容 适合 
于 空气 和 液体 中 的 温度 计 的 热 运 动 .对 于 这 些 仪器 的 使 用 ,我 们 补 
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充 以 下 的 注 记 。 

假定 一 个 水 银 温度 计 被 浸 在 装 满 热 水 的 容器 中 ,这 个 容器 在 
恒温 空气 中 自由 冷却 。 我 们 要 求 温度 计 的 温度 连续 下 降 的 规律 。 

如 果 液 体 的 温度 不 变 , 且 温度 计 浸入 其 中 ,那么 它 的 温度 会 发 
生变 化 , 它 迅 速 接近 液体 的 温度 。 设 "是 温度 计 所 指示 的 变化 温 
度 , 即 它 超过 空气 温度 的 高 度 ; 设 "是 液体 温度 超过 空气 温度 的 高 
度 ;t 是 对 应 于 这 两 个 值 v 和 的 时 间 。 由 于 在 要 历经 的 时 刻 4 开 
始 时 ,温度 计 与 液体 的 温差 是 v 一 ,所 以 变量 v 趋 于 降低 ,并 且 在 
时 刻 尼 内 失去 与 ?一 :成 正比 的 一 个 量 ; 因 此 我 们 有 方程 

dvr= —h(v—u)dt, 
在 同一 时 刻 内 ,变量 4 趋 于 降低 , 它 失 去 与 成 正比 的 一 个 量 ， 
因此 我 们 有 方程 
du= — Hudt. 
系数 H 表示 液体 在 空气 中 的 冷却 速度 ,一 个 由 实验 不 难 发 现 的 
量 ,系数 4 表示 温度 计 在 这 种 液体 中 的 冷却 速度 ,后 一 个 速度 比 瑟 
大 得 多 .同样 ,我 们 可 以 在 使 温度 计 在 保持 恒温 的 液体 中 冷却 时 根 
据 实验 来 求 系数 h。 这 两 个 方程 
du=—Hudt 和 dv= 一 h(v—w dt, 


或 4 二 he 和 空 一 一 知 十 be 避 


导出 方程 

v—u=be “+aHe 下， 
a 和 5b 是 任意 常数 ,现在 假定 v 一 4 的 初始 值 是 4, 即 温度 计 以 4 超 
过 在 浸泡 开始 时 液体 真实 温度 的 高 ,u 的 初始 值 是 上。 我 们 可 以 确 
定 a。 和 5b, 并 且 我 们 有 


v—u 二 de “十 HE 


h—H 
量 v 一 uw 是 温度 计 的 误差 , 即 在 由 温度 计 所 指示 的 温度 和 液体 在 同 
一 时 刻 的 实际 温度 之 间 所 发 现 的 差 。 这 个 差 是 变化 的 ,并 且 , 上 一 


(ma 
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个 方程 告诉 我 们 它 以 什么 规律 而 减少 , 我 们 由 差 "一 :的 表达 式 看 
到 , 它 含 有 “的 这 两 个 项 减少 得 非常 快 ,如 果 温 度 计 浸 在 恒温 液 
体 中 ,那么 这 个 速度 可 在 温度 计 中 看 到 。 至 于 含有 。 “的 项 , 它 减 
少 得 很 慢 , 并 受到 容器 在 空气 中 的 冷却 速度 的 影响 。 由 此 得 到 ,在 
不 太 长 的 时 间 之 后 ,温度 计 的 误差 由 单个 项 


He H 
这 素 ”或 这 天 


299. 现在 考虑 什么 实验 告诉 我 们 关于 #H 和 4 的 值 。 我 们 把 
一 个 先 已 受热 的 温度 计 浸 在 8. 5"(80 进 制 温标 ) 的 水 中 , 它 在 6 秒 
钟 内 在 水 中 从 40 下 降 到 20。 我 们 把 这 个 实验 仔细 地 重复 了 几 次 。 
由 此 我 们 得 到 e-' 的 值 是 0. 000042@; 如 果 时 间 以 分 来 计算 ,也 就 
是 说 ,如 果 温 度 计 的 高 度 在 一 分 钟 开始 时 是 ,那么 在 这 一 分 钟 结 
束 时 它 将 是 8(0. 000042)。 因 此 我 们 得 到 
hlogioe 一 4. 3761271。 
同时 ,让 一 个 盛 满 加 热 到 60° 的 水 的 瓷 容器 在 12" 的 空气 中 冷却 。 
在 这 种 情况 下 可 看 到 e-* 的 值 是 0. 98514, 因 此 , Blogioe 的 值 是 
0. 006502.。 我 们 由 此 看 到 分 数 e-' 的 值 多 么 小 ,并 且 看 到 ,在 一 分 钟 
之 后 , 乘 以 e“ 的 每 一 项 还 不 足 它 在 这 一 分 钟 开始 时 的 千 分 之 五 。 
因此 我 们 不 必 在 意 "一 “ 值 中 的 那些 项 。 这 个 方程 变 成 
2 让 或 wu 竺 + 起 革 . 
从 求 石和 4 的 这 些 值 我 们 看 到 ,后 一 个 量 4 比 H 大 673 倍 多 ,也 
就 是 说 ,温度 计 在 空气 中 冷却 要 比 容器 在 空气 中 冷却 快 600 多 倍 。 


因此 ,项 全 肯 定 比 水 的 温度 超过 空气 温度 的 高 度 的 600 分 之 一 还 


@ ”精确 地 说 ,是 0. 00004206。 一 A. FF. 
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小 ,项 到 同样 比 前 一 项 的 600 分 之 一 还 小 ,而 前 一 项 已 经 各 
小 的 了 。 由 此 得 到 ,我 们 可 用 来 很 精确 地 表示 温度 计 误差 的 方程 是 
FH 
人 
一 般 地 ,如 果 已 相对 于 4 是 一 个 很 大 的 量 , 那 么 我 们 总 有 方程 

Hu 


v—u=— 


300. 我 们 刚才 所 作 的 研究 为 温度 计 的 比较 提供 了 非常 有 用 
的 结果 。 

由 一 个 浸 在 正在 冷却 的 一 种 液体 中 的 温度 计 所 示 的 温度 总 是 
稍 大 于 这 种 液体 的 温度 。 温 度 计 的 这 个 超出 量 或 误差 随 温度 计 的 
高 而 异 。 用 容器 在 空气 中 的 冷却 速度 7 与 温度 计 在 液体 中 的 冷却 
速度 4 的 比 乘 温度 计 的 实际 高 度 w, 可 以 得 到 校正 量 。 我 们 应 当 假 
定 在 温度 计 在 当初 浸入 液体 时 它 所 示 出 的 是 一 较 低 的 温度 。 这 就 
是 为 什么 在 开始 时 温度 计 几 乎 总 是 接近 于 液体 温度 而 此 种 状态 又 
不 持续 下 去 的 原因 ;在 液体 冷却 的 同时 ,温度 计 首 先 经 过 与 液体 相 
同 的 温度 ,然后 它 指示 稍稍 不 同 且 总 是 偏 高 的 温度 。 

300*. 我 们 由 这 些 结果 看 到 ,如 果 我 们 把 不 同 的 温度 计 浸 
在 盛 满 正 慢 慢 冷却 的 液体 的 同一 个 容器 中 ,那么 它们 肯定 在 同一 
时 刻 都 很 接近 地 指示 同一 温度 。 把 &,% ,如 称 为 这 些 温度 计 在 液体 
中 的 冷却 速度 ,我 们 把 


?2 一 4 一 


Hu Hu Hu 


hh 
作为 它们 各 自 的 误差 。 如 果 两 个 温度 计 同样 灵敏 , 即 如 果 量 上 和 六 
相同 ,那么 它们 的 温度 同样 不 同 于 液体 温度 。 系 数 h,h ,的 值 很 
大 ,因此 温度 计 的 误差 是 极其 小 、 且 常常 不 易 察觉 的 量 。 由 此 我 们 
得 到 ,如 果 精 心 制作 一 个 温度 计 , 并 且 可 把 它 看 作 是 精确 的 ,那么 
就 不 难 制作 其 它 几 个 精度 相同 的 温度 计 。 这 只 需 把 我 们 要 校准 的 


267 


所 有 温度 计 放 进 盛 满 慢 慢 冷却 的 液体 的 容器 中 ,同时 把 用 来 作为 
标准 的 温度 计 放 进去 就 够 了 。 我 们 只 需 一 度 一 度 地 ,或 以 更 大 的 间 
隔 来 观察 ,我 们 必须 标 出 同时 在 不 同 温度 计 中 看 到 水 银 位 置 的 点 。 
这 些 点 是 所 需要 的 刻度 。 我 们 曾 把 这 个 过 程 应 用 到 我 们 的 实验 中 


所 使 用 的 温度 计 的 构造 上 ,因此 这 些 仪 器 在 相同 环境 中 总 是 一 臻 “ 


的 。 

温度 计 在 冷却 期 间 的 比较 不 仅 建立 了 它们 之 间 理 想 的 一 致 
性 ,为 它们 全 都 提供 相同 的 单一 标准 ;而 且 我 们 由 此 得 到 精确 刻 划 
主要 温度 计 管 的 方法 ,由 这 种 方法 ,所 有 其 它 温度 计 都 应 当 能 校 
准 。 由 此 ,我 们 满足 这 种 仪器 的 基本 条 件 , 这 就 是 ,在 包含 相同 度数 
的 刻度 上 ,任意 两 个 间隔 包含 相同 的 水 银 量 。 至 于 别 的 ,我 们 在 此 
处 省 上 了 不 直接 属于 我 们 著作 目的 的 几 个 细节 。 

301. 在 前 面 几 目 中 ,我 们 确定 了 由 距 球 心 z 的 一 个 内 球形 
薄 层 在 历经 时 间 i 之 后 所 得 到 的 温度 »。 现 在 要 做 的 是 计算 球 的 平 
均 温 度 值 ,或 是 计算 在 它 所 包含 的 全 部 热量 在 整个 物体 中 都 等 分 


布 时 该 物体 所 具有 的 值 。 由 于 半径 为 = 的 球 的 体积 是 的, 所 以 ， 


包含 在 温度 为 ,半径 为 = 的 球 过 中 的 热量 是 CDoa 9) 。 因此 平 
均 温度 是 
(和 


4TX3 
3 


积分 从 z 一 0 取 到 = 一 X。 用 "的 全 


al 
A sinnz 十 旺 Se itsinnzz 十 3 一 ea sinnsz 十 … 


代替 ", 我 们 有 方程 
志 z2pdz 二 站 Sinal 驴 一 eesnxe- i 
A 1 


3 7 
或 二 | ze， 
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re oe 。 


十 a: 
我 们 在 前 面 (第 293 目 ) 曾 得 到 


过 2 sinn,X—nXcosnX 


i sin2n,X 


因此 ,如 果 我 们 用 :表示 平均 温度 ,那么 我 们 有 


2 全 2 
z _ (sine—ecose)? Xt ， (sintz 一 tzcostz)2 Ka 


3 4™ ef(2er—sin2e) © co 十 (Zer—sin2es) © cg 十 …， 

302.， 让 我 们 考虑 所 有 其 它 条 件 都 保持 相同 而 球 半 径 的 值 X 
变 得 无 穷 大 时 的 情况 @。 在 采用 第 285 目 所 描述 的 作 图 时 我 们 会 
看 到 ,由 于 量 等 变 成 无 穷 的 ,所 以 ,过 原点 所 作 的 切割 这 条 曲线 不 
同 分 枝 的 直线 与 > 轴 重合 。 这 样 ,对 于 的 不 同 值 ,我 们 得 到 量 r， 


2r,3r…。 


一 是 


由 于 当时 间 增加 时 包含 e- 闸 $ 的 = 值 的 这 个 项 比 后 面 的 项 大 
很 多 ,所 以 在 一 定时 间 之 后 ,只 用 第 一 项 来 表示 = 的 值 不 会 有 明显 
的 误差 。 由 于 指数 4 等 于 2 ,所 以 我 们 看 到 ,在 大 直径 的 球 中 ， 
最 后 的 冷却 是 非常 慢 的 ,并 且 ,测量 冷却 过度 的 。 的 指数 是 直径 平 
方 的 倒数。 

303。 我 们 根据 前 面 几 个 注 记 可 以 对 固体 球 在 冷却 期 间 所 服 
从 的 变化 形成 一 种 精确 思想 , 当 热 通过 表面 而 耗 散 时 ,温度 的 初始 
值 依次 变化 ,如 果 不 同 薄 层 的 温度 在 开始 时 是 相等 的 ,或 者 如 果 它 
们 从 表面 递 茂 到 球 心 ,那么 它们 就 不 再 保持 它们 最 初 的 比 ,在 所 有 
情况 下 该 系统 都 全 来 全 趋 于 一 个 稳定 状态 ,延续 不 久之 后 ,就 明显 
达到 这 个 状态 。 在 这 个 最 后 状态 中 ,温度 从 球 心 到 表面 逐步 降低 。 


@ 黎 曼 在 ( 偏 微分 方程 )(Port. Diff. gieich. ) $ 69 中 已 表明 ,在 球 很 大 、 最 初 均匀 受 
热 的 情况 下 ,表面 温度 最 终 随 时 间 的 平方 根 的 倒数 而 变化 。 一 A. F. 
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如 果 我 们 用 小 于 周 长 四 分 之 一 的 某 个 弧 表示 球 的 整个 半径 ,并 且 
在 等 分 这 些 弧 之 后 ,对 每 一 点 取 正 弦 与 该 弧 的 商 ,那么 ,这 组 比 就 
表示 在 厚度 相等 的 薄 层 的 温度 之 间 所 自然 形成 的 比 。 从 这 些 终极 
比 出 现 的 时 间 开始 ,它们 就 在 整个 冷却 阶段 自 始 自 终 存在 .这 样 每 
一 温度 都 随 一 条 对 数 曲 线 的 纵 坐 标 而 降低 ,时 间 取 作 横 轴 。 我 们 可 
以 断定 ,这 个 规律 通过 观察 几 个 连续 值 =,z ,z",zr,…' 而 建立 ,这 些 
连续 值 表示 相对 于 时 间 t,t 十 8,t 十 26,t 十 36,… 的 平均 温度 ;这 一 
系列 值 总 是 收敛 于 一 个 几何 级 数 , 当 未 个 商 志 , 苇 , 节 ,… 不 再 变化 
时 ,我 们 得 到 ,所 说 的 这 种 联系 就 在 这 些 温度 之 间 建 立 起 来 。 当 球 
的 直径 很 小 时 ,一 旦 物体 开始 冷却 ,这 些 商 就 明显 地 变 得 相等 ， 冷 
却 时 间 , 作 为 一 个 给 定 的 区 间 , 也 就 是 说 对 于 平均 温度 = 被 降 为 它 
本 身 的 一 个 确定 部 分 过 时 所 需要 的 时 间 , 随 球 的 直径 的 扩大 而 增 
加 。 

304. 如 果 物 质 相 同体 积 不 同 的 两 个 球 已 经 达到 当 温度 降低 
时 它们 仍然 保持 其 比 的 终极 状态 ,并 且 ,如 果 我 们 要 比较 这 两 个 物 


体 冷 却 同一 度数 的 时 间 , 即 比较 第 一 个 的 平均 温度 在 降 成 三 时 所 


用 的 时 间 和 第 二 个 的 温度 z 变 成 乞 的 时 间 , 那 么 我 们 必须 考虑 三 
种 不 同 的 情况 。 如 果 两 个 球 的 直径 都 小 ,那么 时 间 @ 和 8@ 的 比 就 
和 直径 的 比 相同 。 如 果 两 个 球 的 直径 都 很 大 ,那么 时 间 86 和 @ 的 
比 就 成 为 直径 平方 的 比 ; 如 果 这 两 个 球 的 直径 界 于 这 两 者 之 间 , 那 
么 时 间 的 比 就 比 直径 的 比 大 , 比 直径 平方 的 比 小 。 oe 

这 个 比 的 精确 值 已 经 被 确定 D。 球 中 的 热 运动 问题 包含 地 球 
温度 问题 ,为 了 在 更 大 范围 内 研究 这 一 课题 ,我 们 已 辟 专 章 来 讨论 


@ 它 是 0:89 一 zz 了 :ao2X' 2?, 这 可 以 从 第 301 目 中 =z 的 表达 式 的 第 一 项 的 指数 
推出 。 一 A. E. 
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”305. 对 上 面 的 方程 吉 ;=* 所 作 的 运用 以 一 种 几何 作 图 为 
基础 ,这 个 几何 作 图 很 适合 于 解释 这 些 方程 的 性 质 .这 种 作 图 的 确 
清楚 地 表明 所 有 的 根 都 是 实 根 ;同时 它 确定 它们 的 范围 ,指明 作为 
确定 每 个 根 的 数值 的 方法 。 这 类 方程 的 分 析 给 出 同样 的 结果 。 首 
先 ,我 们 可 以 断定 方程 * 一 Mane= 0 没有 形 如 m+ 一 I 的 虚 根 ,% 
是 一 个 小 于 1 的 已 知 数 。 这 只 需 用 这 个 量 代替 。 就 够 了 ;在 这 个 变 
换 之 后 我 们 看 到 , 当 我 们 对 m 和 给 定 实数 值 时 ,只 要 ”不 为 0， 
左边 就 不 可 能 变 成 0。 另 外 我 们 可 以 证 明 ,在 方程 
ecose 一 JSine 0 

COSe 


和 
一 Mtans 一 0 或 


中 不 可 能 有 任何 形式 的 虚 根 。 
事实 上 ,第 一 ,因子 过 ;一 0 的 虚 根 不 属于 方程 一 Mane= 0, 因 
为 这 些 根 都 有 m+nV 一 I 的 形式 ;第 二 , 当 4 小 于 1 时 ,方程 
sine 一 和 cose 一 0 的 所 有 根 必然 都 是 实 根 。 为 证 明 此 命题 。 我 们 必须 
把 sine 看 作 是 无 数 因子 的 积 | 
(一遍) 一 喜 ( 一 看 )… 
把 cose 看 作 是 由 sine 通过 微分 而 得 到 的 。 


假定 我 们 不 以 无 数 因子 的 积 来 组 成 sine, 而 是 只 用 前 m 个 因 
子 的 积 ,并 用 如 (e) 来 表示 这 个 积 。 为 了 得 到 cose 的 对 应 值 ,我 们 取 


人 @ ”所 说 的 这 一 章 不 在 本 书 之 中 , 它 构成 “关于 园 体 中 热 的 运动 理论 的 系列 论文 ” 
(Suitle dy mémorie ar la théorie du mawement de ln chalexr dans les ourjs solides) 的 一 部 分 , 见 第 9 
页 注 。 

标题 为 < 固体 中 的 热 运 动 理论 "(Théorie dy mowement de la chalewr dans les corps sulides) 的 
第 一 个 研究 报告 是 1822 年 发 表 的 《 热 的 解析 理论 的 基础 }, 但 是 在 现在 翻译 的 这 本 著 
作 中 , 它 在 很 大 程度 上 被 修改 和 扩充 了 。 一 A. FF. 
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be) 或 We). 


如 此 ,我 们 有 方程 

pe)—epm(e)=0。 
现在 ,只 要 对 数 m 给 定 从 1 到 无 穷 的 逐个 值 1,2,3,4,…, 我 们 就 
通过 代数 学 的 一 般 原理 来 确定 与 m 的 这 些 不 同 值 所 对 应 的 。 函数 
的 性 质 。 我 们 看 到 ,无 论 因 子 数 m 如 何 , 由 它们 所 产生 的 * 方 程 就 
都 具有 所 有 根 均 为 实 根 的 方程 的 明显 特征 .因此 ,我 们 严格 得 到 方 
程 


1 
一 -一 和 
tane 


不 可 能 有 虚 根 的 结论 ,方程 中 4 小 于 1D。 同 一 命题 也 可 由 我 们 在 
下 面 某 一 章 中 所 运用 的 不 同 分 析 推 出 。 

此 外 ,我 们 所 给 出 的 解 不 以 方程 所 具有 的 所 有 根 均 为 实 根 这 
一 性 质 为 基础 。 因此, 无需 用 代数 分 析 原理 来 证 明 这 个 命题 。 对 于 . 
解 的 精确 性 ,只 要 能 使 积分 与 任 一 初始 状态 一 致 就 够 了 ;因为 由 此 
严格 得 出 , 它 这 时 也 必然 表示 所 有 的 后 继 状 态 。 


QD 柳 曼 的 证 明 更 为 简单 ,( 偏 微分 方程 ), $ 67。 泊 松 宜 称 部 分 证 明 方法 为 他 所 发 
现 ,科普 协会 公报 》, 巴 黎 ,1826, 第 147 页 。 一 A.F. 


第 六 章 
实 圆柱 中 的 热 运动 


306，。 无 穷 长 实 圆柱 体 中 的 热 运 动 由 方程 

和 -天 + 过 向 各 + 
来 表示 ,我 们 在 第 118、119 和 120 目 中 叙述 过 这 两 个 方程 为 了 求 
这 两 个 方程 的 积分 ,我 们 对 。 给 定 由 方程 。=we-~ 所 表示 的 简单 特 
殊 值 ;m 是 任 一 数 , 是 = 的 一 个 函数 。 我们 用 表示 进 入 第 一 个 广 
程 的 系数 萝 , 用 4 表示 进入 第 二 个 方程 的 系数 后 。 代 入 对 。 所 规定 


的 值 ,我 们 得 到 下 述 条 件 


接 下 来 我 们 为 选择 一 个 满足 该 微分 方程 的 z 的 函数 。 不 难看 到 ， 
这 个 函数 可 以 用 下 述 级 数 
来 表示 ,9 表示 常数 天 。 我 们 在 后 面 将 更 详细 地 考察 导出 这 个 级 数 


的 微分 方程 ;这 里 ,我 们 把 函数 "看 作 是 已 知 的 ,把 ze “作为 ”的 
特殊 值 。 
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圆柱 体 凸 面 的 状态 服从 于 由 定义 方程 
如 二 要 一 0 


所 表示 的 条 件 , 当 半径 z 取 其 总 值 X 时 , 它 肯 定 被 满足 。 因此 我 们 
得 到 定义 方程 
i(1 一 "要 发 + 区 一 2, Bt -) 
_20X gx 6gXs _ 
2 22 47 27. 47.62 
因此 ,进入 特殊 值 w-“ 的 数 9 不 是 任意 的 。 这 个 数 必然 满足 前 面 
的 方程 ,该 方程 含 g 入。 
我 们 要 证 明 9 的 这 个 方程 有 无 数 个 根 ,h 和 X 在 该 方程 中 为 
已 知 数 , 并 要 证 明 所 有 这 些 根 均 为 实 根 。 由 此 得 到 ,我 们 可 以 赋予 
变量 wv 无 数 形 如 we-*“ 的 特殊 值 ,这 些 值 的 差别 只 在 于 指数 9 的 不 
同 。 用 来 解 所 提出 的 这 个 方程 的 积分 在 它 的 记 有 范围 内 都 由 下 述 
方程 
v=ame taue 十 asuse ?3 十， 
所 给 出 ,9gi,g:,gs,… 表 示 满 足 定义 方程 的 所 有 9 值 ;wi,w2,ws，… 表 
示 对 应 于 这 些 不 同根 的 4 值 ;a ,2,as,… 是 只 能 由 固体 的 初始 状 
态 所 确定 的 任意 系数 。 
307.。 现在 我 们 必须 考察 给 出 9 值 的 定义 方程 的 性 质 ,并 证 
明 这 个 方程 的 所 有 根 都 是 实 根 ,这 是 需要 仔细 考察 的 一 项 研究 。 
在 表示 当 z* 一 交 时 “所 得 到 的 值 的 级 数 


xX? Xx 过 
I y+ 丰富 和 22. 42。 到 16 十 


中 ， 我 们 用 量 4 取代 纸 ,用 Baden 我 们 有 


yf(0) 一 1 一 90+ 更 一 开征 + 而 -全 7 
定义 方程 变 成 
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0 9 0 
AX_ 9 213 a 3 143. gt 


2 


了 9 0 
1 一 4 十 灭 一 更。 Bt 于 4 
或 刀 +e 了 GD =-0， 


(9) 表示 函数 二。 


9 的 多 个 值 都 由 方程 
来 提供 一 个 9 的 值 , 因 此 我 们 得 到 量 91,92,9，，,… ,这 些 数 目 无 穷 的 
量 进入 所 需要 的 解 。 
这 样 ,问题 就 是 要 证 明 方程 
f(0)_o 


笃 +6 天 全 
FO) 
的 所 有 根 都 是 实 根 。 我 们 事实 上 将 证 明 方程 1(9)=0 的 所 有 根 都 
是 实 根 , 因 此 方程 了 9) 一 0 的 根 亦 如 此 ,并 由 此 得 到 方程 


=0 


_9f' (0) 
~ f(9) 
的 所 有 根 也 是 实 根 ,4 表示 已 知 数 
一 钰 
308. 方程 
0 0 pb 
yl 9+ +7 
只 要 微分 两 次 ,就 给 出 下 述 关系 


gdy 
yt w+ w= 


我 们 记 这 个 方程 和 所 有 那些 可 通过 对 它 微分 所 能 得 到 的 方程 
如 下 : 


gly 
3 十 动 二 4 形 =0， 
dy dy dy 
和 +2 六 二 9 天 一 0， 


a2 a diy! 
绒 ++3 句 + 秆 =0 


一 般 地 、 


a' a a'tl a'+? 
时 +tD+0 =0。 


现在 ,如 果 我 们 把 代数 方程 X= 0 和 所 有 那些 通过 对 它 微分 所 能 
得 到 的 方程 按 下 述 顺序 写 出 ， 
如 果 我 们 假定 , 任 一 个 这 样 的 方程 的 每 一 个 实 根 只 要 被 代 进 它 前 
面 和 它 后 面 的 方程 中 , 它 都 给 出 两 个 反 号 结果 ;那么 可 以 肯定 ,所 
提出 的 方程 X=0 的 所 有 根 都 是 实 根 ,因此 ,所 有 从 属 方程 

ax dX 二 dx 

dz Sr dz3 


0 0，…， 


亦 如 此 。 
这 些 命题 建立 在 代数 方程 的 理论 之 上 ,并 早已 被 证 明 。 现 在 只 
要 证 明 方 程 


满足 前 面 的 条 件 就 够 了 。 这 可 以 通过 一 般 方程 
dtly 


dy Ca 
各 + (+ + 和 =0 


而 得 到 ,因为 ,如 果 我 们 对 4 给 定 一 个 使 流 数 全 地 为 0 的 正 值 , 屠 
么 其 它 两 顶 江 和 人 就 得 到 反 号 值 。 关于 9 的 负 值 , 由 函数 (0) 
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的 性 质 显然 可 知 ,代替 9 的 负 值 不 可 能 把 那个 函数 或 对 那个 函数 
微分 所 得 到 的 其 它 任 一 函数 变 为 0: 因 为 任 一 负 值 的 代 换 都 对 所 
有 项 给 出 相同 符号 。 因 化 我 们 确信 方程 y= 0 的 所 有 根 都 是 正 实 
根 。 

309. 由 此 得 到 ,方程 f'(6)=0 或 y=0 的 所 有 根 也 是 实 根 ; 
根据 代数 学 原理 ,这 是 已 知 的 结论 ,现在 让 我 们 考察 当 我 们 对 0 给 


定 从 一 0 连续 增 到 9co 的 值 时 ,项 6 节 ( 名 或 9 各 所 得 到 的 过 个 


值 是 怎样 的 。 如 果 4 的 一 个 值 使 y 为 0, 那 么 量 6 上 也 变 成 0; 当 0 


使 y 为 0 时 , 它 则 变 成 无 穷 大 。 现 在 由 方程 理论 得 到 ,在 所 说 的 情 
况 下 ,y 二 0 的 每 个 根 都 处 在 y= 0 的 两 个 相 邻 根 之 间 , 反 之 亦 然 。 
因此 , 若 用 9, 和 4 表示 方程 y==0 的 两 个 相 邻 根 ,用 % 表示 方程 
y=0 在 9 和 6, 之 间 的 那个 根 , 则 包含 在 0 和 9, 之 间 的 每 个 2 值 
对 y 所 给 出 的 符号 ,都 与 函数 y 在 9 有 一 个 包含 在 9; 和 0, 之 间 的 


值 时 所 得 到 的 那个 符号 不 同 。 因 此 , 当 9 一 2 时 , 重 0 世 为 0; 当 
6=% 时 , 它 是 无 穷 大 , 当 0=0, 时 , 它 为 0。 因 此 量 9 纪 在 从 9 到 


的 区 间 内 必然 取 从 6 到 无 穷 大 的 所 有 可 能 的 值 。 并 且 在 从 4 到 
的 区 间 内 也 一 定 取 从 无 穷 大 到 0 的 所 有 可 能 的 反 号 值 ,这样 ,方程 


4=4 世 必然 在 4 和 4 之 间 有 一 个 实 根 ,并 且 ,由 于 方程 一 0 的 
根 是 数目 无 穷 的 实 根 , 由 此 得 到 ,方程 4 一 4 有 同样 的 性 质 。 如 
此 ,我 们 完成 了 定义 方程 


gxX’ 2X4 3X5 
i 到 庆 他 
2 xX? xX 3X6 

1- 弘 + 和 Tt 


的 所 有 根 都 是 正 实 根 的 证 明 , 方 程 中 的 未 知 数 是 g。 我 们 现在 继而 
开始 对 函数 和 它 所 满足 的 微分 方程 进行 研究 。 
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310， 由 方程 y 十 风 +9 名 = ,我 们 得 到 一 般 方程 
于 D+ ne 0, 则 我 们 有 方程 


dt it1d? 
它 用 来 确定 函数 1(9) 的 展开 式 的 各 个 项 的 系数 ,因为 这 些 系数 依 
赖 于 这 些微 分 系数 在 它们 之 中 的 变量 变 为 0 时 所 得 到 的 值 。 假 定 


第 一 项 已 知 并 等 于 1, 则 我 们 有 级 数 
fF 人 0 
yl ta 


如 果 我 们 现在 在 所 提出 的 方程 


中 使 9 务 =9, 并 寻找 # 和 9 的 新 方程, 那么 当 我 们 把 看 作 是 6 的 
函数 时 ,我 们 有 
du ,du 
zx 十 而 十 9 0 
因此 我 们 得 到 
Lad Ea 
w=1 一 9 十 天 一 融 - Ft 到 一 


4 


或 ee 和 五 呈 Et 
不 难 表 示 这 个 级 数 的 和 ,为 了 得 到 这 个 结果 ,以 多 重 弧 的 余弦 


展开 函数 cos(asinz) 如 下 。 由 已 知 的 一 些 变换 ,我 们 有 
Ny tk = a Ws 


2cos(asinz) 一 cj ei” +e-s” ， 
用 表示 eV!, 则 
-1 a 
2cos(asinz) 一 ee 7 +e Ze 2。 


根据 。 的 敌 展 开 右边 ,我 们 得 到 在 2cos(csinz) 的 展开 式 中 不 含 o 
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的 项 是 


2(1 -ta 2 +) 
,0 ,05,… 的 系数 是 0, 含 0 1,o 3,w-5,… 的 项 的 系数 亦 如 此 ， 
o 的 系数 和 oo 的 系数 相同 ;o: 的 系数 是 


(Ft ) 
o 的 系数 与 w' 的 系数 相同 。 不 难 表示 这 些 系数 前 后 相继 的 规律 ; 
我 们 不 陈述 它 ,而 用 2cos2z 代替 (ow? 十 o*), 或 用 2cos4z 代替 
(wot 十 o-4),…: 因 此 量 2cos(Cosinz) 不 难以 形 如 
4 十 Beos2z 十 Ceos4z 十 Deos6z 十 … 
的 级 数 展开 ,第 一 个 系数 4 和 


2(1 -和 + 到 一死 和 Rt) 
如 果 我 们 现在 比较 我 们 在 前 面 所 给 出 的 方程 
到 mp(z) 一 立 J oct cos f ges)eoszdst 


和 方程 | 
2cos(asinz) 一 4 十 Bcos2z 十 Ccos4z 十 …， 

那么 我 们 会 得 到 由 定 积分 所 表示 的 系数 4,B,C 的 值 。 这 里 只 需求 

出 第 一 个 系数 4 的 值 就 够 了 。 于 是 我 们 有 


Ey eosCasinz)a, 
2 x 


积分 应 当 从 z=0 取 到 z= 7 因 此, 级 数 
a 元 一元 人 5 床上 十 的 值 是 定 积分 人 aeos(usinz) 的 值 。 
通过 两 个 方程 的 比较 ,我 们 同样 可 得 到 逐个 系数 B,C,… 的 值 ; 我 


们 指明 这 些 结果 是 因为 它 它们 在 依赖 于 同一 理论 的 其 它 研究 中 是 有 
用 的 。 由 此 得 到 ,满足 方程 


Fe Er 
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的 4 的 特殊 值 是 
寺 ec VM 9 sinr)dr， 


积分 从 * 一 0 了 到 ?一 *， 用 9 表示， 的 这 个 人 ,并 使 se5, 风 我 们 
得 到 5 一 otb | 人 ,并 且 我 们 把 方程 喇 十 二 全 一 0 的 完全 积分 看 ， 


作 是 


太 dr 
u= [a 二 b (z Mg sinr)dr。 
[ | z( cos(z Vy sinr)dr) ] [= 3 
a 和 4b 是 任意 常数 。 如 果 我 们 假定 5==0, 那 么 和 前 面 一 样 ,我 们 有 
u= ec Mg sinr)dr。 


对 于 这 个 表达 式 , 我 们 增加 下 面 的 注 记 。 
311. 方程 


二 useinom 二 1 一 于 十 
本 身 可 检验 。 事 实 上 ,我 们 有 
scsinouw= [ul(1 


0 四 
pr i 


sin | Hsin'u Ossinsu …) 
已 加 [6 
若 从 4=0 到 w=z 取 积 分 ,用 S:,S4,Ss,… 和 表示 定 积分 


anam， | sawa， [ SinSudu ,** , 


则 我 们 有 
i cos (bsinz)du 一 < 一 +5 
剩 下 的 只 是 确定 5.,54,Ss，,…。 由 于 项 sin"w 中 的 x 是 偶数 ,所 以 它 


可 以 展开 成 
sin’u 二 A, 十 Bcos24u 十 Ccos4u 十 …* 


乘 以 us, 并 在 = 0 和 w= 的 界限 内 积分 ,我 们 直接 有 
sinrwiu=A4z, 其 它 项 变 为 0。 根据 正 弦 整 数 睾 展开 式 的 已 知 公 
式 ,我 们 有 

4 


下 
把 这 些 值 代入 S:,S4,Se,… 中 ,我 们 得 到 
二 seinou=1 纯 十 于 人 Ei be - 人 十 …。 
不 用 cos(tsinu) ,而 代 之 以 取 tsinu 的 任 一 函数 $, 我 们 可 以 使 这 
个 结果 更 一 般 化 。 
假定 我 们 有 一 个 函数 %z) ,因而 它 可 以 展开 成 


(2 一 钙 劝 十 五 入 2 和 十 
2) 一 BAE 3 


则 我 们 有 
gsinu) 一 外 地 sinu 十 号 ysinta 十 与 和 rsinou 十 … 
和 
dup (isinu) =g+tS1Y + f+ fs + Ce) 。 
现在 容易 看 到 ,Si,S:,Ss,… 为 0。 至 于 38:,S4ySe,…， 它 们 的 值 


是 我 们 在 前 面 用 r4:,r4i,r4,… 所 表示 的 量 . 由 此 ,把 这 些 值 代入 
方程 (e) 中 ,无 论 函数 $ 怎样 ,我 们 都 一 般 有 

1 glinw)tmgt + 
在 所 说 的 情况 下 , 族 数 $(z) 表 示 cosz, 我 们 有 4 一 1 加 一 一 1， 
br 二 一 1,6" 一 一 1, 等 等 。 

312. 为 了 完全 确定 函数 f(8) 和 给 出 9 和 值 的 方程 的 性 质 , 有 
必要 考虑 其 方程 是 
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一 1 一 6 十 务 一 驼 于 十 … 

的 曲线 的 形式 ,该 曲线 与 模 轴 一 起 组 成 交 蔡 为 正和 负 的 面积 ,这 些 
面积 相互 抵消 ;我 们 还 可 以 通过 定 积分 使 前 面 这 些 关于 级 数值 的 
表达 式 的 注 记 更 一 般 化 。 当 变量 z 的 函数 依 z 的 守 而 展开 时 ,如 果 
用 cosrcos2z，cos3z，… 代 痊 告 r,z,z，… ,那么 不 难 推 出 表示 同一 
级 数 的 函数 ,运用 这 种 简化 和 第 235 目 第 一 段 所 使 用 过 的 过 程 ,我 
们 得 到 与 已 知 级 数 等 价 的 一 些 定 积分 ;但 是 为 了 不 致 离 我 们 的 主 
要 目的 太 远 ,我 们 不 打算 讨论 这 一 研究 。 

指明 能 使 我 们 用 定 积分 表示 级 数 的 值 的 方法 就 够 了 。 

我 们 只 补充 带 有 连 分 式 的 量 4 所 的 展开 式 。 

313， 待定 的 y 或 了 (b) 满 中 方程 

十 专 +9 下 一 0， 


因此 ,用 ” ,办 ,y,… 表 示 函 数 


Ca 
pF 
则 我 们 有 
= 让 El 
y=y +0y 或 
y 
”__ —r -l 
—y=2y+Oy", 人 
rT 1+9 扩 
ww__ -1 
y= 3y" + Oy", 下 三 训 
Ct 名 3 的 十 9 3 十 9 
因此 我 们 得 到 
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所 以 ,进入 定义 方程 的 函数 一 全 的? 在 表示 成 一 个 无 穷 连 分 
式 时 ,就 是 


314. 我 们 现在 陈述 我 们 直到 现在 才 得 到 的 这 些 结果 。 
如 果 用 z 表示 圆柱 体 薄 层 的 可 变 半径 ,用 z 和 时 间 上 的 函数 ” 
来 表示 这 个 薄 层 的 温度 ;那么 所 求 函 数 v 必须 满足 偏 微分 方程 
de dv ld 
(+)! 
我 们 可 以 为 » 假 定 下 面 的 值 
1 一 Me ™; 


4 是 :的 一 个 函数 , 它 满足 方程 


如 果 我 们 使 4 一 亚 至 ,并 把 “看 作 是 = 的 一 个 函数 ,那么 我 们 
有 
十 允 十 92 一 0。 


下 面 的 值 
2 3 4 
5 6 十 条 一 下 束 二 于 和 在 
满足 x 种 0 的 这 个 方程 。 因 此 ,我 们 假定 用 z 所 表示 的 4 值 是 
mz ，7R2 2Z2 m 7 
Ft 4 束 上， 


4 一 1 
这 个 级 数 的 和 是 


人 a 
二 je( /ao 3 
积分 从 +=0 取 到 7=x。 由 z 和 m 所 表示 的 这 个 4 值 满足 微分 方 
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程 , 当 = 为 0 时 , 它 保持 一 个 有 限 值 不 变 。 此 外 , 当 z 等 于 圆柱 体 的 
半径 X 时 ,方程 各 十 学 0 肯定 被 满足 ,如 果 我 们 赋 于 量 m 以 任 一 
值 , 则 这 个 条 件 不 成 立 ;我 们 必然 有 方程 


其 中 4 表示 亚 避 。 
这 个 定义 方程 等 价 于 下 述 方程 . 
3 3 
它 对 9 给 出 由 91,9,,0，,… 所 表示 的 无 数 实数 值 ;m 的 对 应 值 是 
2220，2230，22103 
大， 大， 大 
因此 "的 一 个 特殊 值 由 


me Jf eol( 2 FV Gsing) dg 


来 表示 。 
我 们 可 以 用 根 9.,9.,6,,… 中 的 某 一 个 来 代替 91, 并 用 它们 组 
成 一 个 更 一 般 的 值 ,这 个 一 般 值 由 方程 


momae [el2 Gsing)dg 
oe [eos(2 Vrsing)o 
zw, 
十 ase 下 ee 人 : EV Bsing) dy 
半 %%。 
来 表示 。a1,02,0,,… 是 任意 系数 :在 从 4 二 0 到 4 二 7 取 这 些 积分 之 


后 变量 4 被 消 掉 。 
315. 为 了 证 明 这 个 “ 值 满足 问题 的 所 有 条 件 , 并 且 包 含 通 
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解 。 需 要 做 的 事情 只 是 根据 初始 状态 确定 系数 ai ,az va,…,。 取 方程 
v=ae "i 二 ge "zu 十 ase "sus 十 …， 
其 中 昼 ,w,us,… 是 由 函数 4 或 
撞 
ER RR 


在 用 9 ,gzvgs,… 依 次 取代 天 时 所 假定 的 不 同 值 。 在 它 之 中 令 t=0， 
我 们 有 方程 


1 


了 一 oa 十 azuz 十 aas 十 …， 
其 中 Vv 是 z 的 已 知 函 数 。 设 这 个 函数 是 4(z); 如 果 我 们 用 #%z 9 
表示 下 标 是 i 的 函数 ww, 那么 我 们 有 
g(z) 一 al%(z V91 ) 十 azy(z V92)+asplr V gs ) 十 …。 
为 了 确定 第 一 个 系数 ,用 oaaz 乘 方程 两 边 ,w 是 + 的 函数 ,并 
从 z=0 到 z= 取 积 分 。 这 样 我 们 确定 函数 ,因此 ,积分 后 右边 
可 以 简化 得 只 剩 第 一 项 ,并 且 可 以 得 到 系数 a ,其 它 所 有 积分 取 0 
值 。 同样 ,为 了 确定 第 二 个 系数 ,我 们 用 另 一 个 因子 "dz 乘 方程 
gz) 一 ai 十 az 十 aas 十 … 
的 两 边 ,并 且 从 z=0 到 z=X 取 积分 。 因 子 0; 必须 是 这 样 的 , 它 使 
得 除 某 一 项 , 即 受 系数 o 作用 的 那 一 项 外 ,右边 所 有 积分 都 变 成 
0。 一 般 地 ,我 们 运用 由 o1,02,0，,… 所 表示 的 一 系列 z 的 函数 ,ci， 
02 ,03，… 对 应 于 函数 Wi U2 U3 ;每 个 因子 0 都 有 这 样 的 性 质 , 它 
使 得 包含 定 积分 的 所 有 项 除 某 一 项 外 都 在 积分 中 消去 ;如 此 ,我 们 
得 到 每 个 系数 ,ave,… 的 值 。 我 们 现在 必须 考察 什么 样 的 函数 
具有 所 说 的 这 种 性 质 。 
316. 方程 右边 的 每 一 项 是 一 个 形 如 a J me 的 定 积分 ;4 
是 = 的 一 个 函数 , 它 满足 方程 


因此 我 们 有 ou- 于 (e+ 多). 


用 分 部 积分 的 方法 展开 项 
SE 和 0 

我 们 有 jf ctug— (全 
和 0 = D+ 2 


这 些 积 分 必须 在 z=0 到 z= 的 区 同 内 米 取 ， ,我 们 由 这 个 条 
件 确 定 进入 展开 式 且 不 在 这 些 积分 符号 内 的 量 。 为 了 指明 我 们 在 
哪个 :的 表达 式 中 假定 z==0, 我 们 对 那个 表达 式 增加 下 标 a; 为 了 
指明 当 我 们 对 变量 z 给 定 其 最 后 值 X 时 z 的 函数 所 取 的 值 ,我 们 
对 它 给 定 下 标 o。 

在 前 面 两 个 方程 中 假定 z=0。 我 们 有 


or 人， 和 0-0+( 各 一 各 
因此 我 们 确定 系数 C 和 D。 然 后 在 这 同样 两 个 方程 中 取 z= 二 X, 并 
假定 积分 从 z=0 取 到 z= 二 X, 则 我 们 有 


(人 


和 /+B= (Eo u g) (go “全 ) 二 gar, 
因此 我 们 得 到 方程 
~ 有 ,名 -天 je+ (各 和 + 
(名 gt 


317。 如 果 右边 积分 符号 下 乘 * 的 量 29 一 
个 常数 的 积 ,那么 项 
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re d 2) | ~ 

do 并 和 | oudr 
| 1, 各- 和 上 

就 合并 成 一 项 ,对 于 待 求 的 积分 | vd, 我 们 得 到 只 含 一 些 不 带 积 


分 符号 的 确定 量 的 一 个 值 。 要 做 的 只 是 使 那个 值 等 于 0。 
这 样 , 象 函数 满足 方程 


2 d 2 
ME 
是 常 系数 ,我 们 有 
n—m du dr 0 du do 

守 ]( 关 ou 作 t+ 了) 一 (天 ow 多 +u 卫 ).。 
在 w 和 o 之 间 有 一 沾 很 简单 的 关系 , 当 我 们 在 方程 
2 d 二 
+ 一 下 a o=zs 时 可 看 到 它 ;作为 这 个 代 换 的 
结果 ,我 们 有 方程 


它 表明 函数 s 依赖 于 由 方程 
du 
Rt 
所 给 定 的 函数 4。 为 了 求 出 s, 只 需 在 4 的 值 中 把 m 变 成 4 就 够 了 ; 


4 的 值 已 由 He/ 到) 表 示 , 因 此 的 人 是 st/ )。 


这 样 我 们 有 
du do o 
让 "一 二 +t* 


1d 
二 二 0 


i | a 3v(s /人 se) 
-时 yj a VS /对 


后 两 项 相互 抵消 ,由 此 得 到 ,只 要 使 * 一 0, 它 对 应 于 下 标 a, 那么 右 
边 就 完全 变 成 0。 我 们 由 此 得 到 下 述 方程 


fo /Br /¥) df 


不 难看 到 ,当量 m 和 "是 从 我 们 在 前 面 用 m ,msvms,… 所 表 
示 的 那些 量 中 挑选 出 来 的 时 ,这 个 方程 的 右边 就 总 是 为 0。 
事实 上 ,我 们 有 


比较 hX 的 这 两 个 值 ,我 们 看 到 方程 (f) 的 右边 为 0。 
由 此 得 到 ,在 我 们 用 odz 乘 方程 
$7) = 二 azustT asus 二: 
的 两 项 并 对 两 边 从 z=0 到 z=X 取 积分 后 ,为 了 使 右边 每 一 项 变 


成 9, 只 需 把 * 取 作 量 z 或 zf( 。/ 人 部 名 了 。 

当 从 方程 (f) 所 导出 的 ouz 的 值 化 为 全 形式 并 由 已 知 规则 
确定 时 ,我 们 必须 唯一 除开 + 二 m 的 情况 ， 

318. 如 果 /至 /全 一 "那么 我 们 有 
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XY (XY KX)— vAXY (VX YuX) 
EO y (XY 二 2%YCAXD 


如 果 使 右边 的 分 子 分 母 分 别 对 "微分 ,那么 只 要 “一 这 个 因 
子 就 变 成 
LN 一 Xp 一 Ai 
24 ” 
另 一 方面 ,我 们 有 方程 
peu 十 名 十 十 健一 0, 或 p29 十 人 十 1 二 0， 


:还 有 ja 十 way 一 0， 
或 y+ uy 一 0; 
所 以 我 们 有 (2)sHep=o， 


因此 ,我 们 可 以 从 需要 求 其 值 的 积分 中 消去 量 多 和 加 ,作为 这 个 所 
求 积分 的 值 ,我 们 得 到 


jr). 


或 者 ,用 / 的 什 代 普 4 用 表示 函数 4 或 放 2,/ 委 ) 在 我 们 外 定 


z 二 X 时 所 取 的 值 , 则 我 们 有 
XU? kh? 
2 ( 1+ 均 ) 


下 标 ; 表示 给 出 无 数值 的 定义 方程 的 根 的 序号 。 如 果 我 们 在 
2 ( 1+ 委 ) 中 代入 m 或 ,那么 我 们 有 

a Mi 

xvi(1+( 吉 才 ) | 
319， 由 前 面 的 分 析 可 知 ,我 们 有 两 个 方 和 


人 anu=o 和 和 fae-(1+(z 折 省 学 : 
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第 一 个 在 i 和 j 互 异 时 总 成 立 ,第 二 个 在 它们 相等 时 成 立 。 

这 时 , 取 方 程 9(z)aiw 十 azwz 十 asus 十 …, 其 中 ,系数 a1 ,a2,a3，… 
是 待定 的 ,用 rwdz 乘 方程 两 边 ,并 从 z=0 到 z= 二 X 取 积分 ,我 们 得 
到 由 a 所 表示 的 系数 ,右边 由 这 个 积分 简化 得 只 剩 一 项 ,我 们 有 
方程 


EL +(z 守 )]， 
它 给 出 w 的 值 ,由 于 系数 a1,02,03,…a; 被 确定 ,所 以 ,与 由 方程 
%(z) 一 ai 十 oauz 十 as 十 … 所 表示 的 初始 状态 有 关 的 条 件 被 满足 。 
现在 我 们 可 以 给 出 所 提出 的 问题 的 完全 解 了 ; 它 由 下 述 方程 
表示 : 


x 
空 - 中 a pe kp 
(1+ 有) (lt) 
十 … 


在 上 面 的 方程 中 ,由 * 所 表示 的 z 的 函数 由 
¥ (VTan)a 
来 表示 。 所 有 相对 于 z 的 积分 必须 从 +z 二 0 取 到 + 二 X, 为 了 得 到 函 
数 4, 我 们 必须 从 g=0 到 4 二 取 积分 ;$(z) 是 在 圆柱 体内 在 与 轴 
相距 z 处 所 取 的 温度 的 初始 值 , 这 个 函数 是 任意 的 ,91,9:,0;,… 是 


方程 
HX_0 0 909 9 


2 1 一 2 一 3 一 4 一 5 一 … 
的 正 实 根 。 
320. 如 果 我 们 假定 圆柱 体 在 保持 恒温 的 液体 中 已 经 浸泡 了 
无 穷 时 间 , 整 个 物体 已 经 变 成 等 加 热 的 物体 ,代表 初始 状态 的 函数 
$(z) 由 1 来 表示 。 在 这 个 代 换 之 后 ,一 般 方程 严格 表示 渐进 冷却 过 
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如 果 历 经 时 间 无 穷 ,那么 右边 只 含有 一 项 , 即 包含 在 所 有 根 
0 02,%,… 中 最 小 的 那 一 项 ;由 此 ,假定 这 些 根 依 它们 的 数值 而 排 
列 , 并 且 0 是 最 小 的 , 则 这 个 固体 的 终极 状态 由 方程 


~ 


wxX? | I6(7)udr hs 

Ss a 

癌 Xe 、 
(1+ 6) 


来 表示 。 

根据 这 个 通 解 ,我 们 可 以 推出 和 球体 中 的 热 运 动 所 提供 的 相 
类 似 的 结论 。 我 们 首先 注意 到 存在 无 数 特殊 状态 ,在 每 一 个 这 样 的 
状态 中 ,初始 温度 之 间 所 建立 的 比 一 直 保持 到 冷却 结束 时 为 止 . 当 
初始 状态 与 某 个 这 样 的 简单 状态 不 一 致 时 , 它 总 是 由 它们 中 的 几 
个 组 成 ,并 且 温 度 比 随时 间 的 增加 而 连续 变化 。 一 般 地 ,这 个 固体 
很 快 达到 不 同 薄 层 的 温度 以 保持 相同 比值 而 连续 降低 的 状态 。 在 
半径 很 小 时 ,我 们 发 现 温度 与 分 数 。- 误 成 正比 地 降低 。 

如 果 反 过 来 ,半径 X 很 大 @, 那 么 在 表示 终极 温度 系统 的 项 中 
e 的 指数 包含 整个 半径 的 平方 。 我 们 由 此 看 到 这 个 固体 的 体积 对 
最 后 的 冷却 速度 产生 什么 样 的 影响 。 如 果 半 径 为 的 圆柱 体 的 温 


人 当头 很 小 时 ,由 第 314 目的 方程,*= 泽 。 因 此 


全。 变 成 “- 尝 。 
在 本 书 中 .,h 是 表面 热 导 率 。 
四 当 X 很 大 时 ,与 二 次 方程 1= 区 守 站 全 的 某 个 根 近 似 相 等 的 一 个 1 值 使 
第 314 目 中 的 连 分 式 取 其 特征 量 。 因 此 ,9 近似 地 等 于 1.446, 且 


成 
赂 去 久之 后 的 项 ,1(b) 的 最 小 的 根 是 1 4467。- 一 A.F. 
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度 人 在 时 间 7 内 从 值 4 过渡 到 值 8, 那 么 ,半径 等 于 X 的 第 二 个 圆 
柱 体 的 温度 在 不 同 的 时 间 7' 内 从 4 过 渡 至 B。 如 果 两 者 都 很 细 , 那 
么 时 间 7 了 和 的 比 是 两 个 直径 的 比 。 相 反 , 如 果 这 两 个 圆柱 体 的 
直径 很 大 ,那么 时 间 7 了 和 7' 的 比 就 是 直径 的 平方 的 比 。 


@ 所 指 的 温度 是 平均 温度 , 它 等 于 
去 | we 或 名 | wm, —A.F. 


第 七 章 
和 矩形 棱柱 中 的 热传导 


321. 我 们 在 第 二 章 第 4 节 第 125 目 中 所 陈述 的 方程 
坚 + 名 二 过 一 0 表示 无 穷 长 楼 柱 中 的 均匀 热 运动 ,该 楼 柱 的 一 端 
受 恒温 作用 , 它 的 初始 温度 假定 为 0。 为 了 对 这 个 方程 积分 ,我 们 
首先 研究 。 的 一 个 特殊 值 ,注意 当 y 变 号 或 变 号 时 函数 。 必 须 保 
持 不 变 ; 并 且 当 距 离 > 励 穷 大 时 , 它 的 值 必须 变 得 无 穷 小 。 由 此 不 
难看 到 ,我 们 可 以 选择 函数 -~cosnycospy 作为 ， 的 一 个 特殊 值 ; 
作出 这 个 代 换 ,我 们 就 得 到 m: 一 * 二 0。 用 任意 两 个 量 代 将 n 和 p 
我 们 都 有 m= 二 VT 二 了 。v 的 值 在 v=! 或 一 ! 时 还 必须 满足 定义 方 
程 各 十 多 一 0, 在 2 一 或 一 /是 时 ,满足 方程 证? 十 多 一 0( 第 二 章 第 
4 节 第 125 目 )。 如 果 我 们 对 给 定 上 述 值 ,那么 我 们 有 
—nsinny 十 cosmy—0 和 一 zinpz 十 业 cospz 一 0， 
或 =ntann, =ptang, 
由 此 我 们 看 到 ,如 果 我 们 找到 一 个 弧 。, 使 得 sane 等 于 整个 已 知 量 
和 1, 那么 我 们 就 可 以 把 量 了 看 作 是 或 p。 现 在 容易 看 到 存在 无 数 
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个 弧 ,它们 各 自 乘 以 它们 的 正切 ,就 给 出 同一 个 确定 的 积 符 ,由 此 
得 到 ,我 们 可 以 找到 作为 和 ? 的 无 数 不 同 的 值 。 

322， 如 果 我 们 用 aveve,… 表 示 满足 定义 方程 tane 一 吾 的 
无 数 个 弧 ,那么 我 们 可 以 用 任 一 个 这 样 的 强 除 以 ! 来 表示 *。 量 ? 
亦 可 以 这 样 来 表示 ;这 时 我 们 必须 取 到 一 衬 十 严 。 如 果 我 们 对 * 和 
7 给 定 其 它 的 值 ,那么 我 们 会 满足 这 个 微分 方程 ,但 是 与 表面 条 件 
无 关 ， 所 以 ,我 们 可 以 用 这 种 方法 得 到 。 的 无 数 个 特殊 值 ,并 且 当 
这 些 值 的 任 一 集合 的 和 仍然 满足 这 个 方程 时 ,我 们 就 可 以 建立 
的 一 个 更 一 般 的 "的 值 。 

依次 对 ”和 取 所 有 可 能 的 值 , 即 吨 ,学 ,他 。 用 mvozvoa， 
vbavisy… 表 示 常 系数 , 则 的 值 可 以 用 下 述 方程 来 表示 ， 


2 一 (Ge “ ticogniy + (aze™"V + co8nzy 十 … )bicosniz 
十 (ae 一 V tzcosniy 十 (aze VY tcosnzy 十 …) bzcosnzz 
二 (ae™V Htcosniy (eze™™ 人 casn2g 十。…)bscosmaz 


十 本 
323， 如 果 我 们 现在 假定 距离 > 为 0, 那 么 截面 4 的 每 一 点 
必须 保持 一 恒温 不 变 。 因 此 ,一 旦 令 z==0, 无 论 我 们 可 能 对 y 或 4 
给 定 什么 值 ,只 要 它们 在 0 到 i 之 间 ,v 的 值 就 必然 总 是 一 样 的 ,这 
样 ,只 要 令 =0, 我 们 就 得 到 
v = (qicosniy 二 azcosx2y 十 ascosnay 十 …》 
X (bcosmiz 十 jzcosnz3 十 bscosnasy 十 …) 。 
用 1 来 表示 端面 4 的 恒定 温度 , 则 出 现 两 个 方程 
1=a1cosniy 42COSR2Yy 二 asCoSRsy 二 *…， 
1 一 加 cosni3 十 jzcosnzs + bacosnay + *… 。 
这 时 ,只 要 确定 数目 无 穷 的 系数 ,azva,…, 使 得 方程 右边 总 
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可 以 等 于 1 就 够 了 。 这 个 问题 在 数 m,n,,ns,… 形 成 奇数 级 数 的 情 
况 下 已 经 得 到 解决 (第 三 章 第 2 节 第 177 目 )。 此 处 ,n,ns,… 是 
由 无 穷 高 阶 方程 所 给 定 的 一 些 不 可 通 约 量 。 

324.” 记 方程 

1 一 alicosmag 十 azcosn2y 十 ascosn3g 十 

用 cosmgdy 乘 方 程 两 边 ,并 从 y 一 0 到 3y=! 取 积分 .因此 我 们 确定 第 
一 个 系数 m。 其 余 的 系数 可 以 同一 方法 确定 。 

一 般 地 ,如 果 我 们 用 cosry 乘 方程 两 边 , 并 对 它 积分 ,那么 对 应 
于 右边 由 acosny 所 表示 的 唯一 的 项 ,我 们 有 积分 


a | cosnycosry 或 了 J osGn—wiiy+t fest ry, 


或 中 过 snco 一 529 二 二 isn 二 站， 
使 ?= 一, 则 有 
a | (2 十 >)sin (zx 一 D+ (n—rsin(at ri) 
21 ni— 弃 


现在 ,n 的 每 个 值 都 满足 方程 ntand/ 二 主 ; 也 如 此 ,因此 我 们 


有 
ntann/= vtanvl; 
或 * nsinnlcosvl — vsinricosn!l = 0。 
所 以 ,前 面 那 个 简化 成 
i n(nsinnlcosvl — veosulsinv!) 


的 积分 除开 4=v» 这 种 唯一 情况 外 等 于 0。 这 时 取 积分 
+ 
2 R—y pe . 
我 们 看 到 ,如 果 我 们 有 zx 一 "那么 它 等 于 量 二 aC( 十 


由 此 得 到 ,如 果 在 方程 


1=aicosniy 二 (42COSn2y 十 4aaCosnay 十 *…* > 


到 经 


)。 
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中 ,我 们 希望 确定 右边 用 ocosny 所 表示 的 某 项 的 系数 ,那么 我 们 就 
必须 用 cosnydy 乘 两 边 ,并 且 从 y==0 到 y= 积分 。 我 们 有 合成 方程 


(resulting equation) 


人 cosnyly 一 去 o( 十 加 到 ) 一 lsinu, 
由 此 我 们 推出 zsmnt5 一 二 oa。 如 此 ,就 可 以 确定 系数 mvasvo， 


;6815b2,b3,… 亦 如 此 ,它们 分 别 与 前 面 的 系数 相同 。 
325. 现在 不 难 建 立 ， 的 一般 倘 。 第 一 , 它 满足 方程 


蛇 二 器 二 归 =0 第 二 , 它 清 足 两 个 条 件 上 从 十 如 = 0 和 
4 竺 十 各 一 0; 第 三 , 当 我 们 令 z=0 时 ,在 0 到 ! 之 间 , 无 论 y 值 和 z 


值 是 怎样 的 , 它 都 给 出 "的 一 个 常数 值 ; 因 此 , 它 是 所 提出 的 问题 
的 完全 解 。 
我 们 因而 得 到 方程 


和 Sinnilcosniy SiNnalCOSR2Y 让 sinnslcosnsy | ., 
4 2nmlt+sin2nl 2n2l+sin2nsl 2nsl+sin2nsl ” 


或 者 用 8 ,tves,… 表 示 弧 ml ,nzl snsl, , 则 是 


1 Sinelcos 学 Sinegzcos 户 Sinescos 
4 28 十 sina 十 2e: 十 sinez 十 2es 十 sines 下 
当 z==0 时 ,这 是 对 包含 在 0 到 /之 间 的 所 有 y 值 都 成 立 , 因 而 对 包 
含 在 0 到 一 /之 间 的 所 有 y 值 也 成 立 的 一 个 方程 。 
把 qvbi,ar,64,03,b4,… 这 些 已 知 值 代 入 zw 的 一 般 值 中 ,我 们 有 
下 述 方程 , 它 包含 所 提出 的 问题 的 解 ， 
人) 


Sinmalcosn22 (Smteoenr eV) + 
2n2l+sin2nzl \ 2n lsin2nsr” 


时 sinnslcosnsz (| sinnilcosnyy 。 /有 : 二: .)+- (E) 


2n3/ 十 sin2m3/ 2 十 sin2zve 
由 mnaynay,… 表 示 的 量 有 无 穷 多 个 ,并 且 分 别 等 于 


全 3 弧 aveve'… 是 定义 方程 dane 一 至 的 根 。 

326， 由 前 面 的 方程 E 所 表示 的 解 是 属于 这 个 问题 的 唯一 
解 ; 它 代表 方程 名 十 名 十 名 一 0 的 通 解 ,其 中 ,任意 函数 已 随 已 知 
条 件 确定 。 容 易 看 出 ,不 可 能 有 任何 不 同 的 解 。 事 实 上 ,让 我 们 用 
#(z1y,2) 表 示 从 方程 (E) 所 导出 的 。 的 值 ,显然 ,如 果 我 们 对 这 个 
固体 给 定 由 yz,y,z) 所 表示 的 初始 温度 ,那么 只 要 在 原点 的 截面 
保持 恒温 1, 这 个 温度 系统 就 不 会 发 生 任何 变化 :因为 ,由 于 方程 


dv ,dv | dv 、 ks 
描 + 铬 + 刍 ~0 被 满足 ,所 以 温度 的 膀 时 变化 必然 为 0。 如 果 在 


对 这 个 固体 内 其 坐标 为 z,y,z 的 每 一 点 给 定 初始 温度 后 ,我 们 对 
在 原点 的 截面 给 定 温度 0, 那 么 情况 则 不 同 。 无 需 计算 我 们 就 可 以 
清楚 地 看 到 ,在 后 一 种 情况 下 ,固体 的 状态 将 不 断 变化 , 它 所 包含 
的 初始 热 将 一 点 一 点 地 耗 散 到 空气 中 去 ,并 进入 在 未 端 保持 0 度 
的 冷 物 质 中 去 。 这 个 结果 依赖 于 函数 y(z,y,z) 的 形式 , 当 z 有 如 这 
个 问题 所 假定 的 无 穷 值 时 , 它 变 为 0。 

如 果 初 始 温度 不 是 十 #(z,y,z) ,而 是 在 这 个 棱柱 的 所 有 内 点 
为 一 YCz,y,z), 则 会 存在 类 似 的 作用 ;只 要 在 原点 的 截面 总 保持 0 
度 不 变 。 在 每 一 种 情况 下 ,初始 温度 都 将 不 断 趋 近 介质 的 恒定 温 
度 , 这 个 温度 为 0; 并 且 所 有 的 终极 温度 都 将 是 0。 

327. 在 准备 了 这 些 预备 步骤 之 后 ,考虑 严格 等 于 作为 这 个 
问题 对 象 的 两 个 棱柱 中 的 热 运动 。 对 于 第 一 个 固体 ,假定 初始 温度 - 
是 十 y(z,y,z), 且 在 原点 4 的 那个 截面 保持 固定 温度 1。 对 于 第 二 
个 固体 。 假定 初始 温度 是 一 pz,y,z) ,在 基底 截面 的 所 有 点 都 保持 
0 度 。 显 然 ,在 第 一 个 棱柱 中 温度 系统 不 可 能 发 生变 化 ,在 第 二 个 


a ,全 ， 
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楼 柱 中 这 个 系统 则 不 断 变化 ,直到 所 有 温度 都 变 成 0 为止 。 

如 果 我 们 现在 让 这 两 个 不 同 的 状态 在 同一 固体 中 重合 ,那么 
热 运动 就 会 自由 完成 ,就 象 每 个 系统 都 独立 存在 一 样 ,在 由 这 两 个 
被 联合 起 来 的 系统 所 形成 的 初始 状态 中 ,由 假定 , 除 截面 4 的 点 
外 ,这 个 固体 的 每 一 点 都 是 0 度 。 现 在 第 二 个 系统 的 温度 变化 愈 来 
愈 大 , 且 完全 变 成 0, 同时 第 一 个 系统 的 温度 保持 不 变 。 因此 ,在 无 
穷 时 间 后 ,温度 的 永恒 系统 就 变 成 由 方程 (E) 或 v=y(z,y,z) 所 表 
示 的 系统 。 必 须 注意 ,这 个 结果 依赖 于 和 初始 状态 有 关 的 条 件 ; 只 
要 包含 在 楼 柱 中 的 初始 热 是 这 样 分 布 的 ,就 会 出 现 若 基底 4 保持 
0 度 不 变 则 它 完全 变 成 0 的 情况 。 

328， 我 们 可 以 对 前 面 的 这 个 解 增加 几 个 注 记 。 第 一 ,不 难看 
到 方程 sane 一 兴 性 质 ;我 们 只 需 假 定 ( 见 图 15) 我 们 已 经 作出 曲线 
一 sane, 弧 。 取 作 横 轴 ,* 取 作 纵 轴 。 这 条 曲线 由 名 渐 近 线 的 分 梳 
所 组 成 。 


图 15 
对 应 于 渐 近 线 的 横 坐标 是 去 1, 这 7， 也 7， 了 了 x,…; 对 应 于 交点 的 模 
坐标 是 ,2r,3r,…。 如 果 我 们 现在 在 原点 作 一 个 等 于 已 知 量 汉 的 


纵 坐 标 , 过 它 的 端点 作 一 条 与 横 轴 平 行 的 平行 线 ,那么 交点 就 给 出 
所 提出 的 方程 stane 一 兴 的 根 。 这 个 作 图 指明 每 个 根 所 处 的 区 间 。 
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我 们 不 打算 停 下 来 指出 必须 用 来 确定 这 些 根 的 值 的 运算 过 程 。 这 
类 研究 不 存在 任何 困难 。 

329. 第 二 ,由 一 般 方程 (E) 我 们 不 难得 到 ,z 的 值 变 得 愈 大 ， 
“ 值 的 那 一 项 相对 于 后 面 各 项 就 变 得 愈 大 ,在 那 一 项 中 ,我 们 得 到 


分 数 e-wW 5434。 事实 上 ,由 于 mwvwa，…* 是 递增 的 正 数 ,所 以 分 数 


e 以 可 大 于 进入 后 面 各 项 的 任 一 个 类 似 的 分 数 。 3 
现在 假定 我 们 可 以 观察 到 在 这 个 棱柱 的 轴 上 位 于 很 远 距 离 > 

处 的 一 个 点 的 温度 和 这 个 轴 上 位 于 距离 z 十 1 处 的 一 点 的 温度 ,1 

是 测量 单位 ;这 时 我 们 有 y=0,:==0, 第 二 个 点 温度 与 第 一 个 的 比 


明显 等 于 分 数 e-V 中 。 轴 上 这 两 点 的 温度 比 的 这 个 值 随 距离 = 的 
增加 而 变 得 更 精确 。 

由 此 得 到 ,如 果 我 们 在 这 个 轴 上 标 出 每 个 都 与 前 一 个 的 距离 
等 于 测量 单位 的 点 ,那么 某 点 与 它 前 面 一 点 的 温度 比 ,就 不 断 收 敛 


于 分 数 。-Y x ;因此 ,距离 相等 的 点 的 温度 以 按 几 何 级 数 下 降 而 
结束 无论 棒 的 厚度 如 何 , 只 要 我 们 考虑 位 置 处 在 与 热源 相距 很 远 
的 点 ,这 个 规律 就 总 是 成 立 。 

由 这 个 作 图 我 们 不 难看 到 ,如 果 所 说 的 量 ,楼 柱 厚 厚度 的 一 
半 , 是 很 小 的 ,那么 就 取 wm,m,… 小 得 多 的 值 ; 由 此 得 到 ,第 一 个 


分 数 eV 对 比 任何 一 个 类 似 的 分 数 都 大 得 多 。 因此 ,在 棒 的 厚度 
很 小 的 情况 下 ,为 了 使 等 距离 的 点 的 温度 能 以 几何 级 数 降低 ,与 热 
源 的 距离 就 不 必 是 很 远 的 。 这 个 规律 在 棒 的 整个 范围 内 都 成 立 。 

330.。 如 果 半 厚度 /是 一 个 很 小 的 量 ,那么 » 的 一 般 值 就 简 


化 成 含 -对 的 第 一 项 。 因此 ,表示 坐标 为 z,y,z 的 点 的 温度 的 
函数 + 在 这 种 情况 下 由 方程 


a ( dsinal 


2nl+sin2nl 


2 
) CoOsnyCosnze” 
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所 给 出 , 弧 。 或 以 变 得 很 小 ,正如 我 们 由 那个 作 图 所 看 到 的 一 样 。 
这 时 方程 tane 二 如 简化 成 :一 /从 , 其 它 根 的 值 ,因而 量 ttt, 


e485，…* 依 次 是 E27 37 41 所 以 ,mm ,nzvnsvntyxs,… 的 值 
是 
1 h x 2r 3r 

War 
由 此 得 到 ,如 我 们 上 面 所 说 ,如 果 /是 一 个 很 小 的 量 , 那 么 第 一 个 
值 x 就 比 所 有 其 它 值 无 比 地 大 ,我 们 必须 从 "的 一 般 值 中 略 去 第 
一 项 之 后 的 所 有 项 ,如 果 现 在 我 们 在 第 一 项 中 代入 所 得 到 的 4 值 ， 
注意 弧 x 和 2nl 等 于 它们 的 正弦 ,那么 我 们 有 


| $e) Vs, 


由 于 进入 余 纺 符号 内 的 因子 ,/ 沁 很 小 ,所 以 得 到 , 当 半 厚 度 /很 小 
时 ,对 于 同一 截面 的 不 同 点 ,温度 变化 很 小 。 这 个 结果 可 以 说 是 自 
明 的 ,但 是 注意 到 它 怎样 由 分 析 来 解释 则 是 有 用 的 。 由 于 棒 很 细 ， 
这 个 通 解 事实 上 简化 成 唯一 的 一 项 ,只 要 用 1 代替 很 小 的 弧 的 余 


弦 , 我 们 就 有 v 一 eV 名 ,在 所 研究 的 情况 下 表示 驻 温 的 一 个 广 
程 。 

在 前 面 第 76 目 中 我 们 得 到 过 同样 的 方程 ,在 这 里 它 是 由 完全 
不 同 的 分 析 得 到 的 。 

331. 前 面 的 解 指 明 这 个 固体 内 部 热 运动 的 特征 。 不 难看 到 ， 
当 楼 柱 在 它 的 所 有 点 都 达到 我 们 所 考虑 的 驻 温 时 ,一 恒定 热流 就 
朝 未 受热 的 那 一 端 流 过 垂直 于 轴 的 每 一 个 截面 。 为 了 确定 对 应 于 
一 个 横 坐 标 z 的 热流 量 , 我 们 必须 认为 在 单位 时 间 内 流 过 这 个 截 
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面 元 的 热量 等 于 系数 面积 iz、 时 间 元 由 和 取 负 号 的 比 多 的 积 。 
因此 ,我 们 必须 从 > 一 0 到 棒 的 厚度 = 一 4, 从 y 一 0 到 y=, 取 积 分 
一 ky | 过 全 .这 样 我 们 得 到 整个 热流 量 的 四 分 之 一 。 


这 个 计算 结果 揭示 了 流 过 棒 的 一 个 截面 的 热量 如 何 减 少 的 规 
律 ;并 且 我 们 看 到 ,距离 很 远 的 部 分 从 热源 那里 得 到 很 少 的 热 , 因 
为 它 直 接 发 出 的 热 部 分 朝 表面 耗 散 到 空气 中 去 了 。 通 过 这 个 棱柱 
任 一 截面 的 热 ,如 果 我 们 可 以 这 样 说 的 话 ,形成 密度 从 这 个 截面 的 
一 点 到 另 一 点 不 等 的 一 个 热 层 。 它 通过 处 在 该 截面 右边 的 这 个 棱 
柱 的 整个 端面 对 从 表面 逃走 的 热 不 断 进行 补充 :由 此 得 到 ,在 一 定 
时 间 内 从 棱柱 的 这 一 部 分 所 逃逸 的 全 部 热量 严格 地 由 根据 该 固体 
内 热 导 率 而 进入 的 热 所 补偿 。 

为 了 检验 这 个 结果 ,我 们 必须 计算 这 一 热流 在 表面 所 产生 的 
热量 。 面 积 元 是 xly, 是 它 的 温度 ,hvdzdy 是 在 单位 时 间 内 从 这 个 
面积 所 逃逸 的 热量 。 因 此 积分 & | sd 表示 从 表面 的 一 个 有 限 部 
分 所 逃逸 出 去 的 总 热量 。 假定 :=4, 我 们 现在 必须 运用 含 y 的 的 
已 知 值 ,然后 一 次 从 y 一 0 到 ?一 人 积分 , 另 一 次 从 z 二 z 积 到 > 
二 oo 这 样 我 们 得 到 从 这 个 楼 柱 上 表面 所 克 逸 的 热 的 一 半 ; 取 这 个 
结果 的 四 售 ,我 们 就 得 到 整个 上 表面 和 下 表面 所 失去 的 热量 ,如果 
我 们 现在 使 用 表达 式 4 dxdw, 对 。 中 的 y 给 定 它 的 值 并 且 一 
次 从 z 二 0 到 z=! 积分 , 另 一 次 从 z=0 积 到 z 二 co; 那么 我 们 就 得 到 
从 两 全面 所 远 免 的 热量 的 四 分 之 一 。  、 

在 所 指明 的 界限 之 间 所 取 的 积分 4 | dr 给 出 

外 sinmlooenle—V + » 
nV mtn 
积分 4 | 各 | 如 给 出 
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和 -cosmlsinme V+ 
因此 ,这 个 棱柱 通过 位 于 横 坐 标 为 z 的 截面 的 右边 的 整个 部 
分 而 从 其 表面 所 失去 的 热量 由 类 似 于 
Aha 
Vm 
的 所 有 项 组 成 。 另 一 方面 ,在 同一 时 间 内 进入 横 坐 标 为 > 的 这 个 截 
面 的 热量 由 类 似 于 


BV to | 了 sinmlcosnl 十 2 ‘cosmlsinal 


A mE te "tesinmlsinnl 
的 项 组 成 ;因此 下 述 方程 
Vm tn nsinnl = —— iricoenl 
Ws mVm’t+n 
h 2 
Er » 
或 k(m?++n?)sinmlsinnl = hmcosmlsinnl + hnsinmicosn! 


必然 成 立 。 现 在 我 们 分 别 有 
km’?sinmlcosnl = jcosmlsinn! 


和 msinml 大 

或 CosmL Fk; 

我 们 也 有 如 2sinnlsinm 一 加 cosnlsinyml 
nsinnl 大 

或 cosnl kk? 


因此 该 方程 被 满足 。 在 被 耗 散 的 热 和 被 传 入 的 热 之 间 不 断 建立 的 
这 种 补偿 是 这 个 假定 的 一 个 明显 结论 ;并 且 分 析 在 这 里 再 现 已 经 
表示 过 的 条 件 ; 不 过 注意 在 以 前 一 直 不 服从 于 分 析 的 新 问题 中 的 
这 种 一 致 性 是 有 用 的 。 

332， 假定 作为 棱柱 基底 正方 形 边 长 的 一 半 很 长 ,并 且 我 
们 希望 确定 轴 的 不 同 点 的 温度 下 降 所 遵循 的 规律 ; 则 我 们 必须 在 
一 般 方 程 中 对 y 和 给 定 为 0 的 值 ,对 /给 定 一 个 很 大 的 值 。 现 在 
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作 图 在 这 种 情况 下 表明 * 的 第 一 个 值 是 于 ,第 二 个 是 至, 第 三 个 是 
可,…。 让 我 们 在 一 般 方程 中 作 这 些 代 换 ,并 使 wevnalvat,nd,… 代 


zr 


之 以 它们 的 值 子 , 浴 , 容 , 罕 ,…, 同 时 用 分 数 a 代 替 。- 行 ;这 样 我 
们 得 到 
bp i 1 FE] 1 5 
:( 插 ) =1(a — a + Fav 一 …) 


(a ba?+ Fav 32+5 *…) 
1/ VS 1 VE A a 
中 5 (< 了 4 十 5 + ) 


我 们 由 这 个 结果 看 到 ,这 个 轴 的 不 同 点 的 温度 随 它们 与 原点 
距离 的 增加 而 迅速 降低 。 如 果 这 时 我 们 在 一 个 被 加 热 且 保持 永恒 
温度 的 支架 上 放 一 个 无 穷 高 的 棱柱 ,该 棱柱 正方 形 基底 的 边 长 的 
一 半 ! 很 大 ;那么 热 通过 这 个 棱柱 的 内 部 而 传导 ,并 从 表面 耗 散 到 
周围 的 空气 中 去 ,周围 空气 的 温度 假定 为 0。 当 这 个 固体 达到 固定 
状态 时 , 轴 上 各 点 将 有 极 不 相等 的 温度 ,在 等 于 基底 边 长 一 半 的 高 
度 上 ,最 热 一 点 的 温度 将 小 于 基底 温度 的 十 五 分 之 一 。 


第 八 章 
实 立 方 体 中 的 热 运动 


333， 我 们 仍然 需要 运用 方程 
do _K/dv ,dv div 
针 = 面 ( 委 天 | EET (a), 
它 表示 在 受 空气 作用 的 实 立 方 体 中 的 热 运 动 (第 二 章 第 5 节 )。 首 
先 ,假定 有 一 个 很 简单 的 值 e-“cosnzcospyeosgz, 如 果 我 们 把 它 代 
进 所 提出 的 方程 中 ,那么 我 们 有 条 件 方程 m=k(w 十 严 十 F*) ,字母 
表示 系数 茄 。 由 此 得 到 ,如 果 我 们 用 任意 三 个 量 代替 2,p,4, 并 把 
m 取 作 kz 十 到 十 92) ,那么 前 面 的 " 值 就 总 满足 这 个 偏 微分 方程 。 
因此 我 们 有 方程 v=e-***+" + 人 cosnzcospycosqz。 这 个 问题 的 性 质 还 
要 求 :如 果 z 变 号 ,并 且 如 果 y 和 z 保 持 不 变 ,那么 该 函数 不 变 ;并 
且 这 对 y 或 2 也 应 成 立 :现在 这 个 » 值 显然 满足 这 些 条 件 。， 
334. 为 了 表示 表面 状态 ,我 们 必须 运用 下 面 的 方程 : 


dv 

士 天 去 十 如 一 0 

士 天 Ca oo 
dy 


dv 
士 天 记 十 如 一 0 
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当 z= 土 a, 或 y= 土 a, 或 := 土 4 时 ,这 些 方程 应 当 被 满足 。 取 
立方 体 的 中 心 为 坐标 原点 : 边 由 a 来 表示 。 
方程 (3) 的 第 一 个 给 出 


干 e- "nsinnrcospycosgz 十 天 cosnzcospgcosgz = 0， 


或 
年 mannz 十 先 二 0， 


一 个 在 :一 十 时 必然 成 立 的 方程 
由 此 得 到 ,我 们 不 能 对 取 任意 值 , 不 过 这 个 量 必须 满足 条 件 
natanna 二 疤 a。 因 此 我 们 必须 解 定 积分 zane 一 译 0, 它 给 出 :的 值 , 并 


且 取 n= 坪 。 现 在 “的 这 个 方程 有 无 数 实 根 ; 因 此 我 们 可 以 得 到 n 
的 无 数 不 同 的 值 。 用 同样 的 方法 ,我 们 可 以 确定 对 ?和 9 所 能 给 出 
的 值 ;它们 都 由 在 前 一 个 问题 中 (第 321 目 ) 曾 应 用 过 的 作 图 来 表 
示 。 用 m,n2,ns，… 表 示 这 些 根 ;这 样 ,只 要 我 们 用 根 ,nz,ns,… 中 
的 一 个 代替 ,并且 用 同样 的 方式 选择 p 和 4, 我 们 就 可 以 对 4 给 出 
由 方程 
站 = eM(t7 + cognzcospyCosgz 

所 表示 的 特殊 值 。 

335. 因此 我 们 可 以 组 成 无 数 特殊 的 。 值 ,并 且 显 然 , 几 个 这 
样 的 值 的 和 也 满足 微分 方程 (x) 和 定义 方程 (0) 。 为 了 对 ， 给 出 问 
题 所 需要 的 一 般 形式 ,我 们 可 以 把 与 项 

ae 一 w+P+9Dcosnzcospycosgz 
类 似 的 项 合 起 来 。 
"的 值 可 以 由 下 面 的 方程 表示 


2 2, 2 
v= (qcosmzre mt 十 ascosn2re "2! 十 qsacosnsre "ss 十 ……) 


(bicosniye— 十 bscosn2ye -et 十 bacosnaye— mt 十 …) 
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(cicosnize— tt 十 C2COSR22e— 92 + cscosnaye 3 十 …)。 
右边 由 三 水 平行 中 所 写 的 三 个 因子 的 积 所 组 成 , 量 oazvoa， 

… 是 未 知 系数 。 现 在 根据 假定 ,如 果 令 i=0, 那 么 温度 在 这 个 立方 
体 的 所 有 点 上 都 是 相同 的 。 因 此 我 们 必须 确定 ,ov 使 得 无 
论 z*,y 和 z 的 值 如 何 ,只 要 这 些 值 的 每 一 个 都 包含 在 a。 和 一 a 之 
间 ,* 的 值 就 是 不 变 的 。 用 1 来 表示 在 这 个 固体 所 有 点 的 初始 温 
度 , 我 们 将 记 方 程 (第 323 目 ) 

一 alicosniz 十 azcosn2zr 十 ascoszsT 十 …， 

1=bicosniy 十 加 Cosz23 + bscosnsy 十 …， 

] 王 cicosmlz 十 czcosn2z 十 cscosnsz 十 … 和 wy 
其 中 ,需要 确定 oa,a2,as,…。 在 用 cosnz 乘 第 一 个 方程 的 两 边 后 ,从 
+ 二 0 到 z==a 积 分 :那么 从 前 面 所 运用 的 分 析 ( 第 324 目 ) 得 到 ,我 
们 有 方程 


of. SiNnniaCosnz SinmsGCOSR2Z SiNnyaCOSnsz 
1 sin2ng 1 Sin2n2a Sin2nsa 
me( 1 十 2nia ) maa( 1 十 2n2a ) 过 Smo( 1 十 2nsa ) 
十 …。 
.用 “人 二 到 人 我 人 有 
1= Secoenz 十 Sa COSR2T 十 Smaeoosnr 


当 我 们 对 :给 出 包 仿 在 a 和 一 a 之 间 的 值 时 ,这 个 方程 总 成 
立 。 
由 此 我 们 得 到 "的 一 般 值 , 它 由 下 面 的 方程 给 出 ; 


Sinl 
v=( eCosnize rit Madcon, em .) 
RIGAI R2Gp2 
sinnia i 本 
4 Ro 2 “) 
( Ri1GAI ze + 
Es sme 22- 地 十 … ). 
RGM) 
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336. ”因此 ,* 的 表达 式 由 三 个 类 似 的 函数 组 成 ,一 个 是 z 的 
函数 , 另 一 个 是 y 的 函数 ,第 三 个 是 :的 函数 ,这 不 难 直 接 验证 。 
事实 上 ,如 果 在 方程 
div d2v 
多 4 名 pa 受 ) 
中 ,我 们 假定 +=XYZ;X 表示 zx 和 的 函数 ,Y 表示 y 和 1 的 鲨 数 ,Z 
表示 z 和 1 的 函数 ,那么 我 们 有 
2 2 2 
a J ;9 
它 包含 三 个 独立 的 方程 
dX dX dy dy dz ,dz 


dt dz dy dy dl dzi° 


二 


我 们 必定 还 有 与 表面 相关 的 条 件 
dh oh dh 
EtR' -0 而 十 天 "一 0， E+K’=0, 
因此 我 们 推 得 


坚 十 帮 X=0， +7=0 到 十 大 2 一 0。 
由 此 得 到 ,为 了 完全 解决 问题 ， 我 们 只 需 取 方 程 几 一 这 ,并 


且 对 它 增 加 条 件 方程 至 十 上 w 一 0, 当 z=a 时 , 它 饼 然 成 立 。 然 后 我 


们 必须 或 用 y 或 用 z 来 代替 x, 我 们 将 有 三 个 函数 X,Y,Z, 它 们 的 
积 是 的 一 般 值 。 


因此 所 提出 的 问题 的 解 如 下 : 
2 一 图 zt 的 zt) 
GCz,t) — Mecosn, ze i 
下 Se rem 二。 


naapy 
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mvmnavnay… 由 下 述 方程 


i 
K 
给 出 ,其 中 ,表示 na,n 的 值 是 
2 ) 


去 (1+ 2nia 

用 同样 的 方法 ,可 以 得 到 函数 Cy,t) ,$Cz,t) 。 

337. 我 们 可 以 确信 ,* 的 这 个 值 可 以 在 它 的 整个 范围 内 解 
这 个 问题 ,并 且 , 为 了 表示 这 个 固体 的 温度 变化 , 偏 微分 方程 (o) 的 
完全 积分 必然 取 这 种 形式 。 

事实 上 ,+ 的 表达 式 满足 方程 (a) 和 与 表面 有 关 的 条 件 。 因 此 ， 
在 某 一 时 刻 内 从 分 子 的 作用 和 从 空气 对 表面 的 作用 所 产生 的 温度 
变化 ,是 我 们 通过 相对 时 间 上 微分" 的 值 所 得 到 的 温度 变化 。 由 此 
得 到 ,如 果 函 数 "在 任 一 时 刻 的 开始 表示 这 个 温度 系统 ,那么 它 仍 
然 表示 在 后 一 时 刻 开始 时 所 成 立 的 那个 温度 系统 ,同样 可 以 证 明 ， 
”这 个 固体 的 变化 状态 总 是 由 函数 : 来 表示 ,其 中 :的 值 不 断 增 加 。 
现在 这 个 函数 与 初始 状态 一 致 :因此 , 它 表示 这 个 固体 所 有 的 后 继 
状态 ,所 以 可 以 确信 ,对 + 给 出 与 前 面 不 同 的 函数 的 任 一 个 解 都 肯 
定 是 错 的 。 

338， 如 果 我 们 假定 已 历经 的 时 间 t 变 得 很 大 ,那么 除 " 的 
表达 式 的 第 一 项 外 ,我 们 不 再 非得 考虑 其 它 任何 项 ;因为 值 wm， 
m,… 以 最 小 一 个 开始 按 次 序 排列 。 这 个 项 由 方程 

Sinmla 

一 (Se 

给 出 。 这 样 ,这 个 状态 就 是 这 个 温度 系统 不 断 趋 于 、 并 且 在 某 个 t 
值 之 后 该 温度 系统 与 之 重合 而 无 明显 误差 的 主 状态 。 在 这 个 状态 
下 ,每 一 点 的 温度 与 分 数 。- “的 短 成 正比 地 降低 ;这 样 ,各 相继 状 
态 都 是 相似 的 ,更 准确 地 说 ,它们 只 是 在 温度 的 数值 上 不 同 , 这 些 
温度 都 随 一 个 几何 级 数 的 项 而 减少 ,同时 保持 相同 的 比 不 变 。 由 前 


3 
2 
) COSRITCOSNIYCOSR1 20 31! 


面 的 方程 我 们 不 难得 到 温度 从 一 点 到 另 一 点 沿 立方 体 的 对 角 线 或 
边 或 最 后 在 适当 位 置 所 给 定 的 直线 而 降低 的 规律 。 我 们 也 可 以 确 
定 决 定 同一 温度 薄 层 的 表面 性 质 是 什么 。 我 们 看 到 ,在 我 们 在 此 处 
所 考虑 的 最 后 状态 和 稳定 状态 中 ,同一 薄 层 的 点 总 是 保持 相同 温 
度 不 变 , 这 可 能 在 初始 状态 和 紧 随 其 后 的 那些 状态 中 不 成 立 。 在 终 
极 状态 的 有 限 持续 时 间 内 ,这 一 物体 被 分 成 各 点 都 有 共同 温度 的 


无 数 薄 层 。 
339. 对 于 一 给 定时 刻 , 不 难 确 这 这 个 物体 的 平均 温度 , 即 通 
过 取 每 个 分 子 体积 与 它 的 温度 的 积 的 各 并 用 总 体积 除 这 个 和 所 得 


到 的 温度 。 因 此 我 们 建立 表达 式 | | | 5, 它 是 平均 温度 了 
， 的 表达 式 。 这 个 积分 必须 分 别 相对 z,y 和 在 区 间 a。 和 a 之 间 取 
积分 :由 于 。 等 于 积 XY2, 所 以 我 们 有 


Vv= jx fw ze 
因此 ,平均 温度 是 (上 狂 ) ,因为 这 三 个 完全 积分 有 相同 的 值 。 因 
此 


ln 革 ar。 


量 me 等 于 。 它 是 方程 dane 一 名 的 一 个 根 ,x 等 于 
到 (1 十 到 至 ) .这 样 ,用 aveve,… 表 示 这 个 方程 不 同 的 根 ,我 们 有 


和 +( sn -和 


yy (sine , , 
2Yy (a sin2el 人 sin2e2 8 
二 I 
2e 2e: 


扩 在 0 到 二 之 间 , 扣 在 4 到 训 之 间 ,s 在 2+ 到 辽 z 之 间 , 根 。， 
.a4，… 傅 来 全 接近 于 下 极限 +.27,37,…, 并 且 当下 标 i 很 大 时 ， 
以 通过 与 它们 重合 而 结束 。 两 售 的 弧 2a ,2oa,2e,… 包 含 在 0 到 r， 


2r 到 3r,4r 到 5+ 之 间 ; 由 于 这 个 原因 ,这 些 缴 的 正弦 都 为 正 : 量 


1 二 加 各 ,1+ 哆 各 ,… 为 正 且 在 1 到 2 之 辣 。 由 此 得 到 ,进入 YT 


的 值 的 所 有 项 都 是 正 的 。 

340. 我 们 现在 打算 比较 一 下 立方 体 中 的 冷却 速度 和 我 们 所 
得 到 的 球状 物体 的 冷却 速度 。 我 们 已 经 看 到 ,对 于 这 两 个 物体 的 任 
一 个 ,温度 系统 都 收敛 于 一 个 在 一 定时 间 之 后 所 明显 得 到 的 永恒 
状态 ;这 时 ,立方 体 不 同 点 的 温度 一 起 降低 ,同时 保持 相同 比 不 变 ， 
某 个 这 样 的 点 的 温度 随 一 个 几何 级 数 的 项 而 降低 , 它 的 比 在 两 个 
物体 中 是 不 同 的 。 从 两 个 解 得 到 ,对 于 球 , 这 个 比 是 e-” ,对 于 立方 


体 , 它 是 e- 吕 。 量 由 方程 


给 出 ,a 是 球 半径 , 量 。 由 方程 ane 一 入 给 出 ,是 立方 体 边 长 的 
一半。 

如 此 ,让 我 们 考虑 两 种 不 同 的 情况 ,在 第 一 种 情况 中 , 球 半 径 
和 立方 体 边 长 的 一 半 都 等 于 一 个 很 小 的 量 4 在 第 二 种 情况 中 ,4 
的 值 很 大 。 假 定 这 两 个 物体 的 体积 都 很 小 ,各 取 笋 小 的 值 ,。 也 如 


此 ,因此 我 们 有 扳 一 *, 所 以 分 数 

时 等 于 。 基 ， 
所 以 我 们 所 观察 到 的 终极 温度 被 表示 成 4 过 的 形式 。 现在 ,如 果 
在 方程 xsosw 一 1 一 <a 中 我 们 假定 右边 与 1 相差 无 几 , 那 么 我 们 


Sinna 
得 到 大 一 5 ,因此 分 数 e-”: 是 -或 。 
由 此 我 们 得 到 ,如 果 球 半径 很 小 ,那么 这 个 物体 和 外 切 立方 体 
的 冷却 速度 相同 ,它们 每 一 个 都 与 半径 成 反比 ;也 就 是 就 ,如 果 边 
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长 一 半 为 “的 立方 体 的 温度 在 时 间 上 内 从 值 4 过 渡 到 值 5, 那么 半 
径 为 a 的 球 在 同一 时 间 内 也 从 温度 4 过 渡 到 85。 如 果 两 个 物体 的 
量 a 发 生变 化 ,结果 变 成 a, 那么 从 4 到 B 的 进程 所 需要 的 时 间 取 
男 一 个 值 + ,并 且 时 间 t 和 + 的 比 就 是 半边 长 4 和 的 比 。 当 半径 a 


很 大 时 情况 则 不 同 :这 时 。= 冯 7,n 的 值 是 量 r,2r,3r,4r，。 

在 这 种 情况 下 ,我 们 不 难得 到 分 数 :党 和。e-“ 的 值 ;它们 是 
co- 各 和 e- 生 。 

由 此 我 们 可 以 推出 二 个 值得 注意 的 结论 :第 一 , 当 两 立方 体 有 
很 大 体积 ,并 且 a 和 a 是 它们 的 半边 长 时 ;如 果 第 一 个 在 从 温度 4 
过 渡 到 温度 B 时 需要 时 间 4; 那么 时 间 和 vw 与 半边 长 的 平方 a 和 
ar? 成 正比 。 对 于 体积 很 大 的 球 ,我 们 得 到 一 个 类 似 的 结果 。 第 二 ， 
如 果 立 方 体 的 半边 长 a 是 相当 大 的 , 球 的 半径 有 同一 数值 a, 并 且 
在 时 间 t 内 立方 体 的 温度 从 4 下 降 到 8, 那 么 当 球 的 温度 从 4 降 到 
8 时 , 它 将 历经 不 同 的 时 间 4 ,并且 时 间 t 和 vw 的 比 是 4: 3。 

因此 , 当 立 方 体 和 内 切 球体 积 很 小 时 它们 同样 迅速 地 冷却 ;在 
这 种 情况 下 ,每 个 物体 的 冷却 时 间 都 与 它们 的 厚度 成 正比 。 如 果 立 
方 体 和 内 切 球 的 体积 很 大 ,那么 这 两 个 固体 的 最 后 冷却 时 间 不 是 
一 样 的 。 立 方 体 的 这 个 时 间 比 球 的 这 个 时 间 要 大 ,其 比 为 4: 3, 这 
两 个 物体 的 冷却 时 间 都 分 别 随 直径 的 平方 而 增加 。 

341. 我 们 曾 假定 物体 在 温度 恒定 的 空气 中 缓慢 冷却 。 我 们 
可 以 使 表面 受 其 它 任何 条 件 的 作用 。 例 如 设想 某 种 外 因 使 它 的 所 
有 点 都 保持 固定 温度 0。 进入 余弦 符号 下 的 " 值 的 量 w,z,g 必须 在 
这 种 情况 下 使 cosnr 在 z 取 完 全 值 a 时 变 成 0,cospy 和 cosgz 亦 如 
此 。 如 果 立 方 体 的 边 24 由 来 表示 ,27 是 半径 为 1 的 圆周 长 ;部 
么 我 们 可 以 用 下 面 的 方程 表示 * 的 一 个 特殊 值 .这 个 方程 同时 满 
足 热 运动 和 表面 状态 的 一 般 方程 ， 


全 于 


J 
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一 e- 史 cosr 。 Cosy 。cosz。 

当 x 或 y 或 :得 到 其 极 值 十 也 或 一 也 时 ,无 论 ! 如 何 ,这 个 孙 
数 都 为 0: 但 是 车 不 历经 相当 长 的 时 间 , 温 度 的 这 个 表达 式 就 不 可 
能 有 这 种 简单 的 形式 ,除非 给 定 的 初始 状态 本 身 就 由 coszcosycosz 
来 表示 。 这 就 是 我 们 在 第 一 章 第 8 节 第 100 目 中 所 假定 的 。 前 而 
的 分 析 证 明 我 们 在 刚才 引述 过 的 那 一 目 中 所 运用 过 的 这 个 方程 成 
立 。 

到 目前 为 止 ,我 们 讨论 了 热 的 理论 中 的 一 些 基本 问题 ,并 且 考 
察 了 那 种 元 素 在 一 些 主要 物体 中 的 作用 。 在 我 们 所 挑选 出 的 这 些 
问题 中 ,每 一 个 都 有 一 个 新 的 更 大 的 困难 。 我 们 有 意 省 略 了 许多 中 
间 问 题 ,例如 在 两 端 保持 固定 温度 或 受 空气 作用 的 棱柱 中 的 线性 
热 运动 问题 。 应 当 对 在 气体 介质 中 冷却 的 立方 体 和 和 矩形 楼 柱 的 变 
化 的 热 运动 的 表达 式 进行 概括 ,并 假定 任意 的 初始 状态 .这 些 研究 
只 需 本 书 所 阐述 过 的 那些 原理 就 足够 了 。 


傅立叶 先生 在 巴 歼 1827 年 的 《科学 院 研究 报告 } 第 7 卷 第 605 一 一 624 页 中 所 发 表 
的 一 篇 题 为 “ 虚 根 的 判别 和 由 热 理论 所 决定 的 超越 方程 的 代数 分 析 定理 的 应 用 ” 
(Memoire sur ln distinction des racines imaginaires ,et sir (' apMication des theoremes d' analyse algebrigue 
qur équatins transcendaates gui depemdent de la théurie de la chaleur)。 它 包含 热 的 理论 中 的 两 个 命 
题 的 证 明 。 如 果 有 两 个 相 类 似 的 凸 形 固体 ,它们 对 应 的 基 元 有 相同 的 密度 , 比 热 和 热 导 
率 , 且 有 相同 的 初始 温度 分 布 ,那么 ,第 一 , 当 表 面 的 对 应 基 元 保持 恒定 温度 时 ,或 者 第 
二 , 当 表 面 的 对 应 点 的 外 部 介质 温度 保持 不 变 时 ,这 两 个 物体 的 条 件 在 经 过 象 因 次 平 
方 这 样 的 时 间 后 仍然 相同 。 

因为 沿 经 过 对 应 棱柱 基 元 端面 积 s、s' 的 流 线 的 流速 是 x 一 *:w 一 ” ,此 处 (4,7),(w， 
+) 是 在 s 和 的 对 边 (opposite sides) 上 在 同一 距离 记 4 处 的 对 点 (peirs of Points) 的 温度 ; 
并 且 , 如 果 a : *' 是 量 纲 的 比 , 则 w 一 + :vw 一 +* 二 x : ,此 外 ,如 果 尼 ,出 是 对 应 的 时 间 , 则 
棱柱 基 元 所 得 到 的 热量 就 是 st(u 一 )dt ;ykCu 一 r')dr ,或 是 nzr 卫 :mazndt .但 是 由 于 站 
积 是 ma : ws, 所 以 ,如 果 温 度 的 对 应 变化 总 是 相等 的 ,那么 我 们 肯定 有 
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wet 或 


2 
= 


而 


在 第 二 种 情况 下 ,我 们 必须 仍 定 尹 : H 二 n+:w。 


第 九 章 
热 扩散 


第 一 节 
无 穷 直线 中 的 自由 热 运动 


342. 这 里 ,我 们 考虑 在 一 个 匀 质 固体 中 的 热 运 动 , 这 个 固体 
的 各 个 维度 都 是 无 穷 的 。 这 个 固体 被 无 穷 密 且 与 公共 轴 垂 直 的 无 
数 平面 所 分 割 ; 并 且 首先 假定 这 个 固体 只 有 一 部 分 已 经 被 加 热 , 即 
包含 在 两 个 平行 平面 4 和 B 之 间 的 那 一 部 分 ,这 两 个 平面 的 距离 
是 9; 其 它 所 有 部 分 取 初 始 温度 为 0; 不 过 包含 在 4 和 8B 之 间 的 任 

-平面 都 有 一 给 定 的 初始 温度 ,这 一 初始 温度 可 看 作 是 任意 的 ,并 
且 在 平面 上 的 每 一 点 都 相同 ;不 同 平面 上 的 温度 则 不 同 。 因 此 ,由 
于 这 个 固体 的 初始 温度 已 经 被 定义 ,所 以 需要 用 分 析 来 确定 所 有 
的 后 继 状态 。 所 讨论 的 这 种 运动 完全 是 线性 的 ,并 且 沿 平面 轴 的 方 
向 进行 ,因为 显然 ,由 于 平面 每 一 点 的 初始 状态 是 一 样 的 ,所 以 在 
垂直 于 轴 的 任 一 平面 上 不 可 能 有 任何 传导 。 

代替 无 穷 固体 ,我 们 可 以 假定 很 细 的 一 个 棱柱 , 它 的 侧面 完全 
不 透 热 。 这 时 ,这 种 运动 就 可 以 仅仅 看 作 是 无 穷 直线 运动 ,该 直线 
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是 棱柱 所 有 截 平 面 的 公共 轴 。 当 我 们 对 固体 已 经 被 加 热 的 部 分 的 
所 有 点 赋 子 完全 任意 的 温度 ,而 取 固体 其 它 所 有 点 的 初始 温 为 0 
时 ,这 个 问题 就 更 一 般 了 ,无穷 固体 中 的 热 分 布 规律 应 当 有 一 个 简 
单 而 显著 的 特征 ;因为 这 种 运动 不 受 表面 障碍 或 介质 作用 的 干扰 。 

343. 由 于 每 一 点 的 位 置 涉及 到 三 个 直角 坐标 轴 , 我 们 在 这 
三 个 轴 上 测定 坐标 z,y,z, 所 以 ,所 求 的 温度 是 变量 z,y,z 和 时 间 1 
的 函数 。 这 个 函数 + 或 9(z,y,z) 满 足 一 般 方程 


do_ Kldv, dr dv 
人 = 布 ( 怨 + 各 + 各 )…… 


此 外 , 它 必 然 表 示 初 始 状 态 , 这 个 初始 状态 是 任意 的 ;因此 ,用 
F(x,y,2) 表 示 在 时 间 为 0, 即 在 热 扩 散 开始 时 在 任 一 点 所 取 的 给 定 


温度 值 ,我 们 必定 有 

bz 191250)=P (ry,2) ee (Db), 
因此 我 们 必须 找到 一 个 四 变量 z,y,z,t 的 函数 ov, 该 隙 数 满足 微 方 
程 (a) 和 定义 方程 (5)。 


在 我 们 前 面 所 讨论 的 问题 中 ,这 个 积分 服从 于 由 表面 状态 所 
决定 的 第 三 个 条 件 : 因 此 ,这 一 分 析 更 加 复杂 ,其 解 需要 运用 指数 
项 。 当 这 个 解 只 需 满 足 初始 条 件 时 ,这 个 积分 形式 就 简单 得 多 了 ; 
且 不 难 立 即 确定 三 维 的 热 运动 。 但 是 ,为 了 阐明 理论 的 这 一 部 分 ， 
并 且 确 定 扩散 根据 什么 规律 而 进行 ,我 们 最 好 首先 考虑 线性 运动 ， 
同时 把 它 分 解 成 下 面 两 个 问题 :我 们 在 后 面 会 看 到 它们 怎样 应 用 
于 三 维 的 情况 。 

344. 第 一 个 问题 :一 条 无 穷 直 线 的 一 部 分 在 所 有 点 上 都 
被 升 高 到 温度 1; 直 线 的 其 它 点 的 实际 温度 为 0; 假定 热 不 能 扩散 
到 周围 介质 中 去 ;我 们 不 得 不 确定 在 一 给 定时 间 之 后 这 条 直线 的 
状态 是 怎样 的 。 假定 第 一 ,包含 在 a。 和 4。 之 间 的 点 的 初始 温度 是 不 
等 的 , 且 出 任 一 曲线 的 纵 坐标 表示 ,我 们 首先 把 该 曲线 看 作 是 由 两 
个 对 称 部 分 所 组 成 的 ( 见 图 16) ;第 二 ,部 分 热 通过 固体 表面 而 扩 
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散 ,该 固体 是 一 个 非常 细 而 无 穷 长 的 棱柱 ,这 样 假定 后 ,我 们 就 使 
这 个 问题 更 一 般 了 。 

第 二 个 问题 在 于 确定 一 端 受 恒温 > i 

作用 的 一 个 无 穷 长 棱柱 棒 的 后 继 一 一 
状态 。 这 两 个 问题 的 解 取决 于 方 

程 图 16 


Chaar CDS | 
的 积分 (等 105 目 ), 这 个 方程 表示 线性 热 运动 。" 是 与 原点 距离 为 
z 的 点 在 历经 时 间 t 之 后 所 必然 具有 的 温度 ;K, 矿 ,C,D,L,5 表示 
内 热 导 率 ,表面 热 导 率 , 比 热 ,密度 ,垂直 截面 的 围 道 和 这 个 截面 的 
面积 。 

345. 在 第 一 个 例子 中 考虑 热 在 一 条 无 穷 直线 中 自由 传导 的 
情况 ,这 条 直线 的 一 部 分 必 已 经 得 到 任 一 初始 温度 ;其它 所 有 点 
的 初始 温度 为 0。 我 们 在 这 根 棒 的 每 一 点 都 建立 一 个 平面 曲线 的 
纵 坐标 ,以 表示 在 那 一 点 的 实际 温度 ,我 们 看 到 ,在 某 个 时 间 值 +， 
这 个 固体 的 状态 由 这 条 曲线 的 形状 来 表示 。 用 v=F(z) 表 示 与 给 
定 初始 状态 相对 应 的 方程 ,为 使 研究 更 为 简单 ,首先 假定 这 条 曲线 
的 初始 形状 由 两 个 对 称 部 分 组 成 ,这 样 我 们 有 条 件 

F(z) 一 PC 一 z)。 


人 -1 2 一)， 
设 而 一 和 55 一 全 
dv dv ce EE 
在 方程 到 一 22 一 如 中 令 "一 eu, 我 们 有 
du diu 
一下 三 。 


假定 zx 的 一 个 特殊 值 , 即 acosqre-“';a 和 4 是 任意 常数 。 设 a， 
azva,… 是 一 系列 任意 值 ,9 ,4q ,9,… 是 与 系数 & 值 相 对 应 的 一 系 
列 值 ,我 们 有 
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4 一 aicos(giz)e- 吉 十 azcos(gazje -号 (十 aacos(gaz)e- 本 十 ……。 
首先 假定 ,作为 某 一 条 曲线 的 横 轴 9, 值 9 ,9:,9g,… 以 无 穷 小 度数 
增加 ;因此 它们 等 于 dg,2dq,3dg,…;dg 是 这 根 横 轴 的 常 微分 ;其 次 
假定 值 a;,a2,a;,… 与 同一 曲线 的 纵 坐 标 8 成 正比 ,并 假定 它们 等 
于 Qidg,0sdqg,Qsdq,… ,8 是 9 的 某 个 函数 。 由 此 得 到 4 的 值 可 以 表 
示 成 : 


4 一 | dqgcosgze- 
9@ 是 一 个 任意 函数 f(9), 这 个 积分 可 以 从 9=0 取 到 9=co。 现 在 困 
难 被 简化 成 适当 确定 函数 @ 了 。 
346. 为 了 确定 8, 我 们 必须 假定 在 4 的 表达 式 中 t=0, 并 使 
4 等 于 f(z)。 因 此 我 们 有 条 件 方程 


F(z)= | woeosar, 


如 果 我 们 用 9 的 任 一 个 函数 代替 8, 并 且 把 这 个 积分 从 9 二 0 
积 到 9 一 co ,那么 我 们 会 得 到 z 的 一 个 函数 :需要 解决 的 是 问题 的 
道 , 即 需要 确定 ,在 对 9 作 代 换 后 ,9 的 什么 函数 最 后 给 出 函数 
R(z), 这 是 一 个 值得 注意 的 问题 , 它 的 解 需要 仔细 加 以 考虑 。 

展开 积分 号 ,我 们 记 必 然 导出 8 值 的 方程 如 下 ; 

R(z) 一 d9@icosqiz 十 dg@xcosq2z 十 dgQacosgsz 十 …。 

为 了 使 右边 除 某 一 项 外 其 它 所 有 项 都 消 掉 , 用 drcosrz 乘 两 
边 ,然后 对 z 从 z=0 到 >z=xz 积分 ,此 处 4 是 一 个 无 穷 大 的 数 ,7 
表示 等 于 91,9.,9;,… 之 中 的 或 者 同样 地 ,等 于 dg,2dg,3dg,… 之 中 
的 任 一 个 量 。 设 4 是 变量 4 的 任 一 个 值 ,% 是 另 一 个 值 , 即 我 们 为 7 
所 取 的 值 ,我 们 有 ?= jg 和 9=iig。 然 后 把 无 穷 大 的 数 看 作 是 表 


示 含 基 元 由 的 单位 长 度 多 少 僧 的 数 ,因此 我 们 有 十。 取 积 分 ， 
我 们 得 到 ,只 要 * 和 9 取 不 同 的 量 , 积 分 | dxcosqzcosrz 的 值 就 为 0; 
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但 是 当 4=r 时 , 它 的 值 是 庆 7。 这 由 积分 除 保留 右边 某 一 项 , 即 信 
4 或 "的 项 外 消去 所 有 其 它 项 这 一 事实 得 出 。 对 这 同一 项 起 作用 
的 函数 是 0,, 因 此 我 们 有 
fap Cyeosgr =dn0, Dr. 
对 ng 代 之 以 它 的 值 1, 我 们 有 
屯 - fap Ce)eosgr, 

因而 一 般 地 ,我 们 得 至 现 = | tp(z)cosgz。 所 以 ,为 了 确定 满足 
所 提出 的 条 件 的 函数 9, 我 们 必须 用 dxeosgr 乘 已 知 函数 P(z), 并 
且 取 从 等 于 0 到 = 等 于 无 穷 的 积分 ,同时 用 之 乘 这 个 结果 ; 即 我 


们 由 方程 KGz) 一 df(g)cosgz 推 出 f(9) 一 全 | PCz)cosrz ,函数 


(z) 表 示 仅 中 间 部 分 受热 的 一 个 无 穷 梭 柱 的 初始 温度 。 在 这 个 表达 
式 中 用 fC9) 的 值 代替 F(z) ,我 们 得 到 一 般 方程 


Fp) 二 J dgcosqr 网 dzF (zx)cosqr***"**" (e)。 


347. 如 果 我 们 在 "的 表达 式 中 代 进 我 们 所 得 到 的 函数 @ 的 
值 ,那么 我 们 有 下 面 的 积分 , 它 包含 所 提出 的 问题 的 完全 解 ， 


xt 


Pr 
Ze “| dgcosqre -mt | dzF (x)cosgr。 


由 于 对 z 的 积分 是 从 z=0 取 到 z 等 于 无 穷 ,所 以 结果 是 9 的 

一 个 函数 ;然后 相对 g 从 4=0 到 4=c 取 积分 ,我 们 为 ”得 到 z 和 上 

的 一 个 函数 , 它 表示 固体 的 连续 状态 。 由 于 对 z 的 积分 使 变量 z 消 

去 ,所 以 在 * 的 表达 式 中 可 以 用 任 一 变量 "来 代替 它 , 因 积分 在 同 
-区 间 内 取 , 即 从 a 二 0 取 到 a=o0, 所 以 我 们 有 


ap 


=e™* | dgcosqre—™ | daF (a)cosqa, 
2 Jo 0 


318 


或 =e | adapla) | dge—""cosgrcosga。 
J “0 


对 g 的 积分 给 z,t 和 a 的 一 个 函数 ,在 对 a 取 积分 时 ,我 们 得 
到 只 有 xz 相 的 一 个 函数 。 在 后 一 个 方程 中 不 难 完成 对 4 的 积分 ， 


内 此 + 的 表达 式 会 发 生变 化 ,一 般 地 ,我 们 可 以 对 方程 


dr dzr 
=k 一 一 如 
dt dz? 


的 积分 给 出 不 同 的 形式 ,它们 都 表示 z 和 的 同一 个 函数 。 

348. 首先 假定 包含 在 a 和 45 之 间 从 z= 一 1 到 z=1 的 所 有 
点 的 初始 温度 都 有 共同 值 1. 所 有 其 它 点 的 初始 温度 是 0, 消 数 
(z) 由 这 个 条 件 给 出 ,这 时 ,对 z 的 积分 必须 从 z=0 取 到 z= 二 1, 因 
为 由 假定 ,这 个 积分 的 其 它 部 分 为 0。 因 此 我 们 得 到 


2 sing mu 
2 
9Q= 二 了 和 2 =e | ge Cosgrsing, 


如 前 面 所 见 到 的 ,我 们 不 难 把 右边 变 成 一 个 收敛 级 数 ; 它 严 格 
表示 固体 在 一 给 定时 刻 的 状态 ,如 果 我 们 在 其 中 令 t=0, 那 么 它 表 
示 初 始 状态 。 

时 和 xz 给 定 包含 在 一 1 到 1 之 间 的 任 一 个 值 , 那 
么 函数 二 sngcoszz 就 等 于 1 : 但 是 如 果 对 z 给 定 一 1 到 1 区 
间 之 外 的 任 - 个 信 时 , 则 这 个 函数 为 0。 由 此 我 们 看 到 不 连续 函数 
也 可 以 肯定 积分 来 表示 。 

349， 为 了 给 出 前 面 公式 的 第 二 种 用 法 ,让 我 们 假定 这 根 梯 
的 某 一 点 已 经 由 同一 热源 的 便 定 作用 而 被 加 热 ,并 假定 它 已 经 达 
到 其 永恒 状态 ,已 知 这 个 状态 由 一 条 对 数 曲 线 表示 。 

需要 确定 的 是 在 撤 掉 热 源 后 热 扩 散 以 什么 规律 进行 。 用 F(z) 


/ue 
表示 温度 的 初始 值 ,我 们 有 F(z)=he 入 悟 ; 4 大野 热风 闪 点 的 
初始 温度 。 为 简化 这 一 研究 ,让 我 们 令 4= 1 1。 这 时 我 们 有 
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F(z) =e, 由 此 我 们 推 得 子 0 二 | de-'eosgr, 从 等 于 0 到 等 于 


无 穷 取 积分 , 则 于 0 下 二。 因此 , 含 = 和 的" 值 由 下 述 方程 给 


350。 如 果 我 们 令 :一 0, 那 么 我 们 有 至 一 [9 宪 , 它 对 应 
于 初始 状态 。 因 此 式 | 人 和 等 于 e…。 必 须 注意 ,根据 假定 , 当 
= 变 成 负数 时 ,表示 初始 状态 的 函数 P(z) 不 改变 它 的 值 , 在 初始 状 
态 形成 之 前 由 热源 所 传递 的 热 同等 地 从 点 0 向 左右 两 边 传导 ,点 
0 直接 得 到 这 些 热 :由 此 得 到 ,其 方程 为 = ”宇和 的 曲线 由 两 
个 对 称 的 分 校 组 成 ,这 两 个 分 梳 由 方程 为 =e- 的 对 数 曲 线 在 
轴 有 边 的 那 一 部 分 在 y 轴 左 右 两 边 的 重复 而 形成 。 这 里 ,我 们 看 到 
不 连续 函数 由 定 积分 表示 的 第 二 个 例子 。 当 z 为 正 时 ,函数 


之 让 从 尝 等 于 。- ,但 是 当 : 的 负 时 , 它 是 e0。 


351. 正如 我 们 即将 看 到 的 ,一 端 受 恒温 作用 的 无 穷 长 棒 的 
热传导 问题 可 以 简化 成 一 条 无 穷 直线 的 热 扩散 问题 ;但 是 必须 假 
定 初始 热 不 是 同等 地 作用 于 这 个 固体 的 两 个 相 邻 部 分 ,而 是 以 相 
反 的 方式 分 布 ; 即 若 用 F(z) 表 示 与 这 条 直线 中 点 距离 为 z 的 一 点 
的 温度 时 ,距离 为 一 z 的 相对 点 的 初始 温度 值 为 一 f(z) 。 

这 第 二 个 问题 与 前 面 的 问题 差别 其 小 ,并 且 可 以 用 类 似 的 方 
法 来 解 :不 过 这 个 解 也 可 以 根据 我 们 用 来 确定 一 个 有 限 体积 的 固 
体 中 的 热 运动 的 分 析 导 出 。 

假定 无 穷 棱柱 棒 的 一 部 分 吧 已 经 以 任 一 方式 被 加 热 , 见 图 


全 参见 歼 曼 ,( 偏 微 分 方 性 》, ;3 16 .第 34 页 。 一 一 A.F. 
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(16* ), 并 且 相 对 的 部 分 ap 处 于 类 似 的 状态 中 ,只 是 符号 相反 ;这 
个 固体 的 所 有 其 余部 分 的 初始 温度 为 0。 同 时 假定 周围 介质 保持 
恒温 0 度 不 变 , 它 或 者 从 这 根 棒 那 里 得 到 热 ,或 者 通过 棒 的 外 表面 
向 这 根 棒 传 热 。 要 求 的 是 在 一 给 定时 间 ! 之 后 .与 原点 距离 为 z 的 
点 的 温度 将 是 怎样 的 。 


我 们 首先 考虑 这 根 被 加 热 的 
棒 有 有 限 长 度 2X, 且 受 某 种 外 因 一 人 六 
作用 ,这 种 作用 使 它 在 两 端 保持 
恒温 0 度 不 变 ;然后 我 们 令 
X=o0。 围 16* 
352. 我 们 先 运用 方程 
do 天 dr HL, dv 2 局 
d CDdz: CDSs”; ad dz 
令 "一 e ww, 我 们 有 


dr du 
此 dz 


4 的 一 般 值 可 表示 如 下 : 
u =qme-"singiz 二 aze-%'sing2z 十 Qe 一:singaf 十 ‘oo 
这 时 令 z=X, 它 应 当 使 "的 值 为 0, 为 了 确定 这 一 系列 指数 9， 
我 们 有 条 件 singX 二 0 或 X= 江 ,i 是 一 个 整数 。 
因此 
w=ae sin ose ein + 
剩 下 的 只 是 求 一 系列 常数 a1,a2,03,…, 令 二 0, 我 们 有 


u=F(7) msin T +asin 2 Foin 3 十。 


设 至 =，, 并 且 f(r) 表 示 PCz) 或 PC); 我 们 有 


了 f(r) 一 aisinr 十 azsin27 十 assin37 十 …。 
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我 们 以 前 曾 得 到 "一 2 | 和 f(r)sinir ,积分 从 7=0 取 到 7=7。 
因此 
= {ap (sin Ec 


对 z 的 这 个 积分 必须 从 +=0 取 到 z=X。 作 这 些 代 换 , 我 们 建 


2 民 
r= Xe | ee “visin 由 “dzF(z)sin 受 
十 e i ‘sin 于 | | er (r)sin + “(a)。 


353。 如 果 棱 柱 有 以 2X 所 表示 的 有 限 长 度 ,那么 上 述 方程 
就 是 解 .这 是 我 们 到 现在 为 止 所 建立 的 这 些 原理 的 一 个 明显 推论 ， 
现在 只 需 假定 长 度 X 是 无 穷 的 。 设 =wr,n 是 一 个 无 穷 大 的 数 ， 


同时 9 是 一 个 变量 , 它 的 无 穷 小 增 量 4 都 相等 ;我 们 用 十 代替 nm。 
由 于 进入 方程 (a) 的 级 数 的 通 项 是 
e- ‘in J pysin 罕 ， 
所 以 我 们 用 区 表示 数 , 它 是 可 变 的 , 且 变 成 无 穷 大 。 因 此 我 们 有 
= 一 
在 所 说 在 项 中 作 这 些 代 换 , 我 们 得 到 。-“"singz | dzP(z)singz。 


每 一 个 这 样 的 项 都 必须 用 和 或 元 蕊 来 除 ， 因而 变 成 无 穷 小 量 ,这 个 


级 数 的 和 不 过 是 一 个 积分 ， 它 必须 相对 4 从 4 0 到 4g=co 积 分 , 因 
此 


v=Ze pe J ae- isingr | dzF (7)singre**** (a), 


对 z 的 这 个 积分 必须 从 z=0 取 到 z=oo。 
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我 们 也 可 以 写 
oP ES , 
Ze 1 de ‘singr 六 daF (a)singa 
或 至 =e 广 daF (a) 仁 dge- singrsinga。 
J0 Jo 


方程 (a) 包 含 问题 的 通 解 ;并 且 , 用 任 一 服从 或 不 服从 于 连续 
性 规律 的 消 数 来 代替 (zx) ,我 们 都 总 能 够 根据 x 和 上 来 表示 温度 
值 : 只 是 必须 注意 函数 FCz) 与 由 两 个 相等 且 交 变 的 部 分 所 组 成 的 
-条 曲线 相对 应 作 。 
354. 如果 棱 柱 中 的 初始 热 以 这 样 一 种 方式 分 布 :表示 初始 
状态 的 曲线 fFFF (图 17) 由 位 于 固定 点 0 的 左右 两 条 相等 的 弧 所 
组 成 ,那么 变化 的 热 运动 就 由 方程 


mu a AS 
之 一 | daF (a) 下 dge™* ‘cosgzrcosga 已 


来 表示 4 
如 果 表 示 初 始 状 态 的 曲线 ffff 图 17 
(图 18) 由 两 个 相似 且 交 变 的 弧 组 成 ,那么 给 出 温度 值 的 积分 就 是 


=e 四 入 daf (a) 全 dge-" ‘singrsinga 


如 果 我 们 假定 初始 热 以 任 一 方式 分 


布 ,那么 不 难 根据 前 面 二 个 解 导出 :的 f 
表达 式 。 事 实 上 ,无 论 表示 给 定 的 初始 温 
度 的 函数 gz) 怎 样 , 它 都 总 可 以 分 解 成 图 18 


两 个 其 它 函 数 PCz) 十 J(z) ,其 中 一 个 对 应 于 曲线 FFFF, 另 一 个 与 
曲线 ffff 相对 应 ,因此 ,我 们 有 这 样 三 个 条 件 : 
F(z)=PF(—z),f(7) f(—z) ,$xz)=F(7)+f(7)。 
我 们 在 第 233 和 234 且 中 已 经 使 用 过 这 个 注 记 ,我 们 也 知道 ， 


D 即 FO)=—F(—D), —A.F. 
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每 一 个 初始 状态 都 引起 仿佛 独立 存在 的 一 个 可 变 的 部 分 状态 。 这 
三 个 不 同 状态 的 合成 并 不 把 变化 引进 到 分 别 由 它们 每 一 个 所 引起 
的 温度 中 去 。 由 此 得 到 .用 "代表 由 表示 全 函数 %z) 的 初始 状态 所 
产生 的 变化 温度 ,我 们 肯定 有 


NV Fe fo 
T=e “( 上 dge™® ‘cosgr 上 daF (a)cosga 


地 | dge” osingz 广 daf (a)singa) 机 
如 果 我 们 在 一 oo 到 十 oo 之 间 对 a 取 这 些 积分 ,那么 显然 ,我 们 
会 使 这 个 结果 翻 一 倍 。 这样 ,在 前 面 的 方程 中 ,我 们 可 以 略 去 左边 
的 分 母 2, 并 且 在 这 第 二 种 形式 中 对 “从 = 一 = 到 “= 十 co 取 这 
些 积分 。 我们 还 不 难看 到 ,我 们 可 以 用 | “dapCa)cosga 来 代替 
ada?eosga; 因 为 由 函数 Ce) 所 服从 的 这 个 条 件 可 以 得 到 ， 


我 们 肯定 有 a 
0= | dof (a)cosga, 


我 们 也 可 以 用 

万 dap(a)singa ”代替 人 daf(a)singa。 
因为 我 们 显然 有 

0= 人 广 ” dap(a)singa。 

由 此 我 们 得 到 je 

三 一 6 修 de 人 聊 dab (a) ciacosdr 

于 站 dag(a)singasindz) ， 

或 Al 一 2 i aero 有 dab(a)cosg(z 一 a) ， 


或 坝 一 cy Es dadla) 发 de-wicosg(r 一 a) 。 
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355. 这 第 二 个 问题 的 解 清 楚 地 指明 在 我 们 刚才 所 运用 的 定 
积分 和 我 们 对 一 个 有 限 形状 的 固体 所 运用 的 分 析 结果 之 间 有 什么 
样 的 联系 ,在 这 一 分 析 所 提供 的 收敛 级 数 中 , 当 我 们 对 表示 量 纲 的 
量 给 出 无 穷 值 时 ;这 些 项 的 每 一 个 都 变 得 无 穷 小 ,并 且 除 一 个 积分 
之 外 级 数 和 为 6。 我们 也 可 以 同样 的 方法 而 无 需 用 任何 物理 上 的 
考虑 ,直接 从 我 们 在 第 三 章 所 应 用 过 的 这 些 不 同 三 角 级 数 得 到 这 
些 定 积分 ;我 们 只 需 给 出 这 些 变换 的 某 些 例子 就 够 了 ,这 些 例子 中 


的 结果 是 值得 注意 的 。 
356. 在 方程 
z=sina 十 sin3u 十 二 sin5u 十 … 


中 ,我 们 用 量 二 来 代 闪 wz 是 一 个 新 变量 ,是 一 个 等 于 志 的 无 穷 


大 的 数 ; 是 由 等 于 dg 的 无 穷 小 量 逐 次 相 加 而 形成 的 一 个 量 。 我们 


用 各 表示 变数 i。 如 果 在 道 项 去 年 1sin(2i 二 1) 三 中 ,我 们 让 1 和 # 代 


之 以 它们 的 值 ,那么 这 个 项 就 变 成 多 sn29r。 这 样 ,级 数 和 是 
言 和 sin2gz, 积分 从 4 一 0 取 到 4 一 ;因此 我 们 有 方程 


车 z= 去 信和 sn2oz, 无 论 * 有 怎样 的 正 值 ,这 个 等 式 都 成 立 。 令 


2 一 rr 是 一 个 新 变量 ,我 人 有 虹 一 宅 和 去 + 一 全 sinr; 人 们 知 
道 定 积分 | 宪 sinr 的 这 个 值 已 经 有 一 段 时 间 了 .如 果 在 假定 为 负 
时 我 们 从 > 一 0 到 * 一 一 z 取 这 个 积分 ,那么 我 们 显然 会 得 到 反 号 
的 结果 一 去 r。 

357。 我 们 刚才 对 等 于 却 = 或 一 村 = 的 积分 | 衬 snr 的 值 所 
作 的 注 记 可 以 用 来 弄 清 表 达 式 
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入 ea 
的 性 质 ,这 个 式 子 的 值 我 们 已 经 求 出 (等 348 目 ), 它 随 z 在 或 不 在 
1 到 一 1 之 间 而 等 于 1 或 0。 
事实 上 ,我 们 有 


rdg i 1 rd 
| 7 cosqzsing 一 亏 | 9 sing(z 十 1) 5 J 9 sing(z 1); 


第 一 项 随 * 十 1 是 一 个 正 数 或 负数 而 等 于 二 = 或 一 十 ;第 二 项 
言 」 各 sina(z 一 DD 随 + 一 1 是 正 数 或 负数 而 等 于 了 > 或 于 r。 这 


样 ,如 果 z 十 1 和 z 一 1 有 相同 的 符号 ,那么 整个 积分 为 0; 因为 ,在 
这 种 情况 下 这 两 项 相互 抵消 。 但 是 ,如 果 这 些 量 有 不 同 的 符号 , 即 
如 果 我 们 同时 有 

z 十 1>0 且 xz 一 1<0， 


那么 这 两 项 加 起 来 ,这 个 积分 的 值 就 是 却 r。 因 此 , 定 积分 
二 站 各 singeosgz 是 z 的 一 个 函数 ,如 果 变 量 z 取 包含 在 1 到 一 1 


之 间 的 任 一 个 值 , 则 它 等 于 1; 对 于 其 它 不 包含 在 区 间 1 到 一 1 之 
间 的 每 一 个 z 值 ,这 个 函数 等 于 0。 

358. 我 们 还 能 够 从 进入 这 些 积 分 的 级 数 变 换 推 出 两 个 式 子 
2 [~ dgcosgr 和 2 (~ gqdgsingr 


了 Jo ] 十 92 T Jo 1 十 9 

的 性 质 @, 第 一 个 式 子 在 z 为 正 时 等 价 于 ez 为 负 时 等 价 于 e。 
第 二 个 在 z 为 正 时 等 价 于 e, 在 z 为 负 时 等 价 于 一 ,因此 当 z 为 
正 时 这 两 个 积分 有 相同 的 值 , 当 x 为 负 时 它们 有 反 号 值 .它们 一 个 


@ 在 + 的 极限 信 上 ,这 个 积分 的 入 是 亡 ; 黎 彼 , $15。 一 A.F. 
@ 参见 黎 曼 ,$16。 一 A.F. 
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由 曲线 eee 来 表示 (图 19) , 另 一 个 由 曲线 seee 表示 (图 20)。 


图 19 图 20 
我 们 (在 第 226 目 ) 所 得 到 的 方程 
二 
立即 给 出 积分 二 上 seinersinee; 如 果 > 包含 在 .到 + 之 间 ; 那 么 
这 个 表达 式 @ 等 价 于 sinz, 只 要 + 超过 7, 则 它 的 值 为 0。 
359， 同一 变换 适用 于 一 般 方程 


二) =sinu | gC)sinut sin2u (pC)sin2u+t So 
v ev 


令 u= 三 ,用 f(x) 表示 gx) 或 %( 二 ), 并 在 这 一 分 析 中 引入 量 9, 若 


4 得 到 等 于 dg 的 一 些 无 穷 小 增 量 , 则 "等 于 启 "i 等 于 契 ; 把 这 些 值 
代入 通 项 

i A 
中 ,我 们 得 到 dsinge aftzsingz。 对 的 积分 从 v 一 0 取 到 一 r， 
因此 ,对 z 的 积分 必须 从 z=0 取 到 z=nr, 或 者 从 z 等 于 0 取 到 z 


@ 在 这 个 方程 中 所 需要 的 代 换 是 用 衬 代 蔡 z, 用 身 代 替 如 ,用 4 代替 1。 这 


样 ,对 于 在 0 到 z+ 之 间 的 + 值 ,我 们 有 sinz 等 于 一 个 与 上 面 这 个 积分 等 价 的 级 数 , 对 于 0 
到 + 之 间 的 + 值 , 原 方程 成 立 。 一 A.F 
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等 于 无 穷 大 。 
因此 我 们 得 到 由 方程 
地 rf) = 广 dgsingr 六 drf(z)singz (e) 
所 表示 的 一 个 一 般 结果 ,由 此 ,用 @ 表示 9 的 一 个 函数 ,使 得 我 们 


四 


有 f(D 二 | dgQsingu, 其 中 了 Cw) 是 一 个 已 知 函数 的 方程 , 则 我 们 有 
0= 三 有 wf GDsingus 积 分 从 4 等 于 0 取 到 等 于 无 穷 大 ,我 们 已 经 
解决 了 一 个 类似 的 问题 (第 346 日 ), 并 证 明了 一 般 方程 
到 Fo 一 [acosar 广 dzP(z)cosgz ee (e)， 
它 与 前 面 的 方程 类 似 。 
360. 为 了 给 出 这 些 定理 的 应 用 ,让 我 们 假定 f(z) 一 > ,方程 
(e) 的 有 边 通过 这 个 代 换 变 成 上 dsing | tsingrr 。 
积分 
Pop 1 
| dzsingrz” 或 pa J qrsingz (qr) 
与 二 :| drsinwr 等 价 ,后 一 个 积分 从 4 等 于 0 取 到 * 等 于 无 穷 
设 “是 积分 
人 dsinzar 3 
剩 下 的 事情 是 构造 积分 
人 aningx 六 六 或 ur usinmreroi 
用 ,表示 最 后 这 个 积分 , 它 从 “等 于 0 取 到 等 于 无 穷 ,作为 商 个 


连续 积分 的 结果 ,我 们 有 项 zuv。 根据 方程 (e) 所 表示 的 条 件 , 这 时 
我 们 肯定 有 


1 
Fr = 或 WW = Bs 
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因此 ,这 两 个 超越 数 


- 人 dur'sinu 和 攻 usina 
的 积 是 去 r。 
例如 ,如 果 " 二 去 ,那么 我 们 得 到 已 知 结果 
ee 2 0 
同样 我 们 得 到 
六 2 
=/ 到 2 Bd 


PE en 
个 结果 已 被 运用 了 一 段 时 间 了 。 

361. 通过 方程 (e) 和 (e) ,我 们 可 以 解决 也 属于 偏 微分 分 析 
的 下 面 一 个 问题 。 为 了 使 表达 | ig0e “能 够 与 一 个 已 知 函数 相等 ， 
必须 把 变量 9 的 一 个 什么 函数 放 到 从 4 等 于 0 到 9 等 于 无 穷 大 的 
积分 的 积分 号 之 下 呢 @? 然而 ,无 需 为 不 同 的 结果 而 停 下 来 ,对 这 


D ante nee 1: 十 V 二 lsin V1z, 同 时 把 " 写 在 


六 ,以 此 变换 a。 和 ,并且 重新 合并 VV Nt 参见 $407.。 一 -RLE. 


名 “为 了 做 到 这 一 点 ,把 士 z V 一 1 代入 f(z) 并 相 加 ,因此 
2 | ents VD +s Es 
pt 因此 
o= 二 二 | eceVcD+r-: 一 Decosgrtr。 
人 不 过 处 理 虚 量 的 困难 会 不 断 出 现 。 一 RL. 
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些 结果 的 考查 会 使 我 们 远离 我 们 的 主要 目的 ,我 们 只 限于 下 述 结 
果 , 该 结果 由 合并 两 个 方程 (e) 和 (e) 而 得 到 。 
可 以 把 它们 置 于 


fo fc 
六 7 (7)= |， dsingz | daf (a)singa 


和 去 re 一 上 dgcosqr 广 daF (a)cosga 
的 形式 之 下 。 
如 果 我 们 对 “从 一 ce 到 十 ce 取 这 两 个 积分 ,那么 每 个 积分 的 
结果 将 翻 一 倍 , 这 是 两 个 条 件 
f(a) 一 一 了 (一 a) 和 F(a)=F(~a) 
的 必然 结论 。 
因此 我 们 有 两 个 方程 


Xf(z) 一 | dgsingz | daf (a)singa, 


fo (be 
TAR(z) 一 J) dgcosgz | daF (a)cosga。 


前 面 我 们 已 经 注意 到 , 任 一 函数 $(z) 总 可 以 分 解 成 两 个 其 它 
的 函数 ,其 中 一 个 F(z) 满足 条 件 F(z)=F( 一 7), 另 一 个 f(x) 满足 
条 件 f(z) = 一 f( 一 z)。 因 此 我 们 有 两 个 方程 


f+” +oo 
0= de daF(a)singaq 和 0 一 诺 daf(a)cosga， 


因此 我 们 得 到 Pa 
CFD) HF =7667) = [© dsingr | dof Ca)sing 


(> 二 oo 
十 J dgcosgr EE daF (a)cosga, 
和 7T0(ZT) 一 | dgsingr | dad la)singa 
4 J -mm 
fo + 
村 |， dgcosqz i dagp (a)cosga 


或 者 79(7)= | dag(a) J) dsingrsingz + cosgacosge); 
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或 最 后 了， 
b= 二 | dapla) | dgcosg Cz—a) een (B)。 


对 9 的 积分 给 出 + 和 «的 一 个 函数 ,第 二 个 积分 使 变量 a 消 
掉 。 因 此 ,由 定 积分 ] dgcosg(z 一 a) 所 表示 的 函数 有 一 个 特殊 性 质 ， 
即 如 果 我 们 用 任 一 函数 $4a) 和 da 乘 它 ,并 在 无 穷 大 的 界限 之 间 对 
a 取 它 的 积分 ,那么 结果 等 于 rg(z); 因 此 这 个 积分 的 作用 就 是 把 “ 
变 成 >, 并 乘 以 数 r。 

362. 我 们 可 以 直接 从 第 234 目 所 陈述 的 定理 推出 方程 
(E), 这 个 定理 给 出 任 一 函数 PCz) 以 多 重 弧 的 正弦 和 余弦 展开 的 
展开 式 。 我 们 从 上 一 个 命题 过 渡 到 我 们 刚才 通过 对 体积 赋予 无 穷 
值 所 证 明 的 那些 命题 。 在 这 种 情况 下 ,级 数 的 每 一 项 都 变 成 微分 


加 ”在 “关于 波 的 理论 的 论文 "(Memoire sur ln Titorie des Ondes, 载 于 (科学 院 研究 报 
告 ), 第 1 卷 ,巴黎 ,1818 年 ,第 85 一 87 页 .) 中 , 泊 松 首次 对 定理 


ps 
FoD= 二 下 | dereos(gr—00)(0) 
T Je -mm 


给 出 了 一 个 直接 证 明 , 其 中 假定 上 是 一 个 很 小 的 正 量 ,并 且 在 积分 后 它 等 于 0。 

在 “关于 不 连续 函数 的 分 析 ”[On the Analysis of Discontinuous Functions , 载 于 《 爱 尔 
兰 皇家 科学 院 学 报 )Transactions of the Ronl Fist Academy) ,第 21 卷 ,都 柏林 ,1848 年 ,第 
126 一 130 页 。] 中 ,布尔 引进 不 连续 性 的 某 些 解析 表示 ,并 且 把 傅立叶 定理 看 作 是 未 证 
明 的 ,除非 它 等 价 于 上 面 的 命题 。 

在 “关于 几 个 定 积分 的 注 记 等 "(Note sur quelques inté gralesdt finise &c. , 载 于 (科学 
普及 协会 公报 》, 巴 黎 ,1819 年 ,第 161 一 166 页 ) 一 文 的 结尾 , 德 弗 勒 斯 指出 傅立叶 定理 
的 一 个 证 明 , 泊 松 以 一 个 修改 形式 重复 了 这 个 证 明 , 见 ( 综 合 工艺 学 校 学 报 )(Journal 
Pulyechnique) ,第 19 册 , 第 454 页 。 这 个 证 明 的 具体 困难 为 德 、 摩根 所 注意 ,《 微 积分 计 
算 ), 第 619,628 页 。 

此 处 引证 的 这 类 证 明 的 一 个 出 色 的 讨论 由 格 莱 舍 (J. W.L. Glaisher) 在 一 篇 文章 中 
给 出 ,“ 论 sinco 和 cosoo”(On sinco and cosoo),( 数 学 通信 XMesenger of Mathematics) ,系列 
1, 第 5 卷 ,第 232 一 244 页 ,剑桥 ,1871 年 。 一 一 A.F. 
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量 了 。 把 函数 变换 成 三 角 级 数 ,这 是 热 的 解析 理论 的 基本 原理 的 一 

部 分 ;要 解决 由 这 一 理论 所 决定 的 问题 ,就 必须 使 用 这 部 分 原理 。 

把 任意 函数 化 成 定 积 分 ,例如 由 方程 (8) 和 由 导出 方程 (8) 的 

两 个 基本 方程 所 表示 的 定 积分 ,这 引出 一 些 不 同 的 结果 ,我 们 在 此 

省 略 了 这 些 结果 ,因为 它们 与 物理 问题 没有 什么 直接 联系 。 我 们 只 

` 注意 同样 的 方程 有 时 以 不 同 的 形式 出 现在 分 析 中 就 行 了 。 例 如 我 
们 得 到 这 样 一 个 结果 ， 


1 oo fo 
p07) = 十 Mb(a) | dgcosq Cr— eee (B)， 


它 与 方程 (B) 的 不 同 在 于 对 a 所 取 的 积分 区 间 是 0 到 ce ,而 不 是 
一 co 到 十 co 。 

在 这 种 情况 下 必须 注意 到 , 当 z 为 正 时 ,两 个 方程 (8) 和 (BE') 
对 右边 给 出 相等 的 值 .如 果 变 量 是 负 的 ,方程 (B' ) 就 总 是 对 右边 给 
出 一 个 为 0 的 值 .方程 (8) 则 不 同 , 无 论 我 们 对 z 给 定 正 值 和 负 值 ， 
它 的 右边 都 等 于 zp(z) ,至 于 方程 (8'), 它 解 下 述 问题 , 求 一 个 :的 
函数 ,使 得 如 果 z 为 正 , 那 么 函数 的 值 为 (7) ,如 果 z 为 负 , 则 函数 
值 总 为 09 。 

363. 对 这 个 偏 微 分 方程 的 积分 给 出 我 们 在 下 一 目 中 将 要 指 
明 的 一 种 不 同形 式 时 ,我 们 也 可 以 解决 无 穷 直线 中 的 热传导 问题 。 
我 们 先 来 研究 热源 恒定 的 情况 。 

假定 初始 热 以 任 一 方式 分 布 在 整个 无 穷 长 棒 中 ,在 所 传递 的 

-部 分 热 经 外 表面 而 扩散 的 同时 ,我 们 使 截面 4 保持 一 恒温 不 
变 。 需 要 确定 在 一 给 定时 间 之 后 棱柱 的 状态 ,这 是 我 们 向 自己 所 提 


@ 柳 曼 在 ( 偏 微 分 方程 ) 中 给 出 了 这 一 证 明 ,并 推出 对 应 于 F(x)= 土 F( 一 z) 的 情 
况 的 公式 。- 一 A. FF. 

名 ”就 观点 的 清晰 性 而 言 , 这 些 注 记 是 必 不 可 少 的 。 能 够 导出 (E) 及 其 同族 形式 的 
这 些 方程 可 以 在 托 德 享 特 的 《积分 学 》(lntegrx Calculus) 中 找到 ,剑桥 ,1352 年 , 8 316, 方 
程 (3) 和 (4)。 一 一 A.F. 
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出 的 第 二 个 问题 的 目的 。 用 1 表示 未 端 4 的 恒温 ,用 0 表示 介质 温 
度 ,我 们 把 e-W 玖 作为 与 未 端 距 离 为 :的 点 的 终极 温度 ,或 者 , 若 
为 简便 起 见 , 假 定量 和 等 于 1, 则 仅 用 。" 作 为 这 一 温度 。 用。 表示 


历经 时 间 ! 之 后 这 同一 点 的 变化 温度 ,为 了 确定 +, 我 们 有 方程 
血 Ki HL 


下 一 055 好 58 


现在 设 、 1 一 6 答 二 ww 。 

. du _Kduw _ HL, 
我 们 有 WcCha’ CDsS" ; 
可 K HL 
或 者 用 代替 志 , 用 4 代替 a5s, 则 有 

dL 
d dr 


如 果 我 们 令 一生 ,那么 我 们 有 江 一 时 sw 或 5 一- 入 各 
的 值 是 实际 温度 与 终极 温度 的 差 值 ; 这 个 差 赤 愈 来 傅 趋 于 0, 其余 
极 值 就 是 0, 它 最 初等 于 
ple ， 
f(s) 表示 位 于 距离 + 处 的 点 的 温度 。 设 f(z) 是 初始 温度 超过 终 级 
温度 的 超出 量 ,我 们 必须 为 "找到 一 个 满足 方程 多 =* 澡 一 向 , 且 
其 初始 值 是 f(z) ,终极 值 是 0 的 函数 。 在 点 4 或 =0 处 ,由 假定 ， 


量 。 一 。-W 徐 有 一 个 等 于 0 的 常数 值 。 由 此 我 们 看 到 ,4 表示 热 的 
超出 量 ,这 个 量 在 开始 时 在 棱柱 中 聚集 ,然后 ,或 通过 向 无 穷 远 处 
传导 ,或 通过 向 介质 扩散 而 逃逸 。 因 此 ,为 了 表示 在 一 条 无 限 延长 
的 直线 中 端点 4 均匀 受热 时 所 产生 的 作用 ,我 们 必须 设想 ,第 一 ， 
这 条 直线 也 向 点 4 的 左边 延长 ,并 且 右 边 每 一 点 现在 受到 温度 的 
初始 超出 量 的 影响 ;第 二 ,点 4 左边 的 另 一 半 直 线 处 于 相反 的 状 


333 


态 中 ;这样 ,与 点 4 距离 一 xz 的 点 有 初始 温度 一 7(z) :这 时 热 开始 
在 这 根 棒 的 内 部 自由 运动 ,并 在 表面 扩散 。 

点 4 保持 0 度 , 并 且 所 有 其 它 点 明显 达到 同一 状态 。 如 此 ,我 
们 能 够 把 外 部 热源 不 断 传递 新 热 的 情况 看 作 是 初始 热 通过 固体 内 
部 而 传导 的 情况 .因此 ,我 们 能 以 和 第 347 和 353 目 中 热 扩散 的 相 
同方 法 解决 所 提出 的 问题 ;不 过 为 了 在 这 样 一 个 新 间 题 中 增加 解 
的 方法 ,我 们 将 以 不 同 于 我 们 至 今 所 考虑 过 的 形式 来 使 用 这 个 积 
分 。 

364。 方程 活 = 22 由 假定 "等 于 -ev 而 被 满足 。 也 可 以 把 
z 和 的 这 个 函数 放 到 一 个 定 积分 的 形式 之 下 ,这 个 定 积分 很 容易 
从 「 ie- 的 已 知 值 中 推出 。 事 实 上 , 当 这 个 积分 从 9 一 一 co 取 到 


4 一 十 co 时 ,我 们 有 W 元 = de-*。 因 此 我 们 也 有 


Vr= J are, 
5 是 任 一 常数 ,这 个 积分 的 积分 区 间 和 前 面 的 一 样 。 由 方程 
Vr= | de jge— (+ 2%) 
通过 令 如 二 太 , 我 们 得 出 
~ 让 {weve Ve 
因此 前 面 或 e*e* 的 值 等 价 于 
pl ea 人 derer-eHaV 


Vi 
我 们 还 应 假定 w 等 于 函数 
qe emt, 
a 和 是 两 个 任意 常数 ;同样 我 们 可 以 得 到 这 个 函数 等 价 于 
a ea s+ 
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因此 一 般 地 ,我 们 可 以 把 4 的 这 个 值 看 作 是 无 数 这 样 的 值 的 和 ,所 
以 我 们 有 
i [CA 
> aera ase et eee), 

常数 QI，G2，03， 和 Rls 82，13 *"* 是 待定 的 ， 这 个 级 数 表示 
z 十 24V 的 任 一 个 函数 ;因此 我 人 有 w= | doer*sGz 十 2 WV/ 色 )。 
这 个 积分 应 当 从 9 一 一 co 取 到 9= 十 co, 的 这 个 值 必然 满足 方程 
下 一 绕 ,在 我 们 已 经 开始 从 事 我 们 的 热 理论 研究 时 ,这 种 包含 一 


个 任意 函数 的 积分 还 不 为 人 所 知 , 我 们 于 1807 年 11 月 把 这 个 积 
分 递交 给 法 国 科学 院 : 它 现在 已 经 由 拉 普 拉 斯 @ 先生 的 一 个 成 果 
给 出 ,该 成 果 构 成 综合 工艺 学 校 研究 报告 第 8 卷 的 一 部 分 ;我 们 仅 
由 它 来 确定 线性 热 运 动 。 我 们 由 它 得 出 


w=e* [dge-iplz+29 VE )+e-W 车 ， 
当 一 0 时 心 的 值 是 P(z) 一 o-Y 三 或 f(z); 


所 以 


1 
A 


因此 进入 这 个 积分 的 任意 函数 由 已 知 函 数 f(z) ,所 确定 ,并 且 我 
们 有 下 面 的 方程 ， 
a 


“v=+e a bk 


f(D)= | dger pr), $07)= 


dge™" f(z+2g WM KH), 


加 《综合 工艺 学 校 学 报 》XJowrnal del Erule Pdytecirigue) ,第 8 卷 ,第 235 一 244 页 , 马 
笋 ,1809 年 。 拉 普 拉 斯 还 表明 ,这 个 方程 的 完全 积分 只 含 一 个 任意 函数 ,不 过 在 这 方面 
泊 松 的 工作 比 他 更 早 。 一 一 A.F 
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它 包含 这 个 问题 的 解 ,不 难 用 一 个 作 图 来 表示 这 个 解 。 
365. 让 我 们 把 前 面 的 解 用 到 直线 4B 的 所 有 点 的 温度 都 为 
0, 端 点 4 因 受 热 而 仍然 保持 1 度 的 情况 中 去 。 由 此 得 到 , 当 z 不 为 


0 时 ,F(z) 的 值 为 0。 因 此 只 要 zx 不 为 0.f() 就 等 于 一 eV 甘 , 当 z 
为 0 时 , 它 等 于 0。 另 一 方面 ,只 要 令 z 为 负 ,f(z) 的 值 就 必然 变 号 ， 
因此 我 们 有 条 件 了 (一 z)= 一 f(z)。 我 们 由 此 知道 不 连续 函数 f(z) 


的 性 质 ; 当 超过 0 时 它 变 成 一 。-Y 徐 , 当 = 小 于 0 时 它 变 成 

eV 禾 , 我 们 现在 必须 用 量 z 二 24 V 百 来 代 夫 z。 为 了 求 4 或 
和 于 1 必 

fe 本 二 f+29VR), 我 们 必须 先 从 


z+29V R=0 到 z+2q9V KH=o0 
取 积分 ,然后 从 


z+2gV R=—o0 到 z 十 20W 双 =0 
取 积 分 。 
对 于 第 一 部 分 ,我 们 有 


用 的 值 茄 来 代 兰 我 人 有 


-| 和 VY : 


全 /HL /Hu 
或 Ve S 入 [aere 2g 558， 


yA ， 
或 一 一 | de (+y 回 ) 
Va 


用 7 表示 量 ,+ 开 s. 则 前 面 的 表达 式 变 成 


Ds 
YE 


由 假定 ,这 个 积分 | re 必须 从 


sha 0 积 到 i ed 
工 


或 从 4 一 一 积 到 9=co， 


或 从 = /后 元 积 到 > 一 co。 


这 个 积分 的 第 工 和 


志 J* yy 
或 一 一 让 aera 能 eV 绸 ， 


1 易 , 丹 
或 eV Ksed dre-”, 
大 3 


LL 


7 表示 量 9 一 / 2 。 由 假定 ,积分 | are 必须 从 


Ey 积 到 ey 


或 从 4= 一 吕 积 到 = 一 一 一 ， 


即 从 = 一 = 积 到 r=/ 所 -一 一 . 
了 7 CDs 2 名 
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根据 函数 “的 性 质 , 最 后 两 个 积分 限 可 以 用 这 样 两 个 来 代替 : 


HL zx 
cost 和 7 一 co。 


Kt 
oD 


7 一 


由 此 得 到 “的 值 被 表示 成 : 
VAT | dre 2 | dre—”, 
第 一 个 积分 必须 从 


7=/ 2 绒 + 一 和 取 到 r=o%， 


第 二 个 从 


HL x 
呈 / 洲 -一 = 取 到 "=~. 
Kt 
/各 
让 我 们 现在 用 8 有 来 表示 从 ?一 到 ?一 oo 的 积分 -大 | ee， 
我 们 有 


/ [HLU 3 
ume 短 y V chst Kt 
2V oD 
号 _A/ 营 HU 过 
一 ecmse V xsyly CDS 
Ke 
CD 


因此 ,与 w 优等 价 的 w 由 


/By V 几 +- 


HU 2 

ea | 
2y 

来 表示 ,并 且 


fe HL 
eV 和 -AL 条 有 V CDS 


HU r 
十 eV 狼 y c05 ， 大 
V CD 


人 们 知道 用 %R) 所 表示 的 这 个 函数 已 经 有 一 段 时 间 了 ,我 们 
不 难 用 收敛 级 数 或 用 连 分 式 来 计算 在 我 们 用 已 知 量 代替 R 时 这 
个 函数 所 得 到 的 值 ! 因 此 ,这 个 解 的 数值 应 用 不 存在 任何 困难 @。 


中 下 面 的 文献 由 黎 曙 给 出 : 


克 锚 普 (Kramp),《 地 球 和 天 文学 的 折射 分 析 》 hnalgse des réfractions astronomigues et 
terrestres), 莱 比 西 克 和 巴黎 ,1799 一 1800 年 ,4 开本 , 表 I ,末尾 包含 积分 sk 


4 一 0. 00 到 《=3. 00 的 值 。 


勒 让 德 (Legendre),《 椭 加 函数 及 欧 拉 积分 研究 》(Traité des fonctions elliptiques et des 
intégrales ”Euleriennes ), 第 二 卷 , 巴黎, 1826 年 , 4 开本 , 第 520 一 521 页 积分 


om 十) 的 取 值 表 。 第 一 部 分 为 (log 十 ) 从 0. 00 到 0. 50 的 值 ,第 二 部 分 为 > 从 - 


0.80 到 1.00 的 值 。 


恩 克 (Encke),《 作 为 1834 年 的 天 文学 年 鉴 X( Astronomisches Jahrbuch fir 1834) ,柏林 ， 


和 
Vs 


ni 
eed 从 t=0. 00 到 (=2.00 的 值 。 一 一 A.F. 
。 


366. 如 果 使 # 变 成 0, 那 么 我 们 有 


sl 和 应 | 一双 Kt 

| oo) l2yo 

这 个 方程 表示 一 根 无 穷 长 棒 中 的 热传导 , 除 端点 的 那些 点 外 ， 
这 根 棒 的 所 有 点 的 温度 在 开始 都 为 0, 端 点 的 温度 保持 1 不 变 。 我 
们 假定 热 不 可 能 通过 棒 的 外 表面 而 逃逸 ;或 者 同样 地 ,假定 这 根 梭 
的 厚度 无 穷 大 因此 , 当 假定 这 个 无 穷 厚 的 壁 的 所 有 部 分 在 开始 时 
初始 温度 均 为 0, 表 面 爱 恒温 1 的 作用 时 ,这 个 。 值 指明 热 在 由 一 
个 无 穷 平面 所 限定 的 固体 中 传导 时 所 遵循 的 规律 。 指 出 这 个 解 的 
儿 个 结果 不 会 是 完全 无 用 的 。 

用 4) 表示 从 ?=0 到 到 "一 R 的 积分 -二 we- ,当下 是 一 
个 正 数 时 ,我 们 有 


4 一 二 一 风 CR) 和 (一 RD 二 雪 十 008)， 


工 和 


二 


2 


工 


Kt 
2Y oD 


因此 wp 一 BR) 一 $CR)=26(R) 上 且 “一 1 一 24 


$ 


展开 积分 4(8) ,我 们 有 


1 1 
$(R) 志 (" 了 


因此 


5 


jr VT= 译 /7 一 一 = 二 二 2 /a 
2 /Kt cD 
CD 
第 一 ,如 果 我 们 假定 z 为 0. 则 我 们 得 到 *= 1 第 二 ,如 果 z 不 
为 0, 我 们 假定 (一 0, 那 么 含 > 的 项 的 和 就 表示 从 * 一 0 取 到 > 一 co 


1 1 
3 [2 二 


I 
1 Ki 
t 
2Y 65 
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的 积分 | we-”*, 且 它 必 然 等 于 半球 ;因此 * 为 0; 第 三 ,处 在 不 同 
深度 zz,m,… 的 不 同 点 在 不 同时 间 0.4,6,…: 之 后 达到 同一 温 
度 , 时 间 折 ,ev ,… 与 深度 myzzyzs,… 成 正比 ;第 四 ,为 了 比较 在 一 
光 穷 小 时 刻 内 流 过 这 个 固体 内 与 受热 而 距离 的 截面 5 的 热量 ， 


我 们 必须 取 量 一 KS 空 的 值 ,我 们 有 


r 2 
KS 2 后 
Kt 2Y cp 
D 
r 4 
1 
十 一 [Kt -| 
2 i 
B25 
g 


at 


因此 量 父 的 表达 式 与 积分 符号 完全 分 高 。 前 面 那个 在 受热 固体 面 


上 的 值 变 成 S 和 , 它 表 明 面 上 的 热流 量 怎样 随 量 C,D,K,t 而 


变化 ;为 求 在 时 间 :内 热源 向 这 个 固体 传递 多 少 热 , 我 们 必须 取 积 
分 
| 尼 或 25 VODK, 7 
因此 ,所 得 到 的 热 与 历经 时 间 的 平方 根 成 正比 地 增加 。 
367。 我 们 可 以 用 一 个 类 似 的 方法 来 处 理 热 扩散 的 问题 ,这 
个 问题 也 依赖 于 方程 名 一 人 的 积分 。 用 f(z) 表 示 一 条 直线 中 与 
原点 距离 的 点 的 初始 温度 ,我 们 现在 要 确定 在 时 间 ! 之 后 这 同 


一 点 应 该 有 怎样 的 温度 。 令 一 e-*z, 我 们 有 空 一 td2, 因 此 
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:= 上 de 6(z+24VH)。 当 :=0 时 ,我 们 肯定 有 


w=f()= 全 dge™” G(r) 或 ep 


因此 
一 大 | de f(t VE). 

为 了 把 这 个 一 般 表 达 式 应 用 到 这 条 直线 从 z= 一 a 到 + 二 a 的 

部 分 被 均匀 加 热 ,而 这 个 固体 的 其 它 所 有 部 分 保持 0 度 的 情况 中 

去 ,我 们 必须 认为 ,由 假定 , 乘 。… 的 因子 f(z 十 29 VK), 在 函数 符 

号 下 处 在 一 "到 “之 间 时 , 取 常 数值 1, 并 且 这 个 因子 的 所 有 其 它 

值 为 0。 因此 积分 | 和 下 应 当 从 + 十 24 VR= 一 a 取 到 


一 2Z 十 a 
z 十 2g VK 二 a, 或 者 从 4 rp pi 。 和 上 面 一 样 ,用 


-三 wm 表示 从 *=8 取 到 = 的 积分 | ie” ,我们 有 


二 z 十 a 
Lp "人 元 二 )- 元 着 )j. 
368. 接 下 来 我 们 把 一 般 方程 


站 +oo 


dge "f(z+2g W 天) 


4 一 


用 到 由 强度 恒 为 1 的 热源 所 加 热 的 无 穷 长 棒 已 经 达到 固定 温度 ， 
然后 在 保持 0 度 的 介质 中 自由 冷却 的 情况 中 去 。 为 此 ,我 们 只 需 注 
意 , 只 要 在 函数 符号 下 的 变量 z 是 正 的 ,由 f(z) 所 表示 的 初始 函数 


就 等 价 于 eV 全 ,并且 , 当 受 符号 了 作用 的 这 个 变量 小 于 0 时 ,这 
个 初始 函数 就 等 价 于 ot, 因此 
一 三 ( Te onV 十 fue 4 EA )， 
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第 一 个 积分 必须 从 

z 十 2g 人 芝 一 0 取 到 z 十 20 人 天 一 co， 
第 二 个 积分 从 

z 十 24 WV 刀 二 一 oo 取 到 z+2qg VKH=0。 


" 值 的 第 一 部 分 是 
Se [ de -fom mu 


a 
eV 


或 令 7=g 十 WV 到, 则 是 be 
这 个 积分 应 当 从 


1 一 oo， 
I 取 到 4 


或 从 7V 一 取 到 r=co。 
v 值 的 第 二 部 分 是 
ek 


7 


或 令 r=g 一 Vt , 则 是 


Ws [ we, 


“ 这 个 积分 应 当 从 
7 一 一 co 取 到 r= 一 Vk 一 


| 2V RE 
或 从 7 一 V 及 十 一 一 - 取 到 +=， 
由 此 我 们 得 到 下 式 : 


六 全 
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ceY i f+ er V (VE+ 
369. 为 了 表示 一 根 细 棒 在 给 定 区 间 
z 二 一 a 和 z= 十 a 

的 中 点 均匀 受热 的 热 扩散 的 规律 ,我们 得 到 (第 367 目 ) 方 程 


il 1 二 z 十 wa 一 2 十 C 
ts 于 寿 )-#( 到 过)). 
我 们 在 前 面 曾 用 一 种 不 同 的 方法 解决 过 这 同一 个 问题 ,在 假定 
4 二 1 时 ,我 们 得 到 了 方程 
oe 六” 和 cginge-m,( 第 348 目 ) 


为 了 比较 这 两 个 结果 ,我 们 在 每 一 个 中 假定 :=0; 再 一 次 用 
WP 表示 从 > 一 0 取 到 一 & 的 积分 | ie-” ,我 们 有 


(5 上 


br tr 下 
另 一 方面 ,我 们 应 当 有 


pa 


或 oo 各) 
现在 ,从 4=0 到 4=oo 的 积分 | ae-* 有 一 个 已 知 值 ,m 是 任 
一 正 整 数 。 一 般 地 ,我 们 有 


人 aero 3 5 7am Dy} #0 
J v 


这 时 , 令 9 一 到 ,前 面 的 方程 给 出 


@ 参见 歼 曼 , $ 18， 
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2e™* 7 : | Wn LA 
多 | de “(1—- 十 一 -一 …|。 
VM ( 人 本 -六 以 ) 


2e |_1 下 
或 一 | 二 二 Eira + 在 于 (元 ) | 

当 我 们 假定 “= 1 时 ,这 个 方程 和 前面 的 方程 相同 。 由 此 我 们 
看 到 ,我 们 由 不 同 过 程 所 得 到 的 积分 导致 同一 个 收敛 级 数 , 因 此 无 
论 z 如 何 .我 们 都 得 到 两 个 恒 等 的 结果 。 

和 前 面 一 样 , 在 这 个 问题 中 ,我 们 应 当 比较 在 一 给 定时 刻 内 流 
过 受热 楼 柱 不 同 截面 的 热量 ,这 些 量 的 一 般 表达 式 不 含 积分 符号 ; 
不 过 ,我 们 将 绕 过 这 些 注 记 , 以 比较 我 们 曾 对 表示 无 穷 直线 中 热 扩 
散 方程 的 积分 所 给 出 的 不 同形 式 来 结束 本 节 。 

2 

370， 为 满足 方程 空 一 2, 我 们 可 以 假定 “一 eev ,或 者 一 

般 地 ,假定 4=e-"e*, 因 此 我 们 不 难 推出 (第 364 目 ) 积 分 
u= | eet VTE), | 
由 已 知 方程 
了 = 县 dge—”, 

我 们 得 出 


YAT 一 区 dge— eto), 


4 是 任 一 常数 ;因此 我 们 有 
1 


ef = 一 | ee 或 


， 
W 


“- 记 el zt 2 +) 
无 沦 。 值 知 何 ,这 个 方程 都 成 立 。 我 们 可 以 把 左边 展开 ;通过 各 个 
项 的 比较 , ,我 们 可 以 得 到 积分 de" 的 已 知 值 . 当 " 是 奇数 时 ， 
这 个 值 为 0, 当 ， 是 偶数 2m 时 ,我 们 得 到 
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让 
371.。 作为 方程 健一 和 的 积分 .我们 在 前 面 用 过 表达 式 


uU=ae™ Bi Ycosur a2e 中 “COSh2I 十 dae cosnaz 十 
~ alk autei 
U=ale Sinniz 十 dze 2 


sinnsr + aae "ssinnsf + ** 
a2 va 和 Rs 


“是 两 组 任意 常数 。 这 两 个 表达 式 都 等 价 
于 积分 


| ige-rsinn (z+ 29 RR). 或 


| we -rcosn(z+ 2g VRH), 
事实 上 ,为 了 确定 积分 


2 dge™ "sin(z+2g VK ) 
的 值 ;我 们 对 它 给 出 下 述 形式 


| dge™" sinrcos2g 人/ 有 十 | dge™* coszsin2g VK ; 
或 是 


= 
dge sinz e < ) 
i 2 +3 

村 ae seoss( eV 人 wa 


2V—1 “2 
它 等 价 于 


esinz 


(3 Pes ar- “Ve 
+e-reosz( > 


er 1 NR AA] 
de Ve ee | dge- ED 小 
2V 一 | 2V -1* 


从 4 一 一 =- 到 9 一 = 的 积分 | de- 


小 是 V7 ,因此 ,对 于 积分 
| we sin(z 十 2g 和 /及 ) 的 值 .我 们 有 量 V Te “sinz ,一 般 地 ,我 fi 
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MV ze-*sinnz= | dge—" sinn (z+ 2g VK ), 
我 们 可 以 同样 的 方式 确定 积分 
[etcomn(z+2 VE), 
它 的 值 是 V7e-"*cosnz。 
由 此 我 们 看 到 ,积分 
e- "ut(aisinniz 二 bicosniz) 十 ea(qssinnzz 十 bacosmnaz) 


十 es 和 (assinnsz 十 jacoszsz) 十 … 


等 价 于 、 

1 「 oo ye aisinni (z+ 2g VM Kt ) 二 azsinn2 (7 二 29 WV CK) 二 
a ge 。 
Vx” bicosni (z+29 W Kt ) 十 bzcosnz(z 十 2g VW RK )+*"* 


如 我 们 在 前 面 见 过 的 一 样 ,这 个 级 数值 表示 z 十 29 Vt 的 任 
一 个 函数 ;因此 ,这 个 通 积分 可 以 表示 成 


v= | dge-? (z+2g VW 区)。 
此 外 ,方程 败 一 上 2 的 积分 可 以 各 种 别 的 形式 表示 O。 所 有 这 些 表 
达 式 都 必然 便 等。 


第 二 节 | 
无 穷 固体 中 的 自由 热 运动 


372. 正如 我 们 在 处 理 实 立 方 体 的 热传导 问题 中 已 经 注意 到 


@ 见 汤姆 森 香 士 的 一 篇 文章 ," 论 线性 热 运动 (On the Linear Motion of Heat) ,第 
] 部 分 《剑桥 数学 学 报 》, 第 3 卷 ,第 170 一 174 页 。 一 一 A. F. 
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的 ,方程 名 = 药 绒 (0) 的 积分 立即 提供 带 有 四 个 变量 的 方程 


dr _K ( 空 dr 全 ) 


下 一 而 (二 (4) 


dr? dy dz’ 
的 积分 ,由 于 这 个 原因 ,我 们 只 需 一 般 考 察 在 线性 情况 下 的 扩散 作 
用 就 够 了 。 当 物体 的 体积 有 限时 , 热 分 布 不 断 受到 从 固体 介质 向 弹 
性 介质 过 渡 的 干扰 ;或 者 ,为 了 使 用 适合 于 分 析 的 表达 式 ,确定 温 
度 的 函数 不 仅 必 须 满足 偏 微分 方程 和 初始 状态 ,而 且 还 服从 由 表 
面 形状 所 决定 的 条 件 。 在 这 种 情况 下 ,这 个 积分 具有 更 难以 确定 的 
形式 ,并 且 , 为 了 从 一 个 线性 坐标 的 情形 过 渡 到 三 个 正 交 坐标 的 情 
形 , 我 们 在 考察 这 个 问题 时 就 更 要 小 心得 多 :但 是 当 这 个 实体 未 受 
到 干扰 时 ,附属 条 件 本 身 就 不 会 反对 热 的 自由 扩散 。 它 的 运动 在 所 
有 方向 上 就 都 相同 。 

一 条 无 穷 直 线 的 一 点 的 变化 温度 " 由 方程 

一 大 [i dye f(z+2g MC) ee (i) 

来 表示 。z 表示 定点 0 和 点 m 之 间 的 距离 ,点 m 的 温度 在 历经 时 间 
t 之 后 与 相等。 我们 假定 热 不 可 能 通过 这 个 无 穷 长 棱 的 外 表面 而 
耗 散 ,并 且 这 根 棒 的 初始 状态 由 方程 * 一 f(z) 来 表示 。” 值 必须 满 
足 的 微分 方程 是 
Ca 


0 


它 假定 我 们 用 等 于 茄 的 另 一 个 未 知 数 来 代替 


如 果 我 们 在 z 和 若干 常数 的 函数 f(z) 中 用 z 十 2 Y 上 来 代替 


.并且 如 果 在 乘 以 -全 “之 后 对 无 穷 区间 之 间 的 4 积分 ,那么 如 
党 
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同 我 们 在 上 面 所 证 明 的 ,表达 式 
1 eh z 
去 | de “f(z+2n 1) 
满足 微分 方程 (3) ; 即 这 个 表达 式 具有 对 柏 对 z 的 二 阶 流 数 和 相对 
i 的 一 阶 流 数 给 出 相同 值 的 性 质 。 由 此 显然 ,如 果 我 们 用 量 
z 十 2nV it, 4 十 2p VCL ， z 十 2gVAT 
来 代替 xz,y,z, 那 么 对 于 三 个 变量 的 函数 f(z,y,z), 只 要 我 们 在 乘 
以 


之 后 积分 , 它 就 有 同样 的 性 质 。 事 实 上 ,我 们 因此 而 形成 的 函数 
7 ja 下 dp Jf aes fCet2n VIyt2p YT ,st2g Wt) 
对 相对 t 的 流 数 给 出 三 个 项 ,这 三 个 项 是 通过 对 三 个 变量 z,y,z 的 
每 一 个 取 二 阶 流 数 所 能 得 到 的 那些 项 。 

因此 方程 


v= fa fa fae 
Xf(z+2a Wt ,3 十 294YA ,zt+29 VE) (TD 
给 出 满足 偏 微分 方程 
全 -此 + 各 + 区 a (B) 
的 一 个 " 值 。 

373. 现在 假定 一 种 无 定型 实体 ( 即 充满 无 穷 空间 的 一 种 物 
质 ) 含 有 其 实际 分 布 已 知 的 热量 。 设 "一 Z(Cz,y,2) 是 表示 这 个 初始 
且 任 意 的 状态 的 方程 ,因此 其 坐标 为 x,y,z 的 分 子 有 与 给 定 函 数 
F(z,y,z) 的 值 相 等 的 初始 温度 。 我 们 可 以 设想 初始 热 包 含 在 这 种 
物质 的 某 一 部 分 中 ,这 一 部 分 开始 的 状态 由 方程 =P(z,y,z) 所 给 
出 ,其 它 所 有 点 的 初始 温度 为 0。 
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”我 们 需要 人 确定 这 个 温度 系统 在 一 给 定时 间 之 后 是 怎样 的 。 变 
化 温度 "必然 由 应 当 满足 - 般 方 程 (4) 和 条 件 %(z,y,z,0) 一 
F(zoy,2) 的 函数 &7,y.-,) 来 表示 。 现 在 这 个 函数 的 值 由 积分 
Bs [a Pa [ age 
XF(z 十 20V yt2p Vt ,t+2g Nt) 
给 出 。 事 实 上 ,这 个 函数 :满足 方程 (4) ,如 果 在 其 中 我 们 令 (一 0， 
那么 我 们 得 到 
zr ja ja {age pr va， 

或 者 进行 积分 ,我 们 得 到 PFCz,y,z)。 

374. 由 于 函数 ”或 wz,yz.t) 在 令 t 一 0 时 表示 初始 状态 ， 
由 于 它 满足 热传导 的 微分 方程 ,所 以 , 它 也 表示 在 第 二 个 时 刻 开 始 
时 所 出 现 的 状态 , 令 第 二 个 状态 变化 ,我 们 可 知 同一 函数 表示 这 个 
固体 的 第 三 个 状态 及 表示 所 有 的 后 继 状 态 。 因 此 ,我 们 刚才 所 确定 
的 ,包含 三 个 变量 *,y,z 的 一 个 完全 任意 函数 的 » 值 给 出 这 个 问 
题 的 解 , 我 们 不 可 能 假定 有 更 一 般 的 表达 式 ,尽管 这 同一 积分 可 以 
置 于 很 不 同 的 形式 之 下 。 

不 用 方程 


"= 访 | ae wa+2gVT)， 


我 们 可 以 给 出 方程 生 一 过 的 积分 的 另 一 种 形式 ;并 且 由 它 总 容易 
推出 属于 三 维 情形 的 积分 。 我 们 应 得 到 的 结果 必然 和 前 面 的 相同 。 
为 了 给 出 这 一 研究 的 一 个 例子 ,我 们 使 用 兽 帮 助 我 们 构造 指 
数 积分 的 特殊 值 。 
这 样 , 取 方程 蝶 一 过 ……(5) ,让 我 们 给 定 。 一 个 很 简单 的 什 


e-"tcosnz, 它 显然 满足 微分 方程 (5)。 事 实 上 ,我 们 由 此 推出 


全 一 一 er 和 和 一 一 or 因此 积分 

| - dne—* ‘cosnr 
也 属于 方程 (90); 因 为 这 个 " 值 由 无 数 特殊 值 的 和 所 组 成 。 现 在 积 
分 


| ae 一 cosmr 


是 已 知 的 , 且 已 知 等 于 a - 目 )， 因 此 最 后 这 个 + 和 1 


的 函数 也 与 微分 方程 () -到 不 站 接 失 证 和 下 信 
满足 所 说 的 方程 。 
如 果 我 们 用 za 来 代替 变量 z,a 是 任 一 常数 , 则 会 有 同样 的 


[EE 


结果 。 这 样 ,作为 一 个 特殊 值 , 我 们 可 以 运用 函数 和 天- ,其 中 我 


_ G0) 


们 赋予 a 任 一 值 。 因此 和 [Oe 也 满足 微分 方程 (); 因 


为 这 个 和 由 同一 形式 的 无 数 特殊 值 乘 以 任 一 常数 所 组 成 。 因 此 我 
们 可 以 把 下 面 的 


0 


v= 上 1 元 


作为 方程 多 一 党 中 的 一 个 * 值 ,其 中 4 是 -个 常 系数 。 如 果 在 最 
-那么 我 们 


后 这 个 积分 中 我 们 假定 入 一 ,同时 令 4 一 


人 
加 


t= [ oo 了， 
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VT), 
.由 此 我 们 看 到 特殊 什 


2 I 于 Gnd 
e-'!cosnr 或 Vr 

的 运用 怎样 导致 在 一 个 有 限 形式 十 的 积分 。 
375。 在 我 们 计算 积分 


三 dne™—" tcosnz 
的 值 O 时 就 可 以 揭示 这 两 个 特殊 值 相互 之 间 所 具有 的 联系 。 
为 了 完成 积分 ,我 们 应 当 展开 因子 cosnz 并 对 积分。 这样 我 
们 得 到 表示 一 个 已 知 展开 式 的 级 数 ,不 过 这 个 结果 更 容易 从 下 面 
的 分 析 中 寻 出 。 假 定 凡 一 严 和 zz 一 2m, 则 积分 | due- cosnz 变 换 
成 dpe-"eos2pu, 因 此 我 们 有 
| dne—" ‘Cosnz = 


ya ) -dpe cos2puo 
现在 我 们 记 


[ ereos2m = 二 ae V+ 二 ev 
下 
-or 


这 时 进入 这 两 个 项 的 每 一 个 积分 都 等 于 WV 7 。 事 实 上 ,我们 
一 般 有 


了 D 这 个 值 可 以 用 托 德 享 特 (积分 学 (Iniegral Coleulv) $ 375 中 的 一 种 不 同 的 方法 
求 得 。- 一 A.F. 
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W 了 一 站 ”ae 
并 且 无 论 常数 如何, 必然 有 
Va= 六 were 
这 时 只 要 令 5= 干 WV 一 1. 我 们 就 得 到 
fae rcos2gu=e—" WM 7, 
A A 


因此 BB dune™* ‘cosnr= VE 家 
用 4 的 元 元 Da 
| pe 
而 且 这 个 特殊 值 = Y 了 简单 得 直接 呈现 出 来, 无 需 从 全 
EE 本 dv _ div. a 
e VT a 到 ?这 是 肯定 
一 亦 满 足 这 个 微分 方程 。 


的 :因而 无 沦 = 如 何 , 琢 数 < 
6 为 了 转 到 三 维 的 情形 上 来 ， 只 需 用 另外 两 个 类 似 的 函 


一 


的 函数 ， 另 一 个 是 = 和 和 的 再 数 这 个 积 旺 然 加 
dr 
人 -人 + 学 天。 
因此 这 时 我 们 把 * i 


NE ++ 
r=t “2e 


如 果 现 在 我 们 让 右边 乘 以 da,dp ,dy 和 最, B,y 的 任 一 个 函数 
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f(as6,y) ,那么 ,只 要 指明 这 个 积分 .我们 就 得 到 一 个 由 无 数 特殊 
值 乘 以 任意 常数 的 和 所 构成 的 +* 值 。 
由 此 得 到 函数 + 可 以 表示 成 
r= EE da 1 dp 站 fa BD Be.),. 
这 个 方程 包含 所 提出 的 方程 (4) 的 通 积分 :应 当 注 意 使 我 们 
得 到 这 个 积分 的 过 程 ,因为 它 可 以 用 于 许多 情形 ; 当 这 个 积分 必须 
满足 与 表面 有 关 的 条 件 时 它 尤 其 有 用 。 如 果 我 们 仔细 考察 它 ,那么 
我 们 会 看 到 它 所 需要 的 变换 都 由 问题 的 物理 性 质 所 指明 。 在 方程 
(中 ,我 们 还 可 以 改变 这 些 变量 。 当 取 


(Ce 一 z)2 (By) 5 Cp) 
和 


时 ,只 要 使 右边 乘 以 一 个 常 系数 4, 那 么 我 们 就 有 
b 一 234 fa fw J eer 
Xf(z+2n Wt yt+2p WY tat+2g VCt )。 

为 了 确定 初始 状态 ,在 区 间 一 = 到 十 ce 之 间 取 这 三 个 积分 ,并 
且 令 := 0, 我 们 得 到 "= 2a4r;f(z.y,z)。 因 此 ,如 果 我 们 用 
PCz,y,z) 表 示 已 知 的 初始 温度 ,并 对 常 系数 4 给 定 值 2-2r-, 那 
么 我 们 得 到 积分 

2 一 了 仅 dn 人 dp [Cn 和 


2 


9 


3 十 2p Vt ,z+2g9 V7), 
它 和 第 372 目的 方程 相同 。 
方程 (4) 的 积分 可 以 几 种 其 它 形式 来 表示 ,从 这 些 形式 中 可 
见 选 出 最 适合 于 所 要 解决 的 问题 的 形式 。 
一 般 地 ,在 这 些 研 究 中 ,我 们 肯定 会 观察 到 , 当 两 个 函数 
dCrzvyvzvt) 都 满足 微分 方程 (4) ,是 当 它 们 对 某 个 确定 的 时 间 值 相 
等 时 , 则 它们 相同 。 由 这 一 原理 得 到 ,那些 在 我 们 在 其 中 令 二 0 时 
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就 化 为 同一 任意 函数 Ptz.y,=) 的 积分 都 有 相同 的 普 适 度 ;它们 必 
然 是 恒 等 的 。 

微分 方程 (ao) 的 右边 曾 乘 以 加 ,并 且 在 方程 (2) 中 我 们 假定 了 
这 个 系数 等 于 1。 为 了 使 这 个 量 还 原 .只 需 在 积分 (i) 或 在 积分 () 
中 用 者 代 兰 : 就 够 了 ,我 们 现在 指出 由 这 些 方程 所 得 出 的 某 些 结 
果 。 

377. ， 正 如 我 们 在 第 二 章 第 9 节 中 所 明确 证 明 的 ,从 分 析 的 
一 般 原理 可 以 得 出 ,用 作 数 。 的 指数 * 的 函数 可 以 只 表示 一 个 绝 
对 数 。 如 果 我 们 在 这 个 指数 中 用 药 来 代 将 未 知 数 4, 那么 我 们 看 
到 ,由 于 K,C,D 和 4 的 量 纲 相对 于 长 度 单位 是 一 1,0, 一 3 和 0, 所 
以 分 母 如 的 量 纲 是 2, 分 子 的 每 一 项 的 量 纲 也 是 2, 因 此 ,整个 指 
数 的 量 纲 为 0。 让 我 们 考虑 ! 值 逐渐 递增 的 情况 ;为 了 简化 这 一 研 
究 ,让 我 们 首先 运用 方 各 


《ea 一 2 


2 
它 表示 一 条 无 穷 直 线 中 的 热 扩散 。 假定 初始 热 包 含 在 从 z= 一 4 到 
r 二 十 9 的 这 条 直线 的 一 个 已 知 部 分 中 ,我 们 赋予 z 一 个 确定 的 值 
X, 它 固定 那 条 直线 某 一 点 m 的 位 置 . 如 果 时 间 t 无 限 增加 ,那么 进 


入 指数 的 项 习 全 和 十 2 于 的 绝对 数 就 变 得 愈 来 愈 小 ,因此 在 积 


?= {aaf Ca) ooeeeoeeeeee (i)，, 


全 $e- 车-% 中 ,我 们 可 以 略 去 明显 接近 于 1 的 后 两 个 因子 。 由 此 我 
们 得 到 


2 
en 


二 V3 | : daf(a) (Y) 


在 象 。 字 这 样 的 量 中 。 一 A.F. 
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这 是 这 条 直线 在 很 长 时 间 之 后 的 变化 状态 的 表达 式 ; 它 适用 
于 这 条 直线 所 有 那些 与 原点 的 距离 不 比 点 m 远 的 部 分 。 定 积分 
上 ”dar(e) 表 示 包 含 在 这 个 固体 中 的 全 部 热量 B, 我 们 看 到 ,初始 


分 布 对 很 长 时 间 之 后 的 温度 没有 任何 影响 。 它们 只 依赖 于 和 8. 而 
与 热 得 以 分 布 的 规律 无 关 。 

378. 如 果 我 们 假定 唯一 处 在 原点 的 基 元 w 已 经 获得 初始 温 
度 f, 所 有 其 它 基 元 则 在 开始 时 取 温 度 0, 那 么 积 of 就 等 于 积分 


/daf(e) 或 8B。 常数 了 极其 大 ,因为 我 们 假定 线段 人 很 小 。 
如 果 唯 一 处 在 原点 的 基 元 已 经 被 加 热 ,那么 方程 


"一 区 后 [7 表示 会 发 生 的 运动。 事实 上 ,如 果 我 们 给 定 z 任 


- 非 无 穷 小 的 值 ,那么 当 我 们 假定 :=0 时 ,函数 是 0。 如 果 z 
的 信 是 那么 情况 则 不 同 。 相 反 , 在 这 种 情况 下 , 当 :一 0 时 ,函数 


和 


的 面 上 去 ,那么 我 们 可 以 清楚 地 确定 这 个 函数 的 性 质 。 
区 们 相生 全 讽 初 区 区 于 中 在 唯一 处 在 原点 的 基 元 上 时 ,这 


时 方程 "二 of 表示 楼 柱 任 一 点 的 变化 温度 。 这 个 假定 


虽然 特殊 ,但 属于 一 个 一 般 的 问题 ,因为 在 充分 长 的 时 间 之 后 
a A 
的 。 热 据 以 分 布 的 这 个 规律 对 棱柱 的 变化 温度 影响 很 大 ;但 是 这 个 


356 


作用 变 得 愈 来 愈 弱 ,最 后 以 简直 不 可 察觉 而 结束 。 

379. 必须 注意 ,简化 方程 (y) 对 这 条 直线 在 点 m 以 外 的 那 

-部 分 不 适用 .点 m 的 距离 已 由 六 来 表示 。 

事实 上 ,无 论 时 间 值 多 大 .我 们 都 可 以 选择 一 个 z 值 ,使 得 项 
e 敬 明显 地 与 1 不 同 ,所 以 这 个 因子 不 可 能 被 省 略 。 因 此 我 们 必须 
设想 我 们 已 经 在 原点 0 的 两 边 标明 了 两 点 m 和 wm, 这 两 点 位 于 菜 
个 距离 X 或 一 X 上 ,我 们 逐渐 增加 时 间 值 ,同时 观察 直线 在 包含 
在 m 和 ww 之 间 的 这 一 部 分 的 相继 状态 。 这 些 变化 状态 愈 来 愈 收敛 
于 由 方程 


一 三 | af 

所 表示 的 状态 ,无 论 赋 子 X 的 这 个 值 怎样 ,我 们 总 能 够 找到 一 个 
充分 大 的 时 间 值 ,使 得 线段 m'om 的 状态 明显 地 不 同 于 前 面 方程 
(y) 所 表示 的 状态 。 

如 果 我 们 要 求 同 一 方程 能 适用 于 离 原点 更 远 的 其 它 部 分 , 那 
么 就 必须 假定 一 个 比 前 面 更 大 的 时 间 值 。 

在 所 有 情况 下 表示 任 一 直线 终极 状态 的 方程 (y) 表 明 , 在 极 长 
的 时 间 之 后 ,不 同 的 点 得 到 几乎 相同 的 温度 ,同一 点 的 温度 以 与 自 
扩散 开始 后 所 访 经 的 时 间 的 平方 根 成 反比 地 变化 而 结束 。 任 一 点 
温度 的 减 最 总 是 变 得 与 时 间 的 增 量 成 正比 。 

380， 如 果 我 们 用 积分 


» 【Cio 
ef Ce 

= | 2V 款 (D) 
来 确定 这 条 直线 处 在 与 受热 部 分 距离 很 远 的 点 的 变化 状态 ,为 了 


2ar 


表示 也 省 略 了 因子 。 ”mw 的 终极 条 件 ,那么 我 们 应 得 到 的 结果 就 
不 是 精确 的 .事实 上 ,假定 受热 部 分 只 从 4=0 延长 到 a=9, 并 且 界 
限 9 相对 于 我 们 希望 确定 其 温度 的 点 的 距离 很 小 ;构成 指数 的 
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量 一 公 二 过 实际 上 简化 成 一 二 ; 即 两 个 量 必 二 2 和 二 的 比 随 x 
的 值 相对 于 “ 的 值 逐 渐 增 大 而 念 来 愈 趋 近 于 1 :但 是 由 此 并 不 能 
得 出 我 们 可 以 在 。 的 指数 中 用 另 一 个 量 来 代 蔡 这 两 个 量 中 的 -- 
个 。 因 此 - 般 地 ,从 属 项 的 省 略 不 可 能 发 生 在 指数 式 或 三 角 式 中 。 
放 在 正弦 和 余弦 符号 下 或 者 放 在 指数 符号 。 下 的 量 总 是 绝对 数 ， 
我 们 只 能 省 略 其 值 极 小 的 那 部 分 数 , 它 们 的 相对 值 在 此 不 重要 .我 
们 不 允许 通过 考查 z 与 的 比 是 否 很 大 而 项 20z 和 二 全 是 否 是 很 
小 的 数 来 确定 我 们 能 否 把 表达 式 
了 doJ(oOers 简化 成 。 名 去 人 daf(a)。 


当 历经 时 间 ! 极 大 时 ,这 上 条 件 总 存在 ;但 它 并 不 依赖 于 比 二 。 
381. 现在 假定 为 使 固体 在 包含 在 z=0 到 + 二 之 间 的 这 一 


部 分 的 温度 能 够 很 接近 地 由 简化 方程 

Ee 二 站 af。 
来 表示 ,我 们 要 确定 应 当 历 经 多 少时 间 ,0 和 9 可 以 是 最 初 受热 部 
分 的 界限 。 

精确 解 由 方程 
dof 
| 
所 给 Ei 近似 解 自力 各 
as pp 网 daf (cd 


给 出 .4 表示 热 导 率 的 值 厨 。 一 般 地 .为 了 能 使 方程 (9) 代替 前 面 的 
方程 (0) ,就 必须 使 我 们 省 略 的 因子 es 与 1 相差 无 几 ;因为 .如 


358 


果 差 是 1 或 者 于 ,那么 我 们 就 会 看 到 一 个 等 于 所 计算 的 值 或 等 于 
那个 值 的 一 半 的 误差 。 这 样 , 设 ci 一 1+w,w 是 一 个 象 让 或 


了 而 那样 的 小 分 数 ;我 们 由 此 得 到 条 件 


2ar—a? z 1 Zar—o 
0， 或 者 二 (下 守 )， 
如 果 变 量 a 可 以 得 到 的 最 大 值 " 相对 于 z 非常 小 ,那么 我 们 有 


Pe 
.ww2k° 


我 们 由 这 个 结果 看 到 ,我 们 要 以 简化 方程 确定 其 温度 的 那些 
点 与 原点 距离 傅 远 ,历经 的 时 间 值 就 必然 愈 大 。 因 此 , 热 就 愈 来 依 
倾向 于 依 一 条 与 最 初 的 加 热 无 关 的 规律 而 分 布 .在 一 定时 间 之 后 ， 
扩散 就 明显 地 发 生 作 用 , 即 固体 的 状态 只 依赖 于 初始 热 的 量 ,而 与 
由 这 一 热量 所 构成 的 分 布 无 关 。 与 原点 充分 接近 的 点 的 温度 很 快 
就 严格 无 误 地 由 简化 方程 (y) 来 表示 ;但 是 与 热源 相距 很 远 的 点 则 
不 同 。 这 时 我 们 仅 在 历经 时 间 极 长 时 可 以 使 用 那个 方程 。 数 值 应 
用 使 这 个 注 记 更 加 显而易见 。 

382. 假定 组 成 这 个 棱柱 的 物质 是 铁 ,这 个 固体 已 经 受热 的 
那 部 分 长 一 分 米 , 因 此 9 一 0. 1。 如 果 我 们 要 确定 在 一 给 定时 间 之 
后 与 原点 相距 1 米 的 点 m 的 温度 是 怎样 的 ,如 果 我 们 对 这 一 研究 
使 用 近似 积分 (y) ,那么 我 们 所 出 现 的 误差 就 随时 间 值 愈 大 而 愈 
小 ,如 果 历 经 时 间 超 过 三 天 半 ,那么 这 个 误差 就 小 于 所 求 量 的 百 分 
之 一 

在 这 种 情况 下 ,包含 在 原点 0 和 我 们 要 确定 其 温度 的 点 m 之 
间 的 距离 只 比 受热 部 分 大 10 倍 。 如 果 这 个 比 不 是 10 而 是 100, 那 
么 ,在 历经 的 时 间 值 超过 一 个 月 时 ,简化 方程 (y) 就 给 出 小 于 百 分 
之 一 的 温度 。 为 使 这 个 近似 成 为 可 接受 的 ,一 般 必须 做 到 ,第 一 , 量 
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2 
各 二 < 仅 等 于 一 个 很 小 的 分 数 .如 芭 5 或 055 或 更 小 ;第 二 .必须 


注意 的 这 个 误差 应 当 有 比 我 们 以 最 敏感 的 温度 计 所 观察 到 的 很 小 
的 量 还 小 得 多 的 绝对 值 。 

当 我 们 所 考虑 的 点 与 这 个 固体 最 初 受热 的 那 部 分 相距 很 远 
时 ,需要 确定 的 温度 就 极其 小 ;因此 ,在 应 用 这 个 简化 方程 时 我 们 
会 出 现 的 误差 就 有 很 小 的 绝对 值 ; 但 是 这 并 不 意味 着 我 们 有 权 使 
用 那个 方程 。 因 为 ,如 果 所 出 现 的 误差 尽管 很 小 ,但 超过 或 等 于 所 
求 的 量 , 或 者 既 使 它 是 这 个 量 的 二 分 之 一 或 四 分 之 一 ,或 可 感觉 到 
的 一 部 分 ,那么 我 们 还 是 应 当 拒绝 这 个 近似 。 显 然 ,在 这 种 情况 下 ， 
近似 方程 (y) 不 能 表示 这 个 固体 的 状态 ， 我 们 也 不 能 用 它 来 确定 两 
个 或 多 个 点 同时 出 现 的 温度 比 。 

383. 由 这 个 考查 得 到 ,我 们 不 应 当 由 积分 


让 路 fC 得 出 初始 分 布 规律 对 远离 原点 的 点 的 


温度 无 影响 的 结论 。 这 种 分 布 的 合成 作用 很 快 不 再 对 洁 近 受热 部 
分 的 点 起 作用 ; 即 它们 的 温度 只 依赖 于 初始 热 的 量 , 而 与 这 个 量 所 
构成 的 分 布 无 关 : 但 是 很 远 的 距离 不 能 同时 消除 分 布 的 痕迹 , 相 
反 , 它 在 很 长 时 间 内 保留 它 ， 并 县 下 组 引 扩 巩 。 因此 ,方程 


?一 i laf (a) 
只 在 极 长 时 间 后 表示 远离 受热 部 分 的 点 的 温度 。 如 果 我 们 运用 它 
而 不 考虑 这 个 条 件 ,那么 我 们 会 得 到 使 实际 结果 翻 两 倍 或 三 倍 , 甚 
至 比 实际 结果 无 比 大 或 无 比 小 的 结果 。 不 仅 对 很 小 的 时 间 值 会 出 
现 这 种 情况 ,就 是 对 很 大 的 时 间 值 ,如 1 小 时 ,1 天 或 1 年 等 ,也 会 
出 现 这 种 情况 。 最 后 ,由 于 所 有 其 它 条 件 都 相同 ,所 以 这 些 点 与 初 
始 受热 部 分 愈 远 , 则 这 个 表达 式 就 愈 不 精确 。 

384. 当 热 扩散 在 各 个 方向 上 产生 时 ,如 我 们 所 看 到 的 ,这 个 


v= 
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固体 的 状态 就 由 积分 

= {11 i (opt 

来 表示 。 如 果 初 始 热 包含 在 这 个 实体 的 -个 确定 的 部 分 中 ,那么 我 
们 就 知道 构成 这 个 受热 部 分 的 界限 ,在 积分 号 下 变化 的 量 ,hp,? 
不 可 能 得 到 超过 这 些 界限 的 值 . 这 时 ,假定 我 们 在 三 个 轴 上 标 出 了 
其 距离 为 十 X, 十 了 ,十 Z 和 一 X, 一 工 .一 2 的 六 个 点 .我 们 考虑 在 这 
些 距离 上 过 轴 的 六 个 平面 所 包含 的 这 个 固体 的 相继 状态 ;我 们 看 
到 , 当时 间 值 无 限 增加 时 ,在 积分 符号 下 的 。 的 指数 简化 成 


一 (2 外 二) ,事实 上 , 象 2 和 名 这 样 的 项 在 这 种 情况 下 得 到 
很 小 的 绝对 值 , 因 为 分 子 包含 在 固定 区 间 之 间 , 而 分 母 却 无 限 增 


加 。 因此 ,我 们 所 省 略 的 因子 与 1 完全 没有 什么 差别 。 所 以 在 很 大 
的 时 间 值 之 后 ,这 个 固体 的 变化 状态 就 由 


-pt 


e 
23 VRE , 


v= 


fa [ap | vr Ca ps1) 


来 表示 。 

因子 | do | dp | eyevp, 六 表示 这 个 固体 所 包含 的 总 热量 
B。 因 此 .温度 系统 与 热 的 初始 分 布 无 关 ,只 仅仅 依赖 于 它 的 量 。 我 
们 应 当 假定 ,所 有 初始 热 原来 都 包含 在 唯一 一 个 楼 柱 基 元 中 ,这 个 
棱柱 基 元 在 原点 , 它 极 小 的 正 交 尺 寸 是 wm,wz,w。 该 基 元 的 初始 温 
度 可 以 用 一 个 极 大 的 数 了 来 表示 ,这 个 固体 所 有 其 它 分 子 的 初始 
温度 是 0。 在 这 种 情况 下 , 积 wanasf 等 于 积分 

a [ap [vf Caspr), 

无 论 开始 的 加 热 如 何 .与 很 大 的 时 间 值 相对 应 的 这 个 固体 的 
状态 是 相同 的 ,就 好 象 所 有 的 热 都 曾 集中 在 处 在 原点 的 唯一 基 元 
中 似 的 。 
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385. 现在 假定 我 们 只 考虑 相对 受热 部 分 的 尺寸 而 言 与 原点 
相距 很 远 的 这 个 固体 的 那些 点 ;我 们 先 可 以 设想 这 个 条 件 对 简化 
一 般 方程 中 。 的 指数 是 充分 的 。 事 实 上 ,这 个 指数 是 

(Co 一 2 十 (8 一 念 ?十 G 一 2 
4 
由 假定 ,变量 a,p,» 包含 在 有 限 的 区 间 之 间 , 因 此 ,它们 的 值 相 对 
远离 原点 的 点 的 更 大 坐标 而 言 总 是 极 小 的 。 由 此 得 到 。 的 指数 由 
两 部 分 M 十 4 组 成 ,其 中 一 部 分 相对 另 一 部 分 是 很 小 的 。 然 而 ,我 
们 不 能 由 比 故 是 一 个 很 小 的 分 数 这 一 事实 得 出 指数 e*** 变 得 等 于 
e", 或 者 与 它 只 相差 一 个 相对 它 的 实际 值 而 言 非常 小 的 量 这 样 一 
个 结论 。 我 们 决 不 能 只 考虑 M 和 4 的 相对 值 ,而 只 能 考虑 上 的 绝 
对 值 。 为 了 使 我 们 能 够 把 精确 积分 (7) 简 化 成 方程 


pt) 


CE 
Ee 23 VTRE 
就 必须 使 因 次 为 0 的 量 
2az 十 28# 十 2?7z 一 好 一 尿 一 六 
4 


总 是 一 个 很 小 的 数 。 如 果 我 们 假定 从 原点 到 我 们 要 确定 其 温度 的 
点 m 的 距离 相对 于 最 初 被 加 热 的 部 分 的 长 度 非常 大 ,那么 我 们 就 
应 当 考 察 前 面 这 个 量 是 否 总 是 一 个 很 小 的 分 数 。。 为 了 使 我 们 能 
够 运用 近似 积分 
w=B2-3(xkt)-#e- 甸 。 

我 们 必须 满足 这 个 条 件 :但 是 这 个 方程 不 表示 这 个 物体 离 热源 很 
远 的 那 部 分 的 变化 状态 。 相 反 , 由 于 其 它 条 件 相同 , 随 着 我 们 要 确 
定 其 温度 的 这 些 点 与 热源 相距 愈 远 , 它 给 出 的 结果 就 愈 不 精确 。 

包含 在 这 个 实体 的 一 个 确定 部 分 中 的 初始 热 不 断 贯 穿 到 相 邻 
部 分 中 去 ,并 在 各 个 方向 上 传导 ;仅仅 只 有 极 少 热量 到 达 与 原点 相 
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距 很 运 的 那些 点 。 当 我 们 从 分 析 上 表示 这 些 点 的 温度 时 ,这 一 研究 
的 目的 就 不 是 要 从 数值 上 确定 这 些 不 可 测 的 温度 ,而 是 要 确定 它 
们 的 比 .现在 这 些 量 肯 定 依赖 于 初始 热 据 以 分 布 的 规律 , 随 着 棱柱 
的 这 些 部 分 离 热源 食 远 ,初始 分 布 的 作用 就 延续 得 更 长 .不 过 如 果 
组 成 指数 部 分 的 项 如 络 和 入 有 无 限 递 契 的 绝对 值 , 那 么 我 们 就 
可 以 运用 这 些 近似 积分 。 

这 个 条 件 在 为 了 确定 与 原点 相距 很 远 的 点 的 最 高 温度 而 提出 
它 时 有 些 问 题 。 事 实 上 我 们 可 以 论证 ,在 这 种 情况 下 , 当 我 们 要 考 
虞 的 点 离 原点 很 还 时 ,时 间 值 以 比 距离 更 大 的 比值 增加 ,并 且 与 这 
些 距离 的 平方 成 正比 ,只 是 在 建立 了 这 个 命题 之 后 ,我 们 才能 进行 
指数 下 的 简化 。 这 类 问题 是 下 一 节 的 目的 。 


第 三 节 
无 穷 固体 中 的 最 高 温度 


386. 我 们 首先 考虑 一 部 分 已 均匀 受热 的 无 穷 长 棒 中 的 线性 
运动 ,我 们 将 研究 为 使 这 条 直线 的 一 个 已 知 点 能 够 得 到 它 的 最 高 
温度 所 必须 历经 的 时 间 值 。 

让 我 们 用 29 来 表示 受热 部 分 的 大 小 , 它 的 中 点 与 距离 + 的 原 
点 对 应 。 由 假定 ,与 y 轴 的 距离 小 于 9 大 于 一 9 的 所 有 点 有 共同 的 
初始 温度 了. 其它 所 有 截面 取 初 始 温度 0。 我 们 假定 这 个 棱柱 的 外 
表面 不 会 失 热 .或 者 同样 地 ,我 们 对 与 轴 垂 直 的 截面 赋予 无 穷 大 的 
面积 。 要 确定 的 是 与 其 距离 为 z 的 一 个 已 知 点 的 温度 的 极 大 值 所 
对 应 的 时 间 上 如何。 

我 们 在 前 面 几 目 中 已 经 看 到 , 任 一 点 的 变化 温度 由 方程 
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] 人 Ca 一 
7 一 — | duf(e)e” ™w 
2WwWazltdv 


来 表示 。 

系统 表示 ,kK 是 热 导 率 ,C 是 热 容量 ,D 是 密度 ， 

为 了 简化 这 一 研究 . 今 ;一 1, 结 果 用 站 或 态 ! 代 葵 4 的 表达 
式 变 成 


+ esr)? 
f f de 条 


2 7 

这 是 方程 和 一 宪 的 积分 。 函数 入 测量 热 沿 楼 柱 的 轴 所 流 过 的 
速度 ,现在 多 的 这 个 什 在 实际 问题 中 是 已 知 的 而 不 带 任 何 积分 号 。 
事实 上 我 们 有 


) f+ 一 os) 
Ebr 


一 


3/ 吉 
或 者 进行 积分 ， 
A 2 {和 -< 让 | 
dr 2VW 天 人 


387。 函数 42 也 可 以 不 用 积分 号 来 表示 :现在 它 等 于 一 阶 流 


数 汪 ;因此 只 要 使 测量 任 -- 点 温度 的 退 时 增 量 的 这 个 值 宅 等 于 0， 
我 们 就 有 所 求 的 x 和 ! 之 间 的 关系 ,所 以 我 们 得 到 


dr 了 (一 2(z 十 9) ip, 2(z 一 9) Ed 
dr 元 元 人 Re 去 a 
它 给 出 


rg 


(z+9)e (ge Ca 


BH 


此 我 们 得 到 
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{=— 
os( =!) 

我 们 已 经 假定 态 =1. 为 了 使 系数 还 原 , 我 们 必须 用 邦 代 蔡 1 
我 们 有 

LD 
"os( 洋人) 

最 高 温度 根据 由 这 个 方程 所 表示 的 规律 而 彼此 相 随 。 如 果 我 
们 假定 它 表示 描述 一 条 直线 的 物体 的 变化 运动 ,+ 是 所 经 过 的 距 
离 .是 所 历经 的 时 间 , 那 么 这 个 运动 物体 的 速度 就 是 温度 极 大 值 
的 速度 。 

当量 9 无 穷 小 时 , 即 当初 始 热 集中 在 位 于 原点 的 唯一 基 元 中 
时 .t 值 就 化 为 全 ,由 微分 或 级 数 展开 式 ,我 们 得 到 藻 = 邱 ， 

我 们 尚未 考虑 从 校 柱 表面 所 逃逸 的 热量 ;我 们 现在 来 考虑 这 
个 损耗 ,我 们 假定 初始 热 包含 在 无 穷 樟 柱 壬 的 唯一 一 个 基 元 中 。 

388， 在 前 面 的 问题 中 .我 们 确定 了 一 个 无 穷 榨 柱 律 的 变化 
状态 ,这 个 棱柱 梭 的 一 个 确定 部 分 自始至终 受到 初始 温度 了 的 作 
用 。 我 们 假定 初始 热 分 布 在 从 *= 0 到 z=; 的 一 个 有 限 长 度 中 。 

我 们 现在 假定 同一 热量 好 包含 在 从 + 二 0 到 z=。 的 一 个 无 
穷 小 基 元 中 。 因 此 受热 薄 层 的 温度 是 也. 由 此 得 到 前 面 所 说 的 ,这 
个 固体 的 变化 状态 由 方程 

V32VE 


RO pa ,2 Rt ea 
来 表示 ; 当 进 入 微分 方程 和 = 而 太一 站 的 系数 而 由 来 表示 时 ， 


这 个 结果 成 立 。 至 于 系数 , 它 等 于 -地 5;3 表示 梭 柱 截面 的 面积 , 


表示 截面 的 围 道 , 刀 表示 处 表面 的 热 导 率 。 
在 方程 (a) 中 代入 这 些 结果 ,我 们 有 


bf em wu, 
"= DS A); 
V7 /kK 
2 一 
cD 


了 表示 平均 初始 温度 , 即 如 果 初 始 热 在 这 根 棒 长 为 ,或 更 简单 地 
为 一 个 测量 单位 的 部 分 的 点 之 间 同 等 地 分 布 ,那么 了 就 表示 一 个 
单 点 所 具有 的 温度 。 需 要 确定 与 一 个 已 知 点 的 温度 的 极 大 值 所 对 
应 的 历经 时 间 值 !。 

为 了 解 这 个 问题 ,只 需 从 方 程 (0) 推出 雪 的 值 ， 并 使 它 等 于 0 


就 够 了 ;我 们 有 
de lr ] 2k1 4 
th 
这 样 ,为 使 处 在 距离 z 的 点 能 得 到 它 的 最 高 温度 所 必须 历经 的 时 
间 值 9. 就 由 方程 
Ba ey 
1 1 da 
去 + 去 + 号 
来 表示 。 
为 了 确定 最 高 温度 ,我 们 注意 方程 (a) 中 的 e-! 的 指数 是 


| 1 


22 ps . 
十 对 "现在 方程 0) 给 出 K 二 富 一 去 ;因此 二 祝 = 天 一 喜 ' 用 工 


的 已 知 值 代替 二 ,我 们 有 + 天 =\/ 卫 十 二 zi 把 e-! 的 这 个 指数 
代入 方程 (a) ,我 们 有 


用 WGK 的 忆 知 信 代 兰 V/ 研 .和 极 大 值 ， 多 a ,我 们 得 到 
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pr= -好 eV 5 直下 /4 + lL ooeooooooekd) 
2 7 r 坟 


方程 (c) 和 方程 (4) 包含 问题 的 解 让 我 们 用 4 和 4 的 值 孝 Ss 和 
面 来 代 痊 4 和 :同时 用 去 s 代 葵 闻 , 用 表示 底 为 正方 形 的 这 个 
想 柱 的 半 厚 。 和 和 0, 我们 有 方程 


= 
站 
~, 
+ 引 
| 
S| 由 
3 


-(C)。 
1+2 向 ?十 工 


这 两 个 方程 适用 于 很 长 的 细 枯 中 的 热 运动。 我 们 假定 这 个 棱 
柱 的 中 央 已 经 受到 一 定 热量 的 作用 ,该 热量 向 末端 传导 ,并 通过 凸 
面 而 扩散 。V 表示 与 初始 热源 相距 z 的 点 的 温度 的 极 大 值 ;9 是 自 
扩散 开始 一 直到 出 现 最 高 温度 这 一 时 刻 为 止 所 历经 的 时 间 。 系 数 
01, 及,K,D 表示 和 在 前 面 的 问题 中 一 样 的 特定 性 质 ,g 是 由 棱柱 截 
面 所 形成 的 正方 形 的 半边 长 。 

389. ”为 了 用 一 个 数值 应 用 使 这 些 结果 更 可 理解 ,我 们 可 以 
假定 形成 这 个 棱柱 的 物质 是 铁 , 正 方形 的 边 29 是 一 米 的 二 十 五 分 
之 二 

我 们 以 前 用 我 们 的 实验 测定 了 五 和 大 的 值 ,C 和 D 的 值 原来 
就 是 已 知 的 。 取 米 作为 长 度 单位 , 取 60 进 制 的 分 作为 时 间 单位 , 运 
用 右 ,K,C,D 的 近似 值 ,我 们 将 确定 与 一 个 已 知 距离 相对 应 的 
和 0 的 值 .对 于 我 们 所 考 虚 的 这 个 结果 的 考查 来 说 ,不 需要 很 精确 
地 知道 这 些 系数 。 

我 们 首先 看 到 ,如 果 距 离 + 大约 是 1. 5 米 或 2 米 ,那么 进入 根 
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号 之 F 的 项 2 相对 第 二 项 二 而 言 就 有 一 个 很 大 的 值 。 这 两 项 的 
比 随 距离 的 增加 而 增加 。 

因此 , 随 着 热 从 原点 移 开 ,最 高 温度 规律 就 变 得 愈 来 愈 简单 。 
为 了 确定 通过 棱 的 全 长 而 建立 的 正常 规律 ,我 们 必须 假定 距离 x 
是 很 大 的 ,我 们 得 到 


_ fe 深 的 


< 一 | 6 
Var Vr ‘Kg 


Ky 或 6 6 


Kg 

390. 我 们 由 第 二 个 方程 看 到 ,与 温度 极 大 值 对 应 的 时 间 和 
距离 成 正比 地 增加 。 因 此 ,这 种 波 速 (如 果 无 论 怎样 我 们 都 可 以 把 
这 个 表达 式 应 用 于 所 讨论 的 运动 的 话 ) 是 常数 ,说 得 更 准确 些 , 它 
高 玉 请 瀣 于 变 克 常 孝 \ 并 在 它 从 执 的 起 点 妥 无 客运 的 运 汉中 盖 保 
特 这 个 性 质 。 

在 第 - -个 方程 中 我 们 过 可 以 注意 到 ,和 在 第 一 章 第 76 目 中 可 
以 看 到 的 一 样 ,如 果 我 们 以 一 固定 温度 f 作用 于 原点 ,那么 量 


je 入 六 就 表示 这 根 棒 的 不 同 点 所 达到 的 水 全 温度. 

为 了 想象 出 地 的 值 ,我 们 必须 设想 热源 所 包含 的 初始 热 在 这 
根 棒 的 长 为 ! 或 长 为 一 个 测量 单位 的 部 分 中 的 分 布 是 相同 的 。 这 
一 部 分 的 每 一 点 所 达到 的 温度 f 在 某 种 意义 上 是 平均 温度 。 如 果 
我 们 假定 处 在 原点 的 薄 层 在 无 穷 时 间 内 都 保持 恒定 温度 了 不 变 ， 


那么 所 有 沙 层 就 都 达到 其 一 般 表 达 式 为 je 入 站 的 固定 温度 ,> 
表示 薄 层 的 距离 。 由 一 条 对 数 曲线 的 纵 坐标 所 表示 的 这 些 固定 温 
度 在 距离 相当 大 时 是 极 小 的 ;如 所 知 , 随 着 热源 从 原点 被 撤 掉 , 它 
们 就 迅速 下 降 。 
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现在 方程 (97 表明, 这 些 每 -点 都 可 以 达到 的 最 高 冉 定 温度 部 
大 大 超过 热 扩散 期 间 彼此 相 随 的 最 高 温度 。 为 了 确定 后 者 的 极 大 
值 ,我 们 必须 计算 这 个 固定 的 极 大 值 ,使 它 乘 以 常数 ( 2 | a 
并 除 以 距离 * 的 平方 根 。 

因此 ,作为 除 以 模 华 标 平方 根 的 一 条 对 数 曲线 的 锥 坐标 ,这 些 
最 高 温度 在 这 条 直线 的 整个 范围 内 彼此 相 随 ,并 且 这 种 波动 是 均 
名 的 。 聚集 在 一 个 单 点 的 热 根据 这 个 一 般 规律 在 这 个 固体 的 长 度 
方向 上 传导 。 

391. 如 果 我 们 把 这 个 棱柱 外 表面 的 热 导 率 看 作 是 0, 或 者 
很 定 热 导 素 K 或 厚度 29 是 无 穷 的 ,那么 我 们 会 得 到 很 不 同 的 结 
果 。 这 时 ,我 们 可 以 省 略 项 zx, 我 们 将 有 了 

f 1 KO_1 
(i M0 2 

在 这 种 情况 下 , 极 大 值 与 距离 成 反比 , 因此 波 运动 不 均匀 。 必 
须 注意 这 个 假定 纯粹 是 理论 性 的 ,如 果 热 导 率 万 不 是 0, 而 只 是 一 
个 极 小 的 量 ,那么 波 的 速度 在 这 个 棱柱 离 原点 很 远 的 部 分 中 就 不 
是 可 变 的 。 事 实 上 ,无 论 刀 怎样 ,只 要 这 个 值 也 象 K 和 9 的 值 那样 


是 已 知 的 ,只 要 我 们 假定 距离 > 无 限 增加 ,项 32 就 总 是 变 得 比 
放大 许多 。 这 些 距 离 在 开始 时 可 能 相对 于 项 从 来 说 小 得 足以 在 


根 号 下 略 去 .这 时 这 些 时 间 与 距离 的 平方 成 正比 ;但 是 随 着 热 沿 无 
穷 长 度 的 方向 流动 ,传导 规律 发 生变 化 ,时 间 变 得 与 距离 成 正比 。 
初始 规律 , 即 与 和 热源 极 近 的 点 有 关 的 规律 ,与 在 很 远 直至 无 穷 的 
部 分 所 建立 的 终极 规律 大 不 相同 :但 是 在 中 间 部 分 ,最 高 温度 根据 
由 前 面 两 个 方程 所 表示 的 混合 规律 而 彼此 相 随 。 


外 见 第 388 目的 方程 (D) 和 (C), 令 b=1。 一 A.F. 


392. 还 需要 确定 对 于 热 在 物质 实体 内 在 各 个 方向 上 被 传导 
至 无 穷 远 情 况 下 的 最 高 温度 .根据 我 们 已 经 建立 的 原理 ,这 个 研究 
不 会 有 任何 困难 。 

当 一 个 无 穷 固体 的 一 个 确定 部 分 已 经 受热 ,这 个 物体 的 所 有 
其 它 部 分 取 同 一 初始 温度 0 时 , 热 向 四 面 八方 传导 ,并 且 在 一 定时 

“ 间 之 后 ,这 个 固体 的 状态 就 如 同 热 最 初 曾 集中 在 坐标 原点 的 单个 
点 上 一 样 。 当 物体 的 这 些 点 远离 原点 时 ,最 后 效应 出 现 之 前 所 必须 
历经 的 时 间 是 极 长 的 。 每 个 在 开始 温度 为 0 的 这 样 的 点 受热 微 乎 
其 微 ;随后 它们 的 温度 达到 它们 所 能 达到 的 极 大 值 ;并 以 逐渐 减弱 
而 结束 ,直到 在 这 个 物体 中 不 留 下 任何 显 热 (sensible heat) 。 这 种 变 
化 状态 一 般 由 方程 


e+ +(e) 


fa fw fo— f(asbie) .eee (E) 
来 表示 。 
必须 在 
0 一 一 ay0 一 az ,一 一刀, 一 2,c 一 一 clyc 一 cz 
的 区 间 内 取 这 些 积分 。 


区 间 一 ol, 十 az, 一 六 ,十 入, 一 ct 十 cz 是 已 知 的 ;它们 包括 这 个 
固体 最 初 被 加 热 的 整个 部 分 。 函 数 f(a,bc) 也 是 已 知 的 。 它 表示 坐 
标 为 ybvc 的 一 点 的 初始 温度 。 这 个 定 积分 使 变量 a,53,c 消 掉 ,并 
为 + 保留 z,y,z,t 的 一 个 函数 和 几 个 常数 。 为 了 确定 在 一 个 已 知 点 
m 上 与 + 的 一 个 极 大 值 所 时 应 的 时 间 9, 我 们 必须 从 前 述 方程 推出 


完 的 值 ;因此 我 们 建立 一 个 含 9 和 点 m 的 坐标 的 方程 ,于 是 我 们 由 


此 可 推出 6 值 。 如果 这 时 我 们 在 方程 (8) 中 用 这 个 6 值 代替 1, 那 么 
我 们 就 得 到 以 z,y,> 和 一 些 常数 所 表示 的 最 高 温度 7 的 值 。 
不 用 方程 (8) ,让 我 们 写 
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r= [a {0 fpso， 
用 P 表 示 f(a,5,c) 的 乘 数 ,我 们 有 


dt 24 


r (go—7) + 6—y) + (cz)? 
fa fw fa + ta ppla,b,c) to。 


393， 我 们 现在 必须 把 最 后 这 个 表达 式 应 用 到 这 个 固体 远离 
原点 的 那些 点 上 去 。 由 于 含 初始 热 部 分 的 任 一 点 的 坐标 是 变量 。， 
b,c, 我 们 要 确定 其 温度 的 点 m 的 坐标 是 =,y,z, 所 以 这 两 点 之 间 的 
距离 的 平方 是 (o 一 z)? 十 4 一 六 ?十 (c 一 2)5 这 个 量 作为 一 个 因子 进 
入 至 的 第 二 项 。 

现在 由 于 点 m 离 原点 很 远 ,所 以 显然 ,这 一 点 和 受热 部 分 任 
一 点 的 距离 4 与 这 同一 点 和 原点 的 距离 D 相同 ; 即 随 着 点 mn 离 人 
坐标 原点 的 初始 热源 愈 来 傅 远 ,距离 和 4 的 最 终 比 变 成 1。 

由 此 得 到 ,在 给 出 多 值 的 方程 (0) 中 ,因子 (a 一 z)? 十 (一 )? 十 
Ce 一 2)? 可 以 用 如 十 六 十 z= 或 * 来 代替 ,表示 点 mn 与 原点 的 距离。 


于 是 我 们 有 
他 = 一 防卫 十 丰 a fw f acpraws,e) 

攻 私 -( 示 到 ) 

如 果 我 们 用 * 的 值 来 代 蔡 ，, 用 馈 代 替 , 那 么 ,为 了 重 设 我 们 
曾 假定 等 于 1 的 系数 艺 , 我 们 有 
| 
《14( 名 ) 过 | | 如 ja | dae a f(a,b,c) 

CD! 
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394。 这 个 结果 只 属于 这 个 固体 与 原点 的 距离 相对 热源 最 大 
长 度 很 大 的 那些 点 。 必 须 时 刻 注意 的 是 ,从 这 个 条 件 并 不 能 得 出 我 
们 可 以 忽略 指数 符号 下 变量 a,5,c 的 结论 。 它 们 只 有 在 这 个 符号 
之 外 时 才 可 以 略 去 。 事 实 上 ,在 积分 将 号 下 乘 f(a,4,c) 的 这 个 项 是 
几 个 象 

em 4 Pra 

这 样 的 因子 的 积 。 

现在 , 比 三 总 是 一 个 很 大 的 数 并 不 足以 使 我 们 能 略 去 前 两 个 
因子 .例如 ,如 果 我 们 假定 等 于 1 分 米 ,z 等 于 10 米 ,并 且 如 果 全 
热 在 其 中 得 以 传导 的 物质 是 铁 , 那 么 我 们 看 到 ,在 历经 9 或 10 小 
时 之 后 , 困 子 e 载 仍然 比 2 大 ;所 以 车 删 去 它 ,我 们 就 会 减少 所 求 
结果 的 一 半 。 因 此 , 当 多 的 值 属于 远离 原点 的 点 时 ,对 任 一 时 间 来 
说 , 它 都 应 当 由 方程 (0) 来 表示 。 但 是 如 果 我 们 只 考虑 极 大 的 时 间 
值 ,该 时 间 值 与 距离 的 平方 成 正比 地 增加 , 则 情况 就 不 同 了 :与 这 
个 条 件 相对 应 ,我 们 应 当 省 略 包含 *, 或。 的 项 , 既 使 它们 在 指数 
符号 内 也 应 省 略 。 现 在 ,正如 我 们 开始 证 明 的 一 样 , 当 我 们 要 确定 
一 个 很 远 的 点 所 能 达到 的 最 高 温度 时 ,这 个 条 件 成 立 。 

395. 事实 上 ,在 所 说 的 情况 下 ,和 的 值 必须 为 0; 因 此 我 们 
有 


72 3 天 1 » 
4( 台 2 区 "7 
CD CD 


所 以 ,为 使 一 个 很 远 的 点 能 达到 它 的 最 高 温度 所 必须 历经 的 


时 间 就 与 这 一 点 和 原点 的 距离 的 平方 成 正比 。 如 果 我 们 在 * 的 表 


达 式 中 用 分 母 纺 的 值 子 ”来 代替 分 母 9S, 那 么 。-! 的 指数 
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《一 z 十 G 一 妨 ? 十 (c 一 2 
272 


3 
就 简化 成 了 ,因为 我 们 略 去 的 因子 相当 于 1。 由 此 我 们 得 到 


1 ~ ~ 
te 
CNETP 


积分 | 各 | ww | def (awb,c) 表 示 初 始 热 量 ;半径 为 7 的 球 的 体 


积 是 巡 zr, 因 此 , 当 用 表示 该 球 的 每 个 分 子 所 得 到 的 温度 时 ,如 
果 我 们 在 它 的 各 部 分 之 间 分 布 所 有 的 初始 热 , 那 么 我 们 有 


6 
"= 761 


我 们 在 本 章 所 展开 的 这 些 结果 指明 包含 在 无 穷 固体 的 一 个 确 
定 部 分 中 的 热 逐 渐 贯穿 到 其 初始 温度 为 0 的 所 有 其 它 部 分 中 去 的 
规律 ,这 个 问题 比 前 几 章 的 问题 解决 得 更 简单 ,因为 通过 对 该 固体 
赋予 无 穷 体积 ,我 们 就 消去 了 与 表面 有 关 的 条 件 ,而 主要 困难 就 在 
于 这 些 条 件 的 运用 。 无 界 固体 中 的 热 运动 的 一 般 结果 是 很 站 人 注 
目的 ,因为 这 种 运动 不 为 表面 障碍 所 干扰 . 它 通过 热 的 自然 性 质 而 
自由 完成 。 严 格 地 说 ,这 个 研究 是 对 物体 内 的 热 扩 散 的 研究 。 


第 四 节 积分 的 比较 


396. 热传导 方程 的 积分 呈现 出 不 同 的 形式 ,有 必要 对 这 些 
不 同形 式 进行 比较 。 正 如 我 们 在 本 章 第 二 节 第 372 和 376 目 中 所 
看 到 的 ,不 难 把 三 维 的 情况 归 到 线性 运动 的 情况 中 去 ,因此 对 方程 
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必 一 大 如 
dt CDdr’ 
或 对 方程 
» dr dv 
积分 就 够 了 。 


为 了 从 这 个 微分 方程 推出 在 一 个 确定 形状 的 物体 中 的 热传导 
规律 ,如 在 一 个 环 中 的 热传导 规律 ,我 们 必须 知道 这 个 积分 ,必须 
在 某 种 适合 于 该 问题 的 形式 下 得 到 它 , 后 者 是 不 可 能 以 别 的 形式 
完成 的 一 个 条 件 。 我 们 在 1807 年 12 月 21 日 提交 给 法 兰 西 研究 院 
的 研究 报告 中 首次 给 出 了 这 个 积分 (第 124 页 第 84 目 ) ; 它 主 要 在 
i 

sai farcwe ™ ze os 


ee 0 

或 同样 地 ,从 a= 一 +8 取 到 a=7R;i 是 任 一 整数 ,和 2 必须 从 

;= 一 2 取 到 = 十 coy 表示 在 历经 时 间 ! 之 后 在 通过 弧 z 而 与 位 

于 原点 的 截面 分 开 的 截面 的 每 一 点 上 可 以 观察 到 的 温度 。 我 们 用 

:=P(z) 表 示 环 上 任 一 点 的 初始 温度 。 我 们 必须 对 i 给 出 逐个 什 
0, 十 1 二 2, 十 3 和 一 1 一 2, 一 3 


I | 
用 Cos Reos Rtsin sin 页 


代替 cos De 

因此 我 们 得 到 » 值 的 所 有 项 。 这 就 是 我 们 为 表示 环 中 变化 的 
热 运 动 (第 四 章 第 24 目 ) 所 必须 安排 的 方程 (o) 的 积分 形式 。 我 们 
考虑 环 的 生成 截面 (the generating section) 的 形状 和 大 小 使 同一 截 
面 的 点 明显 保持 相同 温度 的 情况 。 我 们 同时 还 假定 环 表面 不 会 失 
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397. 由 于 方程 (a) 适 用 于 所 有 的 值 ,所 以 我 们 可 在 其 中 假 
定 .有 是 无 穷 的 ;在 这 种 情况 下 , 它 给 出 下 述 问题 的 解 。 已 知 -一 个 很 
细 且 无 穷 长 的 实 模 柱 的 初始 状态 ,并 且 , 为 了 确定 所 有 的 后 继 状 
态 ,用 *=A(z) 表 示 这 种 初始 状态 。 假定 半径 2 在 数值 上 包含 三 角 
浮 数 表 上 的 单位 半径 的 zx 倍 。 用 9 表示 依次 变 成 四 ,2dg,3dg,…idg， 
… 的 一 个 变量 ,无 穷 数 " 由 大 来 表示 ,变数 了 则 由 总 来 表示 。 作 这 
些 代 换 ,我 们 得 到 

r= 趟 2 J aap Ca)eiicosg(s—a), 


.进入 符号 卫 之 内 的 项 是 一 些微 分 方程 ,因此 这 个 符号 变 成 一 
个 定 积分 符号 ;所 以 我 们 有 


f+ f+ 
:= 吉 |dar(n) | dge—" ‘cos(gr— ga) ee (B) 


这 个 方程 是 方程 (a) 的 积分 的 第 二 种 形式 ; 它 表 示 在 无 穷 长 棱 
柱 中 的 线性 热 运动 (第 七 章 第 354 目 ). 它 是 第 一 个 积分 (a) 的 明显 
推论 。 
398. 我 们 可 以 在 方程 (6) 中 完成 相对 9 的 定 积分 ;因为 根据 
我 们 已 经 证 明 过 的 一 条 引 理 (第 375 目 ) ,我们 有 
[icos2e=e "V7, 
然后 令 有 2=934, 我 们 得 


人 Po rpg i 
We V 


因此 上 一 目的 积分 (8) 变 成 


这 人 
4 上 -元 二 二 Wr) ())。 


如 果 我 们 用 另 一 个 未 知 量 6 代替 a, 令 
到 


2 一 8' 则 我 们 得 
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所 PCz 十 2p VE 6)。 


天 | dpe 

方程 (a) 的 这 个 积分 形式 (6) 在 (综合 工艺 学 校 研究 报告 ;第 
8 卷 中 由 拉 普 拉 斯 先生 给 出 .他 是 通过 考虑 表示 这 个 积分 的 无 穷 
级 数 而 得 到 这 个 结果 的 。 

方程 (1),(y),(6) 的 每 -个 都 表示 无 穷 长 棱柱 中 的 线性 热 扩 
散 。 显然, 它们 是 同一 积分 的 三 种 形式 .并且 不 能 认为 其 中 一 -种 比 
另外 二 种 更 一 般 。 它 们 每 一 个 都 包含 在 积分 (a) 之 中 ,它们 通过 对 
有 给 定 一 个 无 穷 值 而 从 积分 (a) 中 导出 。 

399， 我 们 不 难以 由 某 个 变量 的 增 宕 所 安排 的 级 数 来 展开 从 
方程 (a) 所 推出 的 这 个 * 值 。 这 些 展开 式 是 自明 的 ,我 们 不 谈 它 们 
也 行 ;不 过 它们 引出 的 -- 些 注 记 在 积分 研究 中 有 用 。 用 加 ,如 ,如 ， 


2 


i d a ds 和 
… 表 示 函 数 去 %(z) 9(7) 0Cz) , 必 … 我 们 有 


ka 


一 二 2"， ZV 二 (十 | ter; 


在 这 里 ,常数 表示 * 的 一 个 任意 函数 。 用 w' 的 值 "十 「 do" 来 代 过 
并 一 直 继续 运用 类 似 的 代 换 ,我 们 得 到 


=c+ | dtr 


1 
DV 
这 两 种 形式 的 等 价 性 的 一 个 直接 证 明 由 格 莱 伟 先生 在 1876 年 6 月 的 (数学 通信 》( Mes- 
wenger of Mathematics) 第 30 页 中 给 出 。 用 泰勒 定理 展开 sd(z 十 26 V4 ) ,分别 对 每 一 项 积 
分 : 含 W ( 的 奇 次 等 的 项 变 成 0, 我 们 有 第 二 种 形式 ;因此 第 -种 形式 等 价 于 
Sa 


到 | woereosto 一 De(m， 


] dpe~P6(z 十 2 VL ) 才 esi6(n)( 见 第 401 目 ) 


由 此 ,第 一 种 形式 可 如 上 导出 。 因此 我 们 有 第 351 页 的 傅立叶 定理 的 一 个 稍微 一 般 化 
的 形式 。 一 A.EF. 
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=c+ [a(ert f ar") 
一 十 1 | eer 十 fu")]. 
或 1 一 (十 tc 十 名 "各 + 各 esse (T), 


在 这 个 级 数 中 ,c 表示 z 的 一 个 任意 函数 。 如 果 我 们 要 根据 > 
的 升 备 来 安排 + 值 的 展开 式 ,那么 我 们 运用 


并 且 , 用 4, 少 , 思 :表示 函数 
二 4 生生 4， 
我 们 首先 有 =a 十 ie 十 | ie | dr; 此 处 s 和 4 表示 :的 两 个 任意 
函数 。 然 后 我 们 可 以 用 ， 的 值 
4 十 kz 十 je ju 
来 代 闪 wj 用 * 的 值 w 十 ez 十 | 恬 | da 代替, 等 等 。 通 过 连续 代 


换 ， _ 
4 一 0 十 好 十 | | urr， 


=atit [a ar(at5t far fam) 
一 ao 十 姑 十 Jf fale 十 bz 十 fe J aCatbs 


十 fe fa | 


一 4 十 
"tig i i 
十 芭 十 并 + 三 bt *(X)。 
”下 


在 这 个 级 数 中 ,a 和 2 表示 :的 两 个 任意 函数 。 


377 


如 果 在 由 方程 (X) 所 给 定 的 这 个 级 数 中 我 们 用 两 个 函数 4(0) 
和 #(t) 来 代 状 a 和 4, 并 根据 1 的 升 宕 来 展 开 它 们 ,那么 我 们 只 得 
到 = 的 一 个 唯一 的 任意 函数 ,而 不 是 两 个 函数 "和 2。 我 们 把 这 个 
“ 注 记 归 功 于 泊 松 ,他 在 《综合 工艺 学 校 研究 报告 ;第 6 卷 第 110 页 
给 出 了 这 个 注 记 。 

相反 .如 果 在 由 方程 (7) 所 表示 的 级 数 中 我 们 根据 + 的 短 来 展 
开本 数 。, 那 么 在 相对 于 z 的 相同 靠 来 安排 这 个 结果 时 ,这 些 等 的 
系数 就 由 /的 两 个 完全 任意 的 函数 组 成 ;只 要 进行 这 一 研究 ,就 不 
难 验证 这 一 点 。 

400。 事实 上 ,根据 + 的 等 所 展开 的 这 个 ， 值 应 当 只 含 z 的 一 
个 任意 函数 ;因为 微分 方程 (o) 清 楚 地 表明 ,作为 = 的 一 个 函数 ,如 
果 我 们 知道 对 应 于 =0 的 这 个 ， 值 ,那么 对 应 于 ! 的 后 继 值 的 这 
个 函数 。 的 其 它 值 就 由 这 个 什 所 确定 。 

同样 明显 的 是 ,这 个 函数 , 当 根据 : 的 升 矫 而 展开 时 ,应 当 包 
含 变量 1 的 两 个 完全 任意 的 函数 。 事 实 上 ,微分 方程 澡 一 侈 表明 ， 
作为 的 一 个 函数 ,如 果 我 们 知道 与 : 的 一 个 确定 值 所 对 应 的 。 
值 ,那么 我 们 不 能 由 此 得 出 与 :的 其 它 所 有 值 所 对 应 的 。 值 ,我们 
还 必须 给 出 与 = 的 第 二 个 值 所 对 应 的 、 作 为 :的 一 个 函数 的 ， 值 ， 
如 给 出 与 第 一 个 值 按 得 无 穷 近 的 值 。 这 时 ,函数 的 所 有 其 它 状 
态 , 即 与: 的 其 它 所 有 值 相对 应 的 值 , 就 被 确定 了 ,微分 方程 (0) 属 
于 一 个 曲面 ,该 曲面 任 一 点 的 纵 坐标 是 *, 两 个 水 平 坐标 是 = 和。 


由 这 个 方程 (o) 显 然 可 以 得 到 , 当 我 们 给 出 过 z 轴 的 平面 的 垂直 截 -“ 


面 的 形状 时 ,这 个 曲面 的 形状 就 确定 了 :这 也 可 以 从 问题 的 物理 性 
质 得 出 ;因为 显然 ,由 于 棱柱 的 初始 状态 被 给 定 , 所 以 所 有 后 继 状 
态 也 就 确定 了 。 但是, 如果 这 个 曲面 仅仅 只 受过 t 和 w 的 第 一 个 垂 
直 平 面 上 所 引 的 一 条 曲线 的 支配 ,那么 我 们 就 不 能 画 出 这 个 曲面 。 
必须 进一步 知道 在 与 第 一 个 垂直 平面 平行 的 第 二 个 垂直 平面 上 所 
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引 的 曲线 ,我们 可 以 假定 它 与 第 一 个 垂直 平面 挨 得 无 穷 近 。 赣 样 这 
些 注 记 适 用 于 所 有 的 偏 微分 方程 ,就 所 有 情况 而 言 ,这 个 方程 的 阶 


并 不 确定 任意 顺 数 的 数目 。 
101. 可 以 把 从 方程 
dr dr 
a 


所 导出 的 第 399 目的 级 数 (7) 放 在 "=e*(x) 的 形式 之 下 。 根据 D 
的 等 展开 这 个 指数 ,并 用 乞 代替 也 ,同时 把 ;看 作 是 微分 的 阶 , 则 
我 们 有 

c=6(7) + re 中 fs 下 会 上 

采用 同一 记号 ,上 内 芝 全 全 于 全 全 天 95 399 目 ) 的 第 一 

部 分 可 以 二 cos(z2 WW 一 D)6(t) 的 形式 。 在 把 i 看 作 是 微分 的 阶 
时 ,根据 z 的 等 来 展开 ,并 用 扎 米 代替 DP。 通 过 相对 z 取 积 分 ,同时 
把 函数 4(0) 变 成 另 一 个 任意 函数 ,级 数 (X) 的 第 二 部 分 则 可 以 从 
第 一 部 分 中 导出 。 因 此 我 们 有 


r=Cos(1 V D600) +H, 


en 人 


利 “ 环 =| i dreostr VD) yD) 

这 个 已 知 的 简 记 法 站 积分 和 和 考 之 间 所 存在 的 相似 性 导出 。 至 
于 此 处 由 它 所 作 的 运用 .其 目的 是 为 了 表示 级 数 , 并 不 用 任何 展开 
式 而 验证 它们 。 这 只 沉 在 这 个 简 记 法 所 使 用 的 符号 下 进行 微分 就 
够 了 。 例 如 .只 相对 上 进行 微分 ， dt 


= pe $7)= Dr = 


它 恰好 表明 级 数 满足 微分 方程 (a)。 间 样 地 ,如 果 我 们 考虑 级 数 
(CX) 的 第 部 分 ,后 时 记 
r=cos(1 一 万 )4(t)， 


那么 ,仅仅 相对 z 微分 两 次 ,我 们 有 


和 Deos(z+ V 一 让 9(0) 一 六 全 
因此 这 个 " 值 满足 微分 方程 (<)。 
同样 我 们 可 以 得 到 微分 方程 
dv dv 
i esd) 


给 出 作为 根据 y 的 增 寡 展 开 的 级 数 所 表示 的 "的 表达 式 ， 
1 一 cos(JD)4(z)。 
我 们 必须 相对 y 展开 ,并 用 下 代替 D 事 实 上 ,我 们 由 这 个 ” 什 
推 得 
名 = 一 DecdD)d) = Dn — fe 
值 sin(yD)%(z) 也 满足 这 个 微分 方程 ;因此 "的 一 般 值 是 
2 一 cos(gD)d(z) 十 开 ， 此 处 下 一 sin(yD)%(z) 。 
402. 如 果 所 提出 的 微分 方程 是 
dx dv dv 
a dr dy 
如 果 我 们 要 以 根据 i 的 短 所 安排 的 级 数 来 表示 ,那么 我 们 可 以 用 
D4 来 表示 函数 


ch) 


dd 
ti tay’ 


由 干 方程 是 人 汇 二 De, 所 以 我 们 有 


dt? 
v=cos(t / —D)G(z,Y), 
由 此 我 们 推出 
dr dm dd 
WP ta 
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六 ,并 把 ; 看 作 是 微分 的 阶 。 
下 面 的 值 deos(t 一 WV 一 Dy(z,8) 满 足 相 同 的 条 件 ;因此 的 
最 一 般 值 是 

v=cos(t 一 站 dz) 十 FT; 

一 aeosdY 一 5)waz Di 
是 一 个 三 变量 函数 f(z, 加 6。 如 果 我 们 取 != 0, 则 我 们 有 
f=(z,y,0)=6(z,y); 用 frGz, 加 口 表 示 生 了 (zt), 我 们 有 
fi(z,y,0)=Yp(z,y)。 

如 果 所 提出 的 方程 是 


a’ py diy 
0 ) 


那么 以 根据 :的 竹 所 安排 的 一 个 级 数 所 表示 的 这 个 值 就 是 
4b 一 cos(tD?)b(z,),D 表示 7; 因为 我 们 从 这 个 值 推出 


因此 ,可 以 只 含 z 和 y 的 两 个 任意 函数 的 这 个 一 般 " 值 是 
b 一 cos(tD2)d(z,g) 十 开 ， 


上 
开 一 J dteos iD?) yr,y) 


用 (zy 表示 ,用 户 (zoy, 人 表示 刘 , 我 们 不 得 不 确定 两 个 
任意 隆 数 
blz.y)=f(z,y,0),， 和 $lz,y)=f(r,y,0)。 
403. ”如 果 所 提出 的 微分 方程 是 
de dv div 


Wtat2 dr2dy: 


dv 
Hn Ose) 


那么 ,我 们 可 以 用 1 来 表示 函数 < 十“, 因此 ,可 以 通过 把 二 项 


dr’ dy 
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式 (不 + 永 ) 增 加 到 二 阶 .同时 把 指数 看 作 是 微分 的 阶 来 形成 DDy 
或 D2p. 这 样 , 方 程 (e) 变 成 全 十 De=0; 并 且 , 根 据 : 的 筹 所 安排 的 
+* 值 是 cos(iD)8(z,y) ;因为 由 此 我 们 推 得 
dr dv dv dr dp _ 
de di dr “dridy: dy ° 
由 于 最 一 般 的 * 值 可 以 只 含 z 和 yy 的 两 个 任意 函数 ,这 是 这 
个 方程 式 的 一 个 明显 推论 ,所 以 它 可 以 表示 成 
4 一 cos(tD)g(z,y) 十 acescpywGn。 


一 一 De， 或 


用 fj(z,y,b 表 示 函 数 "用 有 (zy 站 表示 第 f(zoy1) ,函数 $ 
和 可 以 确定 如 下 : 
$I,y)=f ry,0), Ylry)=fi(r,y,0), 
最 后 , 设 所 提出 的 方程 是 


do _ 
a 


系数 a,5,c 是 已 知 数 , 方 程 的 阶 是 不 定 的 。 

这 个 最 一 般 的 " 值 可 以 只 含 z 的 一 个 任意 函数 ;因为 显然 , 仅 
仅 由 方程 的 这 个 形式 可 知 , 作 为 z 的 一 个 函数 ,如 果 我 们 知道 对 应 
于 t=0 的 + 值 ,那么 对 应 于 t 的 后 续 值 的 其 它 所 有 。 值 就 都 被 确 
定 了 。 因 此 ,为 了 表示 ;我们 有 方程 "一 ed(z)。 

我 们 用 Dy 表示 式 


d? a ds 
et 


dv dv dw, ,div 
tate 二 tf)s 


dz 
即 为 了 形成 。 值 ,我 们 必须 根据 :的 等 来 展开 量 
lan Hho toa + ea tom) 和 
并 用 和 代替 «, 同 时 把 a 的 壬 看 作 是 微分 的 阶 。 
事实 上 ,由 于 这 个 。 值 只 相对 微分 ,所 以 我 们 有 
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所 pr) = Dna tb Ste 和 Fe 

增加 这 个 相同 过 程 的 应 用 没有 什么 用 。 对 于 很 简单 的 方程 ,我 们 无 
坑 简 化 表达 式 ; 不 过 它们 一 般 代 巷 很 复杂 的 研究 .例如 我 们 选择 了 
前 面 那些 方程 ,因为 它们 都 与 其 解析 表达 式 和 热 运 动 表 达 式 相似 
的 物理 现象 有 关 。 前 两 个 ,( 〇 和 (2) ,属于 热 的 理论 ;后 三 个 ,(c)， 
(d),(e), 属 于 动力 学 问题 ;最 后 的 (1) 表 示 在 瞬时 传导 超出 极 小 距 
离 时 实体 中 所 出 现 的 热 运动 。 我 们 有 在 贯穿 透明 介质 的 光 热 运动 
方面 的 这 类 问题 的 一 个 例子 。 

404， 我 们 可 以 用 不 同 的 方法 得 到 这 些 方程 的 积分 :我 们 首 
先 要 指明 这 是 由 第 361 目 中 所 阐明 的 定理 带 来 的 ,我 们 现在 重 温 
这 个 定理 。 

如 果 我 们 考虑 表达 式 

dot) 站 dpeos( 一 me 人 0， 


那么 我 们 会 看 到 , 它 表示 z 的 一 个 函数 ;因为 这 两 个 对 a 和 ?的 定 
积分 使 这 两 个 变量 消 掉 , 并 只 保留 一 个 x 的 函数 ,这 个 函数 的 性 质 
显然 依赖 于 我 们 将 会 为 6Ca) 所 选 定 的 函数 。 我 们 可 以 问 ,为 使 我 
们 在 两 个 定 积分 之 后 能 得 到 f(z) 的 一 个 已 知 函数 ,函数 8(a) 应 当 
是 怎样 的 ,一 般 地 ,适合 于 不 同 物理 现象 的 表达 式 的 这 些 积分 研究 
可 以 简化 成 类 似 于 前 面 的 问题 。 这 些 问题 的 目的 是 要 确定 积分 符 
号 下 的 这 些 任意 函数 ,因此 这 个 积分 的 结果 可 以 是 一 个 已 知 函 数 。 
例如 不 难看 到 ,如 果 在 前 面 的 表达 式 (o) 中 我 们 可 以 确定 % oa), 因 
而 积分 的 结果 是 一 个 已 知 函 数 f(z) ,那么 方程 


dr 
dt 


的 通 解 就 是 已 知 的 。 事 实 上 ,我 们 恰好 建立 一 个 特殊 的 。 值 , 它 表 


dv adv, der div 
a tb te td tf) 


r=e "cospr, 
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“并 且 我 们 得 到 这 个 条 忻 ， 
项 一 4 有 2 十 2 十 cp5 十 …。 
这 时 我 们 也 可 以 取 
v=e "cos(pr— pa), 
对 常数 “给 定 任 一 值 。 同 样 ,我 们 有 


| 


a | dap(a)e r+ to tos( pz— pa) 


显然 ,这 个 + 值 满足 偏 微分 方程 (f); 它 只 不 过 是 特殊 值 的 和 。 
此 外 ,假定 一 0, 对 于 ,我 们 应 当 坦 到 :的 一 个 任意 函数 。 用 
f(z) 表 示 这 个 函数 ,我 们 有 


7(D= 人 dos(o) | epeos(zz 一 mm)。 


现在 ,由 方程 (f) 的 形式 得 到 ,最 一 般 的 ” 值 可 以 只 含 一 个 
的 任意 函数 。 事 实 上 ,这 个 方程 清楚 地 表明 ,作为 z 的 一 个 函数 ,如 
果 对 于 时 间 :的 一 个 已 知 值 ,我 们 知道 其 " 值 ,那么 与 其 它 时 间 什 
所 对 应 的 其 它 所 有 。 值 就 必然 被 确定 。 由 此 严格 得 到 ,作为 :和 z 
的 一 个 函数 ,如 果 我 们 知道 满足 微分 方程 的 一 个 。 值 ;此 外 ,如 果 
只 要 令 二 0,z 和 + 的 这 个 函数 就 变 成 z 的 一 个 完全 任意 函数 , 那 
么 ,所 说 的 > 和 (的 这 个 函数 就 是 方程 (f) 的 通 解 。 因 此 ,整个 问题 
简化 成 在 上 述 方程 中 确定 函数 $Ca) ,使 得 两 个 积分 的 结果 是 一 个 
已 知 冰 数 f(z)。 为 使 这 个 解 是 一 般 的 ,只 需 我 们 能 够 把 f(z) 看 作 
是 一 个 完全 任意 、 甚 至 是 不 连续 的 函数 就 行 了 。 因 此 ,只 需 知道 已 
知 函 数 jz 和 未 知 函 数 wa) 之 间 必 然 一 直 存在 的 关系 就 够 了 。 现 
在 ,这 种 很 简单 的 关系 由 我 们 所 说 的 定理 来 表示 。 事 实 上 , 它 在 于 


当 在 无 穷 区 间 内 取 这 些 积分 时 函数 ya) 是 亏 f(a); 即 我 们 有 方程 
7 一 二 je daf (a) | dpcos(pr— pa) eee (B), 


和 所 提出 的 方程 (f) 的 通 解 一 样 , 我 们 由 此 得 到 : 
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:= 去 | daf (a) | er dpe™ er ++ + cos( pr— pa) RO (ce)。 
405. 如 果 我 们 提出 方程 
2 dp 
+ 人 =0… 、 


它 表 示 一 块 弹性 板 的 横 切 振动 运动 @, 由 这 个 方程 的 形式 ,我 们 必 
须 认为 最 一 般 的 * 值 可 以 只 含 的 两 个 任意 函数 :因为 , 当 用 f(z， 
0) 表 示 这 个 值 ,用 户 (z,D 表 示范 数 即 f(z,D 时 ,显然 ,如 果 我 们 知 


道 f(z,0) 和 PCz,0), 即 知道 在 第 一 个 时 刻 的 那些 ” 值 和 全 ,那么 
其 它 所 有 。 值 就 都 确定 了 。 

这 还 可 以 只 从 这 个 现象 的 性 质 推出 事实 上 ,考虑 静止 状态 下 
的 一 块 直线 弹性 薄板 :> 是 这 块 薄 板 上 任 一 点 与 坐标 原点 的 距离 ， 
这 块 薄板 的 平衡 位 置 与 水 平面 上 的 + 灿 重 合 ,把 这 块 薄板 从 它 的 
平衡 位 置 上 拉 开 , 它 的 形状 就 稍稍 发 生变 化 ;这 时 它 就 处 在 由 形变 
所 产生 的 力 的 作用 之 中 。 假 定 这 种 位 移 是 任意 的 ,只 是 非常 小 ,以 
致 于 对 这 块 薄板 所 给 定 的 初始 形状 是 过 轴 的 委 直 平面 上 所 作 的 
一 条 曲线 的 形状 。 这 个 系统 将 不 断 改变 其 形状 ,并 在 垂直 平面 中 
在 平衡 线 的 两 边 不 断 运动 。 这 种 运动 的 最 一 般 条 件 由 方程 


PES 0 dd) 


来 表示 。 

在 水 平面 上 ,在 与 原点 0 相距 z 的 平衡 位 置 上 的 任 一 点 mn, 在 
时 间 : 结束 时 ,已 经 过 垂直 高 度 " 而 从 它 的 位 置 上 离开 。 这 个 变 程 
“是 z 和 t 的 一 个 函数 。* 的 初始 值 是 任意 的 ; 它 由 任 一 函数 %z) 来 


@ 就 一 根 细 弹 性 杆 的 横向 振动 而 对 一 般 方 程 所 进行 的 研究 ,可 以 在 唐 金 的 《 声 
学 ) 第 9 章 88 167 一 177 中 找到 ,(d) 是 其 中 的 一 个 特 钢 , 它 与 无 永恒 内 张力 对 应 ,同时 
还 省 略 了 杆 的 截面 的 角 运 动 。 一 A-E. 
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表示 。 现 在 ,从 动力 学 的 基本 原理 所 推出 的 方程 (4) 表 明 , 相对 
2 4 

所 取 的 二 阶 流 数 或 呈 ,以 及 相对 z 所 取 的 四 阶 流 数 或 全 ,是 和 

的 两 个 函数 ,这 两 个 函数 只 有 符号 上 的 差别 .我们 在 此 不 讨论 与 这 

两 个 函数 的 不 连续 性 有 关 的 具体 问题 ;我 们 只 考虑 积分 的 解析 表 

达 式 。 

我 们 还 可 以 假定 ,在 任意 移动 这 块 薄板 的 不 同 点 之 后 我 们 在 
完成 振动 的 垂直 平面 上 对 它们 给 予 很 小 的 初速 。 对 任 一 点 m 所 给 
定 的 初速 取 任意 值 。 它 由 距离 :的 一 个 任意 函数 y(z) 来 表示 。 

显然 ,如 果 我 们 给 定 这 个 系统 的 初始 形状 或 5Cz) ,以 及 初始 
冲 量 yz) ,那么 这 个 系统 的 所 有 后 继 状态 就 被 确定 。 因 此 .在 任 一 
时 间 4 之 后 表示 这 块 薄板 的 相应 形状 的 函数 * 或 f(z,D ,包含 两 个 
任意 函数 wz) 和 %(z) 。 

为 了 确定 所 求 函数 f(z,t) ,设想 在 方程 


EE 0 (dd) 


中 我 们 可 以 对 "给 出 很 简单 的 值 
& 一 cosqg2tcosqgz ， 
或 是 4 一 cosg2lcos(47 一 4a); 
4 和 表示 既 不 含 > 也 不 含 上 的 任意 两 个 量 。 
因此 我 们 也 有 
a= | ro | deosgitcos(gz—g6), 
无 论 积 分 区 间 怎 样 ,F(a) 都 是 一 个 任意 函数 。 这 个 » 值 只 不 过 是 特 


殊 值 的 和 。 
假定 现在 :一 0, 这 个 * 值 必然 是 我 们 用 f(z,0) ,或 5(z) 所 表示 


的 值 。 因 此 我 们 有 
$7)= | up | dreos(gr—q), 
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函数 PCa) 必须 这 样 来 确定 :使 得 当 两 个 积分 完成 时 ,结果 应 
当 是 任意 函数 4z) 。 现在 由 方程 (5) 所 表示 的 定理 表明 ， 当 两 个 积 
分 区 间 是 一 2 到 十 co 时 ,我们 有 


P(wO 一 上 上 da)。 
27 
因此 ,u 值 由 下 述 方程 给 定 : 
,= 元 I dab( a) 了 dgcosg’tcos (qz — ga)。 


如 果 把 这 个 之 值 相 对 /来 积分 ,其 中 的 4 变 成 办 那么 显然 ， 
(由 是 所 表示 的 ) 积 分 将 再 次 满足 所 提出 的 微分 方程 (4) ,我 们 有 


= 页 | dayp(a) fa Hsingteos (gr —qn) 
当 t=0 时 这 个 W 值 变 成 0; 如 果 我 们 取 表达 式 
= 区 妆 day (a) J dcosg’tcos(qr— ga)， 


那么 我 们 看 到 ,只 要 在 其 中 令 (一 0, 它 就 变 得 等 于 yz)。 式 学 则 不 
同 ; 当 1=0 时 它 变 成 0, 当 (=0 时 x 变 得 等 于 4(z)。 


由 此 得 到 方程 Cd) 的 积分 是 
:= 去 六 ”us geosgrteosCgz—ge) + HW-=4+ Wr 
.1 fr pte 1 
并 且 玉 = 充 | ~ dap(a) | dg singteos (gr —q0), 


事实 上 ,这 个 v 值 满足 微分 方程 (4) ;同样 , 当 我 们 令 :一 0 时 ， 
它 等 于 完全 任意 的 函数 4(z); 当 我 们 在 式 空 中 令 t 一 0 时 , 它 化 为 
第 二 个 任意 函数 %z)。 因 此 "* 值 是 所 提出 的 方程 的 完全 积分 ,并 且 
不 可 能 有 更 一 般 的 积分 了 。 

406. 相对 9 进行 积分 , 值 可 以 简化 成 更 简单 的 形式 。 这 个 
简化 和 相同 类 型 的 其 它 式 子 的 简化 ,取决 于 由 方程 (1) 和 (2) 所 表 
示 的 两 个 结果 ,这 两 个 方程 将 在 下 一 目 中 证 明 : 
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[ 芭 dgcosg’” stcosq:=Y Tsin( 工 ED 1)。 


| 1 
a pp 
， a (0。 
0 
: 
4= or | apsin 1 人 下 全 | (9) 


用 另 一 个 未 知 数 4 表 示 字 了 二 "我 们 有 
a=7 十 2p 和’ > da=2dx Vt 
不 用 sin( 于 十 如 ), 厕 代 之 以 它 的 值 
一 sin + —L cosy 和 
V2 V2 
我 们 有 


~ 大 1 dpsinpe tcosp OC at 2p VT er (0) 

我 们 在 一 份 特别 研究 报告 中 已 经 证 明 ,(4) 或 (4 ). 方 程 (d) 的 
那些 积分 .清楚 完整 地 表示 一 块 无 穷 弹性 薄板 的 不 同 部 分 的 运动 。 
它们 包含 这 个 现象 的 清晰 表达 式 , 并 且 很 容易 阐明 它 的 所 有 规律 。 
我 们 正 是 主要 从 这 个 观点 出 发 而 提出 它们 .以 引起 几何 学 家 们 注 
意 的 ,它们 表明 振动 在 薄板 的 整个 范围 内 怎样 传递 和 建立 ,表明 任 
意 和 偶然 的 初始 位 移 的 作用 怎样 随 着 它 从 原点 取消 而 逐渐 改变 ， 
很 快 变 得 察觉 不 出 来 ,只 剩 下 这 个 系统 特有 的 力 , 即 弹 性 力 的 作 
用 。 

407. 由 方程 (1) 和 (2) 所 表示 的 结果 取决 于 定 积 


「 drcoszz ,和 fr drsinr?; 
2 . 


设 9= | dzrcosz*， 一 | drsinz?; 
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并 且 把 9 和 看 作 是 已 知 数 。 显 然 ,在 前 面 两 个 方程 中 我 们 可 以 用 
y 十 b 来 代替 z 必 表示 任 一 常数 ,积分 区 间 仍然 相同 。 因 此 我 们 有 


9 一 人 dcos( 妨 十 2 四 十 大 ) ， 一 i dysin (y? 二 2by 十 5?), 
二 | Cosy’cos2bycosb? — cosy’sin 2bysinb? 
we lh —siny’sin2bycosb’ — siny?cos2bysinb? | ” 
现在 不 难看 到 ,如果 积分 区 间 是 一 co 到 十 co ,那么 含 因子 sin2by 的 
所 有 积分 都 是 0; 因 为 sin2j 与 y 同时 变 号 。 因 此 我 们 有 
g=cosb’ | tyeosyreos2by —sinb | aysiny?cos2by ee (a)。 
同样 ,的 方程 给 出 
i 人 锅 yrcos2bycosb? + cosy’cos2bysinb? 
| 十 cosy?sin2bycosb? — siny?sin2bysinb? 
同样 略 去 含 sin2bwy 的 项 ,我 们 有 
h=cosb’ | dysiny’cos2by +sinb’ dycosy’cos2by*"*** we (Ws 


因此 ,两 个 方程 (a) 和 (6) 对 g 和 4 给 出 两 个 积分 


| dysingzcos2W 和 weosyreos2my， 
我 们 分 别 用 4 和 B 来 表示 这 两 个 积分 。 我 们 现在 可 以 令 


和 


?二 pt,2Wy 二 pz; 或 者 y=pPV  ， 0 一 : 
=Pt,2by=p y=p 2 二 


因此 我 们 有 
VT J apeospricosps=4, VT [apsinpricospz=8,。 
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y 和 4 的 值 @ 立 即 从 已 知 结果 
V3= we 
中 推出 。 
最 后 这 个 方程 事实 上 是 一 个 恒等式 ,因此 , 当 我 们 用 量 
1 十 从 一 1 
1 V3 ) 


来 代替 z 时 ,这 个 等 式 一 定 成 立 。 这 个 代 换 给 出 
1+V A 
Vz= | de- 
-= 入 | dy(cosy’— 1 一 lsiny2) 。 


因此 最 后 这 个 方程 右边 的 实 部 是 V = , 虚 部 是 0。 由 此 我 们 得 
出 
vi 广 ( ] dycosy’ 十 ] dsing2) ， 


并 且 0= | deosy 一 | dsiny?， 
或 Pe a Ycosy 一 0 一 > [aysing: =4=,/ 2 
J- | 


@ 从 第 360 目 所 给 出 的 已 知 结果 , 即 一 一 
六 [x 
Vz 


Be 入 


全 一 ,这 时 


Va 


推出 更 容易 ， 设 "一 衬 注 


小 和 子 . 并 且 | dxsinz?=2 小 Py 


余弦 亦 可 从 上 ey 芳和 由 —R.L.E. 
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剩 下 的 只 是 用 方程 (4) 和 (6) 来 确定 两 个 积分 


~ ~ 
| dycosy’cos2by 和 | dysiny’sin2by 


的 值 。 
因此 这 两 个 积分 可 以 表示 成 
A= | aycosy?cos2by = hsinb? + gcosb? ， 
B= | dysiny’sin2by = hcosb’ — gsinb? ; 
所 以 我 们 得 出 3 
人 -三 (es 亏 十 sin 亏 ) ， 
vv VIVE 4 
, | 
jareor= 二 三 人 天 一 sn $4); 


用 sin 也 或 cas 子 代替 \/ ,我们 有 


| azeospxcoszz= sn(4+) 1) 
2 
和 J minpreospe— an( 于 -2 


408. 由 第 404 目的 方程 (6) 和 第 361 目的 方程 (B) 所 表示 
的 命题 是 用 来 发 现 积分 (5) 和 前 面 那些 积分 的 , 它 显然 也 对 许多 变 
量 适 用 。 事 实 上 ,在 一 般 方程 


人 
f(2) = | daf(0) 全 ”dpcos(pz — pa) 
或 
1 f+ pr or 
f(z) = 区 ) -az | dacos(p7 一 pa)f(a) 


中 ,我 们 可 以 把 f(x) 看 作 是 两 个 变量 z 和 ? 的 一 个 函数 。 这 时 函数 
f(o) 是 a 和 y 的 一 个 函数 。 现 在 我 们 把 这 个 函数 f(a,y) 看 作 是 变 
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量 y 的 一 个 函数 ,这 样 我 们 从 第 404 目的 同一 定理 (8) 得 出 
f(ay) 一 让 i fla.p) J areos(oy 一 46)。 
因此 ,为 了 表示 两 个 变量 z 和 y 的 任 一 函数 ,我 们 有 下 述 方程 


f(r.y) 一 (2) ja 芝 dBf (a,p) dpcos (pz 一 pa) 


2 


站 westoy 一 92…(BB)。 
我 们 以 同样 的 方式 建立 属于 三 变量 函数 的 方程 , 即 
Ga=( 寺 ) fa {ap favs caspy) 
fareos (mz—p0) areos Car—ap) J areos(rs—ry) ,B88), 
每 一 个 积分 都 从 一 ce 取 到 十 ce。 
显然 ,同一 命题 可 推广 到 包含 任意 数目 的 变量 的 函数 。 剩 下 的 


是 要 表明 这 个 命题 适合 于 发 现 含 二 个 以 上 的 变量 的 方程 的 积分 。 


409， 例如 ,由 于 微分 方程 是 
de _ dv | dv 
di iar dy: 
所 以 我 们 希望 确定 作为 (zwy,l) 的 一 个 函数 的 。 值 ,使 得 第 一 ,只 要 
假定 =0,2 或 f(z,y,0 就 变 成 和 ?的 一 个 任意 函数 gz,y) ;第 
二 ,只 要 在 笑 或 P (z,y, 的 值 中 令 :二 0, 我 们 就 得 到 第 二 个 完全 
任意 的 函数 yz,3)。 
从 微分 方程 (c) 的 形式 我 们 可 以 推出 ,满足 这 个 方程 和 前 面 两 
个 条 件 的 * 值 必然 是 通 解 。 为 了 发 现 这 个 积分 ,我 们 首先 对 ”给 出 
特殊 值 


TT 


v = COSMICOSPTCOSGY 。 
+ 的 这 个 代 换 给 出 条 件 m 二 V7 十。 
同样 明显 的 是 ,不 含 rz,y 和 (的 量 7,9,4,B 和 F(a,B) 无 论 怎 
样 ,我 们 都 可 以 记 
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v= cosp(z 一 a)cosg(y 一 Pp)cost /Pp + gq, 


一 fa [agra,p) J areosCz — pa) 
| dgcos(gy 一 gh)cost /p+ 9。 

事实 上 ,这 个 + 值 只 不 过 是 特殊 值 的 和 。 

如 果 我 们 假定 :=0, 那 么 + 必然 变 成 %z,y) 。 因 此 我 们 有 
4(z,y) = fa J aprca,py J areosCrr — pa) fageos (ay 一 9p)。 

这 样 ,问题 就 简化 成 确定 F(a,p) ,使 得 所 指明 的 积分 结果 能 
够 成 为 %z,y)。 现 在 只 要 比较 最 后 这 个 方程 和 方程 (8B) ,我 们 就 
会 得 到 

pr,y) 一 (二 | da 人 dpd(a,B) 找 dpcos(pz 一 pa) 
j= dgcos(gy 一 96) 。 


所 以 这 个 积分 可 以 表示 成 
v= (去) faa f apeca,p) | aeescrz — pa) 


) dgcos(gy 一 9p)cost Vp + 


这 样 我 们 就 得 到 这 个 积分 的 第 一 部 分 ,用 厂 表 示 第 二 部 分 ， 


它 应 当 包 含 另外 一 个 任意 函数 wz,y) ,我 们 有 
v 二 # 十 剑 ， 

并 且 我 们 必须 把 于 看 作 是 积分 | wt, 只 不 过 把 6 变 成 y。 事 实 上 ， 

当 令 /=0 时 ,wu 就 变 成 slz,y); 同 时 WW 变 成 0, 因 为 相对 + 的 积分 把 


余弦 变 成 正弦 。 


QD 英 译本 误 译 成 “这 个 ! 值 ".。 一 译 者 。 
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此 外 ,如 果 我 们 取 多 的 值 , 并 令 一 0, 那么 这 时 含 一 个 正弦 的 
第 一 部 分 就 变 成 0, 第 二 部 分 变 成 y(z,y)。 因 此 方程 -= 十 厂 是 所 
提出 的 方程 的 完全 积分 。 
我 们 同样 可 以 建立 方程 
dv dv dr dv 
di dr dp dz 
的 积分 。 
这 只 要 引进 一 个 新 因子 


Loostrs — ry), 


27 
并 相对 > 和， 积分 就 够 了 。 

410。 设 所 提出 的 方程 是 2 十 和 2 十 全 一 0 所 需要 的 是 把 ， 
表示 成 一 个 函数 f(z,y,z) ,使 得 第 一 ,f(z,y,0) 可 以 是 一 个 任意 函 
数 wz,; 第 二 ,只 要 在 函数 羡 f(z,y,z) 中 令 z= 0, 我 们 就 得 到 第 
二 个 任意 函数 wz,y) 。 由 微分 方程 的 形式 显然 得 到 ,被 确定 的 函 
数 是 所 提出 的 方程 完全 积分 。 

为 了 发 现 这 个 方程 ,我 们 首先 可 以 注意 到 ,这 个 方程 通 过 沁 
w=cospzcosqye" 而 被 满足 ,指数 p 和 4 是 任意 两 个 数 ,m 的 值 是 
+tV PTE, 

这 时 我 们 还 可 以 记 

v= cos(pr 一 pa)cos(qy 一 gp eV + es， 

或 
[ jw jarda,m) fa fageosC2 一 pa)cos(gy 一 48) 
CeVRH 十 Var 。 
如 果 令 = 等 于 0, 那么 为 了 确定 Fa,P) ,我 们 有 下 述 条 件 


Bz) 一 | dep | dpr(a.pp | dz 


J dgcos(pz 一 pa)cos(gy 一 qf); 
并 且 只 要 与 方程 (BB) 进 行 比较 ,我 们 就 看 到 
F(a,p).= (去 ) se.A， 
这 样 , 作 为 这 个 积分 第 一 部 分 的 表达 式 ,我 们 有 
n= (HE) J aa 人 opate. | dpeos(pr 一 mo) | deos(wy — op) 
CA 
当 2=0 时 4 值 简化 成 6x,y), 辐 一代 换 使 红 的 值 为 0， 
我 们 也 可 以 相对 z 来 对 这 个 " 值 积分 ,并 对 这 个 积分 给 出 下 
述 形式 ,其 中 是 一 个 新 的 任意 函数 
w=( 去 ) Jaa agpca,p) J dpeos(pz — pa) acoscay — gp) 
Vi 
当 z=0 时 W 值 变 成 0, 同 一 代 换 使 函数 和 等 于 yz,y)。 因 此 
所 提出 的 方程 的 通 解 是 "一 "十 于。 


411. 最 后 设 这 个 方程 是 
de dr 和 
Rat 
所 需要 的 是 把 * 确定 为 一 个 函数 f(z.y,0), 它 满足 所 提出 的 方程 
(ey 和 下 面 两 个 条 件 : 即 第 一 .f(x,y, 人 中 的 代 换 必须 给 出 一 个 任意 
函数 dr, ;第 二 ,各 f(zoy. 中 的 同一 代 换 必须 给 出 第 二 个 任意 
函数 (x,y)。 
从 方程 (6) 的 形式 和 从 我 们 在 上 面 所 阐明 的 原理 显然 得 到 . 当 


0 ee (e)， 
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我 们 确定 了 函数 "以 致使 它 满足 前 面 那些 条 件 时 , 它 是 所 提出 的 
方程 的 完全 积分 。 为 了 发 现 这 个 函数 ,我 们 先 写 


"= cosprcosgycosmt » 


因此 我 们 推出 


d2v div diy a 
Bm a i 


这 时 我 们 有 条 件 m= 疡 十 9?。 因 此 我 们 可 以 写 
1 = cospzcosgycost(p? + 92) 


¢= cos( 万 — pa)cos(qy — gp)cos(p*t + 98) 
或 
Pm ae fprda,p) fa J ageos Ca 一 pa)cos(gy — gb) 
Cos(p’t + qt) 。 
当 我 们 令 :一 0 时 ,我 们 肯定 有 +=4(z,5); 它 被 用 来 确定 函数 
F(a,B)。 如 果 我 们 把 这 个 方程 各 一 般 方程 进行 比较 ,那么 我 们 得 
到 , 当 在 无 穷 区 间 内 到 这 些 积分 时 ,FCa,p) 的 值 是 (去 )*p(a,p)。 因 
此 ,作为 这 个 积分 的 第 一 部 分 的 表达 式 ,我 们 有 ， 
4 一 (去 ) fa fapeca, p) ju J agcos Cr 一 pa)cos(qy — gp) 
cos(CZ2 + 02t) 。 
相对 上 来 对 “ 值 进行 积 分 ,由 于 第 二 个 任意 函数 由 % 来 表示 ， 
所 以 我 们 看 到 积分 的 另 -- 部 分 下 表示 成 ， 
w= (去 ) | appcasp) [ap see 一 Pocoscoy — 4p) 


Sin(p’t + gt) 
a eg 
如 果 我 们 在 和 厂 中 令 1=0, 那 么 第 一 个 函数 变 成 $(z,9)、 
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第 二 个 函数 变 成 0; 如 果 我 们 也 在 也 和 在 各 中 令 (一 0, 那 么 第 
一 个 函数 变 成 0. 第 二 个 变 成 $Cz.y) :因此 "一 “十 于 是 所 提出 的 方 
程 的 通 解 。 

412. 相对 ? 和 4 施行 两 次 积分 ,我 们 可 以 给 予 值 一 个 更 
简单 的 形式 .为 此 ,我 们 使 用 我 们 在 第 407 目 所 证 明了 的 两 个 方程 
PT 人 


1 z 一 a): 十 (9 一) 
是 二 支 | da 位 dbo(a, Bp) Nn 和 人 二 全 二 全 


用 “表示 这 个 积分 的 第 部 分 .用 所 表示 第 二 部 分 , 它 应 当 
包含 另 一 个 任意 函数 ,我 们 有 
开 一 他 和 =x 十 开 。 


如 果 我 们 用 “和 "来 表示 两 个 新 未 知 数 ,使 得 我 们 有 


a 有 一 


一 == 3 


2VT 2 
并 且 如 果 我 们 不 用 a,p,da,dp, 而 代 之 以 它们 的 值 
z+ yt Tr, 2 VT, 2d VT, 
那么 我 们 有 这 个 积分 的 另 一 种 形式 ， 


f+ 


v= 二 | [wsinGet g(t2p WT y+ 22 T+ 


进一步 扩大 我 们 这 些 公式 的 应 用 会 偏离 我 们 的 主题 。 前 面 那 
些 例子 与 一 些 物 理 现象 有 关 , 这 些 物理 现象 的 规律 原来 不 为 人 们 
所 知 且 难 以 发 现 ;我 们 选择 它们 ,是 因为 人 们 一 直 徒劳 地 寻找 至 今 
的 这 些 方程 的 积分 与 那些 表示 热 运动 方程 的 积分 有 引 人 注 目的 相 
似 性 。 

413. 在 这 些 积分 的 研究 中 ,我 们 还 可 以 先 考虑 根据 一 个 变 
量 的 赛 所 展开 的 级 数 ,并 用 方程 (6),(BB) 所 表示 的 定理 对 这 些 级 
数 求 和 。 这 种 分 析 的 下 面 这 个 例子 取 自 热 的 理论 本 身 ,我 们 认为 这 
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个 例子 是 值得 注意 的 。 
我 们 在 第 399 目 已 经 看 到 ,从 方程 
dr dr 
a ar 
所 导出 ` 根 据 变量 + 的 增 宪 以 级 数 所 展开 的 这 个 一 般 " 值 ,只 包含 
z 的 一 个 任意 函数 ; 当 根 据 z 的 增 寡 以 级 数 展开 时 , 它 包含 上 的 两 


“la) 


个 完全 任意 函数 。 
因此 ,第 一 个 级 数 表示 成 : 
0=6(7) +t S07) 
tf dt 
十 至 OT te 7) 


由 第 397 目的 (8) 所 表示 的 积分 或 


1 fr p 
vb 由 dad(a) J dpe- cos pr 一 pa) 


表示 这 个 级 数 的 和 ,并 且 包含 唯一 的 任意 函数 $(z) 。 
根据 z 的 寡 所 展开 的 ” 值 包含 两 个 任意 函数 了 (0) 和 (0 , 因 
此 被 表示 成 


2 4 da2 
"7fO+ 殖 7(0+ 吉 f(D)+ my 


3 5 2 
+zpCOT 瑟 ?D+ 和 PO eX), 


因此 ,与 方程 (6) 无 关 , 存 在 表示 最 后 这 个 级 数 和 且 包 含 两 个 
任意 函数 (和 F() 的 这 个 积分 的 另 一 种 形式 。 所 需要 的 是 发 现 
所 提出 的 方程 的 这 第 二 个 积分 , 它 不 可 能 比 前 面 那个 更 一 般 , 但 是 
它 包含 两 个 任意 函数 。 

我 们 可 以 通过 对 进入 方程 (X) 的 两 个 级 数 的 每 一 个 取 和 而 得 
到 它 。 显 然 ,在 一 个 + 和 t 的 函数 形式 下 ,如 果 我 们 知道 含 (2) 的 
第 一 个 级 数 的 和 ,那么 ,我 们 在 用 实 乘 它 之 后 必须 相对 zx 取 这 个 
积分 并 把 了 () 变 成 FCD) 。 我们 由 此 得 到 第 二 个 级 数 。 而 且 , 只 要 确 
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定 进入 第 一 个 级 数 的 奇数 项 的 和 就 够 了 :因为 ,用 4 表示 这 个 和 ， 
用 "表示 其 它 所 有 项 的 和 ,我 们 显然 有 
?一 fa 到 到。 
这 时 , 剩 下 的 是 求 4 的 值 。 现 在 函数 fj(0) 可 以 由 一 般 方程 (B) 
表示 成 
#0 = dof) [ee 一 四 ee (B)。 
由 此 不 难 推出 函数 
f(D)， S(O, 人 GD， 
显然 ,微分 相当 于 在 方程 (5) 的 右边 .在 符号 | 邮 之 下 写 上 相 
应 的 因子 一 ,十 7' ,一 p， 
这 ,只要 写 上 兴国 因 了 wwtx pa) ,我 们 就 有 
4 二 二 去 daf (a) | dpcos(pt — pa)(1 一 路 和 一 9 
I 站 计生 全 事实 
上 ,如 果 y 是 这 个 级 数 的 值 ,那么 我 们 得 出 
营 =-z+ 晤 - 巷 +…， 或 py 
对 这 个 线性 方程 进行 积分 ,并 确定 那些 任意 常数 ,因此 当 z 为 
0 时 y 是 1, 且 


dy dy dy 
dr” dr dz 


是 0, 作 为 级 数 的 和 ,我 们 得 到 
到 Ge A oY § )cosr a 


讨论 这 个 研究 的 细节 没什么 用 处 ;只 要 陈述 结果 就 够 了 ,作为 所 寻 
求 的 积分 , 它 给 出 
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六 天 三 | daf (a) | dgg{fcos292(! 一 a) (er 十 e-*)cosgr 


一 sin2g’(t 一 a)(e” — e ”)singz + We (pp), 
项 WW 是 积分 的 第 二 部 分 ; 它 由 第 一 部 分 相对 z 从 z 一 0 到 z=: 
取 积分 ,并 把 f 变 成 而 形成 。 在 这 种 形式 下 ,积分 包含 两 个 完全 
任意 的 函数 f(D 和 F(t)。 如 果 在 + 值 中 我 们 假定 z 为 0, 那 么 由 假 


定 ,项 政变 成 0, 且 积分 的 第 一 部 分 变 成 J(4)。 如果 我 们 在 党 值 中 


作 同 一 代 换 z= 0, 那 么 显然 ， 第 一 部 分 到 变 成 。 第 二 -部 分 业 ， 与 第 
-部 分 只 相差 函数 P, 它 代替 了， 所 以 化 为 R(t) 。 因 此 由 方程 (pp) 
所 表示 的 积分 满足 所 有 的 条 件 ， 并 且 表 示 形 成 方程 (X7 右 边 的 两 
个 级 数 的 和 。 

这 就 是 在 热 的 理论 的 几 个 问题 中 所 必须 选择 的 积分 形式 ©; 
我 们 看 到 , 它 与 第 397 目的 方程 (8) 所 表示 的 形式 是 很 不 相同 的 。 

414. 对 于 用 定 积分 表示 那些 代表 微分 方程 积 的 级 数 的 和 ， 
我 们 可 以 运用 很 不 相同 的 研究 过 程 。 这 些 表 达 式 的 形式 也 依赖 于 
这 些 定 积分 的 上 下 限 。 让 我 们 重 温 第 311 目的 结果 ,对 这 种 研究 举 
一 个 例子 。 在 那 一 目 结束 时 的 那个 方程 中 ,如 果 我 们 在 函数 4 符号 
那么 我 们 有 


一 下 daug(zr 十 tsinu) = %(z) 十 a + 去- ne" (zx) 


十 gz) 十 


和 外 62 

用 “表示 构成 方程 右边 的 这 个 级 数 的 和 ,我 们 看 到 ,为 了 使 办 
子 22,4,6?,… 的 某 一 个 在 每 一 项 中 消去 ,我 们 必须 相对 ! 微分 一 
次 ,用 这 个 结果 乘 以 1, 并 再 相对 微分 一 次 。 由 此 我 们 得 知 + 满足 


个 见 wW. 汤 姆 森 需 士 的 论文 “ 论 线性 热 运动 "(On the Linear Motion of Heat) ,第 二 
部 分 ,第 1 目 ,《 剑 桥 数 学 学 报 》. 第 3 卷 .第 206 - 一 208 页 。- 一 -A.F. 


偏 微分 方程 
ee_1 4( 2) dr dr lar 
dr? ta\ dad)’ dr dt t dt°® 
因此 ,为 了 表示 这 个 方程 的 积分 ,我 们 有 
5 一 二 wacz + sinm) 十 机。 


积分 的 第 二 部 分 W 包含 一 个 新 的 任意 函数 。 

积分 的 这 个 第 二 部 分 的 形式 与 第 一 部 分 的 形式 大 不 相同 ， 
并 且 它 也 可 以 用 定 积分 来 表示 。 由 定 积分 所 得 到 的 这 些 结果 随 导 
出 它们 的 研究 过 程 而 不 同 , 也 随 这 些 积分 的 上 下 限 而 不 同 。 

415. 有 必要 仔细 考查 用 来 变换 任意 函数 的 一 般 命题 的 性 
质 : 因 为 这 些 定理 的 运用 很 广泛 ,我 们 由 它们 直接 得 到 几 个 重要 的 
物理 问题 的 解 , 这 些 问题 不 可 能 用 其 它 方法 来 处 理 ,我们 在 我 们 开 
始 的 研究 中 所 给 出 的 下 面 几 个 证 明 对 于 揭示 这 些 命 题 的 真实 性 是 
很 适合 的 。 

在 和 第 404 目的 方程 (8) 相同 的 一 般 方 各 

7G) = tar arostra ~ 12) 
中 ,我 们 可 以 相对 ? 和 我 们 得 到 
f= | df sme 一 四 。 


这 时 在 最 后 这 个 表达 式 中 ， 我 们 应 应 当时 于 ;一 个 无 益 信 ;如 
此 ,右边 就 表示 f(z) 的 值 。 通过 下 面 的 作 图 ,我 们 会 看 出 这 个 结果 


成 立 。 先 考察 定 积分 | d 2 ,我 们 知道 ,在 第 356 目 中 , 它 等 于 
去 ,如 果 我 们 在 轴 的 上 方 作 纵 坐标 为 sinz 的 曲线 和 纵 坐标 为 寺 


的 曲线 ,然后 使 第 一 条 曲线 的 纵 坐 标 乘 以 相应 的 第 二 条 曲线 的 纵 
坐标 ,那么 我 们 可 以 把 这 个 积 看 作 是 第 三 条 曲线 的 纵 坐标 ,这 条 曲 
线 的 形状 是 很 容易 确定 的 。 
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它 在 原点 的 第 一 个 纵 坐标 是 1, 随 后 的 纵 坐标 交替 为 正和 负 ， 
这 条 曲线 在 z=7,27,34,… 的 点 上 截 z 轴 ,并 且 它 愈 来 傅 趋 近 于 
这 个 轴 。 

这 条 曲线 的 第 二 个 分 支 .完全 象 第 一 个 分 支 一 样 ,在 y 轴 的 左 
边 。 积分 | 如 呈 : 是 包含 在 这 条 曲线 和 z 轴 之 间 , 并 且 从 z=0 
直 算 到 :为 正 无 穷 大 的 面积 。 

假定 p 是 任 一 正 数 , 定 积 分 ”如 下 严 和 上 面 的 积分 有 相同 


工 


的 值 。 事 实 上 , 设 严 一 2; 则 所 提出 的 积分 变 成 广 忆 sm, 因此 , 它 
也 等 于 目 , 无 论 p 是 怎样 的 正 数 ,这 个 命 是 都 成 立 。 例 如 ,如 果 我 
们 假定 p=10, 那 么 纵 坐 标 为 J 上 的 这 条 曲线 的 正弦 波 (sinuosi 


ties) 就 比 纵 坐 标 为 2 的 正弦 波 要 密 得 多 和 短 得 多 ;但 是 从 :一 0 


一 直到 :=oo 的 整个 面积 是 一 样 的 。 
现在 假定 数 > 变 得 愈 来 愈 大 ,并 且 它 无 限 增加 , 即 变 成 无 穷 


大 . 纵 坐 标 是 2m 严 的 这 条 曲线 的 正弦 波 就 无 限 接近 。 它 们 的 底 是 等 


于 工 的 无 穷 小 长 度 。 因 此 ,如 果 我 们 比较 保持 在 某 个 这 样 的 区 间 二 
了 了 


上 的 正面 积 和 保持 在 随后 的 区 间 上 的 负面 积 ,如 果 我 们 用 式 表 示 
有 限 且 充分 大 的 横 坐标 , 它 与 第 一 条 弧 的 起 点 一 致 ,那么 我 们 看 


到 ,作为 分 母 而 进入 纵 坐标 表达 式 S 严 的 横 坐 标 ,在 作为 两 个 面 


积 的 底 的 两 个 区 间 中 没有 明显 的 差异 。 因 此 积分 是 一 样 的 ,就 象 x 
是 一 个 常数 一 样 。 由 此 得 到 彼此 相继 的 两 个 面积 的 和 为 0。 


当 z 的 值 无 穷 小 时 则 不 同 , 因 为 在 这 种 情况 下 区 间 经 与 x 的 
值 有 一 个 有 限 比 。 由 此 我 们 知道 ,假定 是 一 个 无 穷 大 的 数 , 则 积 
分 |, 妖 于 天 就 完全 由 与 z 的 极 小 值 对 应 的 前 几 项 的 和 所 组 成。 
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当 横 坐标 有 一 个 有 限 值 X 时 .这 个 面积 就 不 会 变 ,因为 构成 它 的 
那些 部 分 两 两 交替 地 相互 抵消 。 
我 们 用 
来 表示 这 个 结果 。 
表示 第 二 个 积分 的 积分 区 间 的 量 。 取 无 穷 小 值 ; 当 这 个 区 间 
是 。 并 且 当 它 是 wo 时 ,这 个 积分 的 值 是 相同 的 。 
416. ”如 假定 , 取 方 程 
f(7) = 国 -eara 
建立 横 坐标 “的 轴 , 在 轴 的 上 方 作 曲线 他 , 它 的 纵 坐标 是 
f(a) 这 条 曲线 的 形状 是 完全 任意 的 ; 它 的 纵 坐 标 可 能 只 在 它 轨迹 
的 一 个 或 几 个 部 分 上 有 ,而 其 它 所 有 部 分 的 纵 坐标 都 是 0。 
在 模 坐 标 轴 的 上 方 还 作 -- 条 曲线 s, 它 的 纵 坐标 是 汪 帮 ,> 表 
示 横 作 标 ,? 表示 一 个 很 大 的 正 数 。 这 条 曲线 的 中 心 , 或 说 对 应 于 
最 大 纵 坐 标 p 的 点 ,可 以 放 在 横 坐 标 a 的 原点 0 上 ,或 放 在 任 一 横 
泽 标 的 端点 上 ,我 们 假定 这 个 中 心 是 依次 移动 的 ,并 朝 正 向 离开 点 
0 向 a 轴 的 所 有 点 转移 。 当 这 个 中 心 到 达 点 zz 是 第 一 条 曲线 的 
-个 横 轴 z 的 终点 时 ,我 们 考察 在 第 二 条 曲线 的 某 个 位 置 上 所 发 
生 的 情况 。 
由 于 x 的 值 被 看 作 是 常数 ,a 是 唯 -- 的 变 重 ,所 以 第 二 条 曲线 
的 纵 坐标 变 成 


了 
ps 


Sinp(c 一 +) 
Sp »(7 一 co)。 


sinp(a — 7) 
保 一 爸 - 


这 时 如 果 我 们 把 这 两 条 曲线 耦合 起 来 ,构成 第 三 条 曲线 , 即 如 
果 我 们 把 这 两 条 曲线 的 每 一 个 纵 坐标 相 乘 ,并且 用 在 “ 轴 的 上 方 
所 作 的 第 三 条 曲线 的 纵 坐 标 来 表示 这 个 积 , 那 么 这 个 积 是 
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Sinp(a 一 +) 
f(0) Se 一。 


第 三 条 曲线 的 整个 面积 ,或 说 包含 在 这 条 曲线 和 横 轴 之 间 的 
面积 ,由 


Sma a 
—7 


位 daf (n) 
来 表示 。 
现在 由 于 数 无穷 大 ,所 以 第 二 条 曲线 的 所 有 正弦 波 无 限 接 
近 ; 我 们 不 难看 到 ,对 于 与 点 有-- 个 有 限 距离 的 所 有 点 , 定 积分 ， 
或 说 第 三 条 曲线 的 全 面积 ,由 交 蔡 为 正 或 负 的 一 些 相等 部 分 所 构 
成 ,这 些 相等 部 分 两 两 相互 抵消 。 事 实 上 ,对 于 这 些 与 点 z 有 一定 
距离 的 点 来 说 ， 当 我 们 以 小 于 到 的 量 使 这 个 距离 增加 时 ,7(a) 的 
值 的 变化 无 穷 小 ,分 母 a 一 + 的 情况 亦 如 此 ,a 一 + 测定 那个 距离 . 因 
此 对 应 于 区 间 经 的 面积 是 一 样 的 ,仿佛 量 f(o 和 一 z 不 是 变量 
- 样 。 因 此 当 «+ 是 一 个 有 限量 时 它 为 0。 所 以 我 们 可 以 在 我 们 
想 怎么 近 就 怎么 近 的 区 间 内 取 这 个 定 积分 ,并 且 它 在 那些 区 间 内 
给 出 和 在 无 穷 区 间 内 所 给 出 的 一 样 的 结果 ,这 样 ,整个 问题 就 简化 
成 在 无 穷 近 的 点 之 间 取 积分 ,这 些 点 一 个 在 使 "一 z 为 0 的 点 的 左 
过 , 另 - -个 在 有 边 , 即 从 e=z 一 o 到 w=z+o 之 间 取 积分 ,o 表示 
-个 无 穷 小 量 。 在 这 个 区 间 内 函数 J(a) 不 变 , 它 等 于 J(z), 并 且 可 
以 放 到 积分 号 外 面 去 。 因 此 表达 式 的 值 是 ftz) 与 
fu sinp(a 一 7) 
J a—i1 
在 区 间 az= 一 。 和 a-z=% 内 所 取 积分 的 入 
正如 我 们 在 上 一 目 中 所 看 到 的 ,这 个 积分 等 于 7; 因此 定 积分 
等 于 zf(z) ,由 此 我 们 得 到 方程 


i 2sinp(a 一 了 ) 
了 0 = 下 上 daf(a 一 


ee 


(一 co) 
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1 + ot 
一 区 | daf(a) | _ dpcosCpr 一 pa)*****(B), 


417， 前 面 的 证 明 假定 一 个 一 直 为 几何 学 们 所 接受 的 无 穷 量 
的 概念 。 考 察 由 符号 sinp(a 一 +) 中 的 因子 的 连续 增加 所 引起 的 变 
化 ,我 们 不 难以 另 一 种 形式 提供 同样 的 证 明 。 这 些 考虑 太 熟 悉 了 ， 
以 臻 我们 无 需 重 提 它 们 。 

重要 的 是 必须 注意 到 ,这 个 证 明 所 适合 的 函数 f(x) 是 完全 任 
意 的 , 且 不 受 连续 性 规律 的 支配 .因此 我 们 可 以 设想 这 一 研究 涉及 
这 样 一 个 函数 , 它 使 得 表示 这 个 函数 的 纵 坐标 除了 当 横 坐标 包含 
在 两 个 给 定 的 界限 a。 和 2 之 间 时 有 值 外 ,其 它 所 有 纵 坐 标 都 假定 
为 0。 因 此 这 条 曲线 除了 在 从 z=4 到 z=b 的 上 述 区 间 内 有 图 形 和 
轨迹 外 , 它 的 其 它 所 有 部 分 都 与 a。 轴 重 合 。 

同一 证 明 表明 我 们 在 此 不 考虑 z 的 无 穷 值 ,而 只 考虑 确定 的 
实际 值 。 对 于 包含 在 已 知 界限 之 间 的 z 的 奇异 值 ,我 们 也 可 以 依据 
同样 这 些 原理 来 考察 函数 f(z) 变 成 无 穷 大 时 的 情况 ;不 过 这 些 情 
况 与 我 们 所 关心 的 主要 目的 没有 联系 , 它 必须 对 这 些 积分 引入 任 
意 函 数 。 当 我 们 对 z 给 定 包含 在 已 知 界限 之 间 的 一 个 奇异 值 时 ,不 
可 能 任 一 个 问题 在 本 质 上 都 导致 函数 f(z) 变 成 无 穷 大 这 样 的 假 
定 。 

一 般 地 ,函数 f(z) 表 示 一 系列 值 或 纵 坐 标 ,它们 每 一 个 都 是 
任意 的 。 由 于 横 坐 标 被 赋予 无 数值 ,所 以 存在 同样 多 的 纵 坐标 
f(z)。 所 有 这 些 纵 坐标 都 有 或 正 或 负 为 0 的 实际 值 。 

我 们 不 假定 这 些 纵 坐标 都 服从 于 一 条 共同 的 规律 ;它们 以 任 

-方式 彼此 前 后 相继 ,它们 每 一 个 都 被 给 定 ,仿佛 都 是 单个 量 一 
样 。 

仅仅 从 问题 的 性 质 和 从 适合 于 它 的 分 析 可 以 得 到 ,从 一 个 纵 
坐标 到 下 一 个 纵 坐 标的 过 程 是 以 一 种 连续 方式 进行 的 。 但 是 这 时 
涉及 到 一 些 具 体 条 件 ,单独 考虑 .一 般 方 程 (B) 与 这 些 条 件 无 关 。 
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它 严格 适合 于 不 连续 函数 。 

现在 假定 , 当 我 们 对 z 给 定 包 含 在 两 个 界限 a 和 4 之 间 的 一 
个 值 时 ,函数 f(z) 与 某 个 解析 式 一 致 , 当 z 不 在 a 和 4。 之 间 时 ,f 
(z) 的 所 有 值 均 为 0; 在 前 面 的 方程 (8) 中 ,相对 a 的 积分 的 上 下 限 
这 时 变 成 二 a,a=5; 因 为 这 个 结果 和 界限 为 = 一 2 到 a= 十 2 
时 的 相同 ,由 假定 , 当 a 不在。 和 6 之 间 时 we) 的 每 个 值 均 为 0。 这 
时 我 们 有 方程 


1 A 4 
f(z) = pa J dag) | _ dpcos(Pz 一 pa) ee (B)o, 


这 个 方程 (8') 的 右边 是 变量 z 的 一 个 函数 ;因为 两 个 积分 使 
变量 a 和 ?7 消 掉 , 只 有 rz 和 常数 和 ?保留 下 来 。 现 在 与 右边 等 价 
的 这 个 函数 是 这 样 的 , 它 使 得 只 要 用 包含 在 和 2 之 间 的 任 一 个 
值 代 替 ,我 们 就 得 到 和 在 %(z) 中 代入 这 个 z 值 的 一 样 的 结果 ;并 
且 , 如 果 我 们 在 右边 用 不 在 。 和 4b 之 间 的 任 一 个 值 代替 >, 则 我 们 
得 到 0 结果 。 这 时 ,如 果 在 保持 组 成 右边 的 其 它 所 有 量 不 变 时 ,我 
们 用 车 得 更 近 的 界限 a 和 代替 界限 a 和 5,a' 和 都 包含 在 a 和。 
之 间 , 那 么 ,我 们 就 会 改变 与 右边 相等 的 这 个 z 的 函数 ,并 且 这 种 
改变 的 完成 是 这 样 的 , 它 使 得 我 们 对 z 给 定 不 包含 在 o 和 之 间 
的 无 论 什么 值 时 右边 都 变 成 0; 而且, 如 果 z 的 值 在 "和 必 之 间 , 那 
么 我 们 就 有 和 在 $(z) 中 代入 这 个 z 值 的 相同 结果 ， 

因此 我 们 可 以 在 方程 (B ) 的 右边 任意 改变 积分 限 。 这 个 方程 
对 包含 在 我 们 可 能 已 选 定 的 任 一 界限 和 5 之 间 的 > 值 总 存在 ; 
并 且 , 如 果 我 们 对 * 给 定 任何 其 它 值 ,那么 右边 就 变 成 0。 让 我 们 
用 其 z 为 横 坐 标的 一 条 曲线 的 可 变 纵 坐标 来 表示 $(z) ;右边 ,其 值 
为 f(x), 就 表示 其 形状 依赖 于 界限 a 和 "的 第 二 条 曲线 的 可 变 纵 
坐标 ,如 果 这 两 个 极限 是 一 c2 和 十 co ,那么 这 两 条 曲线 ,一 条 的 纵 
坐标 是 4%(z), 另 一 条 的 纵 坐标 是 f(z), 就 在 它们 历经 的 整个 范围 
内 完全 重合 。 但 是 ,如 果 我 们 对 这 两 个 极限 给 定 别 的 值 a 和 4, 那 
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” 么 ,这 两 条 曲线 就 在 它们 与 从 z==a 到 z=5 的 区 间 相 对 应 的 历程 的 
每 部 分 上 完全 重合 .对 于 这 个 区 间 的 左右 两 边 , 第 二 条 曲线 严格 与 
r+ 轴 的 每 一 点 重合 。 这 个 结果 是 很 惊人 的 , 它 确定 由 方程 (8) 所 表 
示 的 命题 的 真实 意义 。” 

418. 由 第 234 目的 方程 (11) 所 表示 的 定理 必须 在 这 同一 观 
点 下 来 考虑 。 这 个 方程 以 多 重 弧 的 正弦 和 余弦 级 数 展 开 任意 函数 
f(z)。 限 数 f(z) 表 示 一 个 完全 任意 的 函数 , 即 表示 或 服从 或 不 服 
从 于 一 条 共同 规律 ,并 满足 包含 在 0 和 任 一 量 值 * 之 间 的 所 有 > 
值 的 一 系列 已 知 值 。 

这 个 函数 的 值 由 下 述 方程 表示 ， 


f(z) = 让 也 下 daf (a)cos Er 一 rrreeee (4)。 


这 个 相对 a 的 积分 必须 在 界限 «=a 到 :w=5 之 间 来 取 ; 极 限 a 
和 的 每 一 个 都 是 包含 在 0 到 X 之 间 的 任意 量 。 符 号 4 对 整数 i 
起 作用 ,指明 我 们 必须 对 i 给 定 每 一 个 或 正 或 负 的 整数 值 , 即 

0 十 十 35 二 35 二 二 

且 必 须 取 安排 在 符号 2 下 的 项 的 和 。 在 这 些 积分 之 后 ,右边 变 成 
只 含 变 量 + 和 常数 a 和 b 的 -个 函数 。 这 个 一 般 命题 在 于 下 面 两 
点 :第 一 ,用 包含 在 a。 和 4。 之 间 的 一 个 量 代替 = 就 能 得 到 的 右边 的 
值 等 于 若 用 同样 的 量 代替 狙 数 f(z) 中 的 z 所 能 得 到 的 值 ; 第 二 , 包 
含 在 0 到 z 之 间 , 但 不 包含 在 和 ?之 间 的 每 个 其 它 z 值 ,代入 右 
边 后 ,给 出 0 结果 。 

因此 ,函数 f(z) ,或 一 个 函数 的 一 部 分 ,都 可 以 用 三 角 级 数 来 

右边 的 值 是 周期 性 的 ,其 周期 是 开 , 即 当 用 z 十 X 代替 x 时 ,各 
边 的 值 不 变 。 它 的 所 有 值 都 在 周期 X 上 连续 重复 。 

与 右边 相等 的 这 个 三 角 级 数 是 收敛 的 ;这 个 表述 的 意义 是 .如 
果 我 们 对 变量 = 给 定 任 一 个 值 ,级 数 各 项 的 和 就 愈 来 您 趋 近 于 、 出 
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无 限 接近 于 一 个 确定 的 极限 。 如 果 我 们 用 包含 在 0 到 和 之 间 , 但 
不 包含 在 " 到 2 之 间 的 一 个 量 来 代替 7x, 那么 这 个 极限 是 0; 但 是 如 
果 代替 z 的 这 个 量 包 含 在 4 到 4 之 间 , 那 么 级 数 的 极限 就 有 和 f(z) 
一 样 的 值 。 最 后 这 个 函数 不 受 任何 条 件 的 限制 ,并 且 , 它 表示 其 纵 
坐标 的 曲线 可 以 有 任 一 形状 ;例如 ,一 系列 直线 和 曲线 所 形成 的 一 
条 围 道 。 我 们 由 此 看 到 ,由 于 界限 a 和 2, 整 个 区 间 藉 以 及 函数 的 
性 质 是 任意 的 ,所 以 这 个 命题 有 很 广泛 的 意义 ,并且 ,由 于 它 不 仅 
表示 一 种 解析 性 质 , 而 且 本 质 上 还 导致 几 个 重要 问题 的 解 , 所 以 有 
必要 以 不 同 的 观点 来 考虑 它 ,并 指明 它 的 主要 应 用 。。 我 们 在 本 书 
中 给 出 了 这 个 定理 的 几 个 证 明 。 我 们 在 下 面 几 目 的 一 目 (424. 目 》 
中 要 谈 到 的 证 明 具 有 亦 可 用 于 非 周期 函数 的 优点 。 

如 果 我 们 假定 区 间 X 是 无 穷 的 ,级 数 的 项 变 成 微分 量 ; 那 么 
正如 我 们 在 第 353 和 355 目 中 所 看 到 过 的 ,由 符号 之 /所 表明 的 和 
就 变 成 一 个 定 积分 ,方程 (4) 就 变换 成 方程 (8)。 因 此 后 一 个 方程 
(8B) 包含 在 前 一 个 方程 之 中 ,上 且 属于 区 间 X 为 无 穷 的 情况 :这 时 界 
限 a。 和 4。 显然 是 完全 任意 的 常数 。 

419. 由 方程 (8) 所 表示 的 定理 还 提供 若干 解析 应 用 ,展开 
这 些 应 用 会 使 我 们 脱离 本 书 的 目的 ,不 过 我 们 将 阐明 导出 这 些 应 
用 的 原理 。 

我 们 看 到 ,在 方程 


所 f+ 
f(x) = 去 | dafla) | dpcos(pr — pa) ee (B) 


的 右边 ,函数 f(z) 是 这 样 变换 的 , 它 使 得 毅 数 符号 了 不 再 作用 于 
变量 z, 而 是 作用 于 一 个 辅助 变量 a。 变量 z 只 受 余弦 符号 的 作用 。 
由 此 得 到 ,为 了 使 函数 f(z) 相 对 z 微分 我 们 所 希望 的 那样 多 次 ,只 
需 相对 余 吾 符号 下 的 z 微分 右边 就 行 了 。 用 i 表示 任 - 整 数 ,这 时 
我 们 有 


dz 
2221(7) 一 土 | daf(a) | dppzcos(pz 一 za) 。 
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当 i 是 偶数 时 我 们 取 上 符号 , 当 为 奇数 时 我 们 取 下 符号 遵循 正 
负 号 选择 的 同一 规则 ， 


da+1 1 7 ~. 
TIT(z) 三 干 pa | daf (a) | dpp*+'sin(pr 一 pa)。 


我 们 也 可 以 连续 几 次 相对 z 对 方程 (8) 的 右边 进行 积分 ;这 只 
需 在 符号 sin 或 cos 前 面 写 上 5 的 一 个 负 符 就 够 了 。 

同一 注 记 适 合 于 有 限 差 和 由 符号 之 /所 表示 的 求 和 , 一般 地 ， 
适合 于 对 三 角 量 起 作用 的 分 析 运 算 。 所 说 的 这 个 定理 的 主要 特征 ， 
就 是 要 把 函数 的 一 般 符号 变换 成 一 个 辅助 变量 ,并 把 变量 z 放 到 
三 角 函 数 符号 之 下 。 通 过 这 个 变换 ,函数 f(z) 在 某 种 意义 上 得 到 
所 有 三 角 量 的 性 质 ;因此 和 级 数 的 微分 ,积分 和 求 和 适合 于 指数 三 
角 函 数 一 样 ,它们 也 适合 于 一 般 意义 上 的 函数 。 由 于 这 个 原因 ,这 
个 命题 的 运用 就 直接 给 出 带 常 系数 的 偏 微分 方程 的 积分 。 事 实 上 ， 
我 们 显然 可 以 用 特殊 指数 值 来 满足 这 些 方程 ;由 于 我 们 所 说 的 这 
些 定理 给 一 般 且 任意 的 函数 赋予 指数 量 的 特征 ,所 以 它们 不 难 导 
出 完全 积分 的 表达 式 。 

正如 我 们 在 第 413 目 中 所 看 到 的 一 样 , 当 无 穷 级 数 包含 同一 
函数 的 连续 微分 或 连续 积分 时 ,同样 的 变换 也 给 出 这 些 级 数 和 的 
一 种 简易 方法 ;因为 ,由 前 面 所 说 ,级 数 和 简化 成 代数 项 级 数 的 和 。 

420. 我 们 也 可 以 运用 所 说 的 定理 在 函数 的 一 般 形式 下 进行 
由 实 部 和 虚 部 组 成 的 二 项 式 代 换 。 这 个 分 析 问 题 是 在 偏 微分 方程 
运算 开始 时 出 现 的 ;我 们 在 此 指出 是 因为 它 与 我 们 的 主要 目的 有 
直接 联系 。 

如 果 我 们 在 函数 f(z) 中 用 ww 一 [代替 *, 那 么 结果 由 两 
部 分 $ 十 WV 一 1y 组 成 。 这 个 问题 是 要 用 mw 和» 来 确定 函数 8 和。 
如 果 我 们 用 式 


Wp f 
元 | daf (a) ] dpcos(pz 一 pa) 
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来 代替 f(z) ,那么 我 们 很 快 就 得 到 这 个 结果 ,因为 这 时 问题 简化 
成 用 4 十 > 一 1 来 代替 余 弦 符 号 下 的 *, 简 化 成 计算 实 项 和 一 1 
的 系数 。 因 此 我 们 有 
f(z) 一 (UL 十 一 1) 
= 去 J af) | dpcos[p (4u—a)+p WO—1] 
= 二 J af 0) J apteos (pr—pe) e”+e-™) 
+ —1sin(pu~ pa) (e”—-e ”)); 

所 以 


$= 


寺 J aaf Ce) fareos(pn 一 pa) (er 十 e-”)， 


= 去 aaf a) arsin(pn 一 pa) (er 十 ez)。 
因此 , 当 我 们 用 二 项 式 4 十 > 人 一 1 来 代替 变量 z 时 ,我 们 所 能 
想象 到 的 所 有 函数 f(x), 其 至 是 那些 不 服从 于 任何 连续 性 规律 的 
函数 ,就 都 化 为 M 十 VV 一 I 的 形式 。 | 
421. 为 了 给 出 最 后 两 个 公式 的 例子 ,让 我 们 考虑 方程 
各 十 过 一 0, 这 个 方程 与 矩形 得 片 中 的 均匀 热 运动 有 关 。 该 方程 的 
通 解 显然 包含 两 个 任意 函数 。 这 时 假定 我 们 由 z 知道 当 y==0 时 的 
2 值 , 并 且 还 知道 当 y 一 0 时 作为 x 的 另 一 个 函数 的 党 的 值 ,那么 我 
们 可 以 由 方程 
dt dr 
的 积分 推出 所 求 的 积分 ,上 面 这 个 方程 是 我 们 早已 知道 的 ;不 过 我 
们 得 到 函数 符号 下 的 一 些 虚 量 :这 个 积分 是 
?一 gz 十 y4 一 1) 十 wz 一 9 一 1) 十 下。 
积分 的 第 二 部 分 通过 对 第 一 部 分 进行 相对 y 的 积分 ,并 把 4 
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变 成 而 得 到 。 

这 时 剩 下 的 事情 是 ,为 了 把 实 部 与 虚 部 分 开 , 对 量 
0(x+y 和 MV 二 1) 和 (rz 一 y 和 一 1) 进 行 变换 。 遵循 上 一 目的 过 程 ,我 
们 得 到 积分 的 第 一 部 分 a， 


= dope {dpeos(pr — pa) Ce + em), 


u 
因此 

二 国 Taarca) Es oos(pr 一 pa) (en 一 em)。 

因此 ,由 实 项 所 表示 的 我 们 所 提出 的 方程 的 完全 积分 ,是 
:= 十 WW, 事实 上 我 们 知道 ,第 一 , 它 满足 微分 方程 ;第 二 ,只 要 在 
其 中 令 y=0, 则 它 给 出 v= 了 (7) ;第 三 ,只 要 在 函数 多 中 令 一 0, 则 
结果 就 是 PCz)。 


422. 我 们 还 可 以 注意 到 ,我 们 可 以 从 方程 (8) 推 出 fz 或 


积分 | drf(z) 的 第 i 阶 微分 系数 的 一 个 很 简单 的 表达 式 。 

所 求 的 这 个 表达 式 是 z 和 指标 ; 的 某 个 函数 。 所 需要 的 是 确 
定 这 样 一 种 形式 下 的 这 个 函数 :这 种 形式 使 数 i 不 作为 一 个 指标 ， 
而 作为 一 个 量 进入 这 个 函数 ,以 便 在 同一 公式 中 包括 我 们 对 ; 赋 
对 任 一 正 值 和 负 值 的 每 一 种 情况 .为 了 得 到 这 个 表达 式 ,我 们 注意 
到 ,如 果 i 的 各 个 什 是 1.2,3,4.5,…, 那 么 表达 式 

cos(r+i 子 )， 
或 
COsrCOS 到 一 Sinrsin 总 ， 

依次 变 成 


sinr » cosr， 十 Sin7、 十 cosr， Sinr，…。 
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当 我 们 使 i 值 增加 时 ,同样 的 结果 以 同样 的 次 序 重复 。 在 方程 
f(D) = 去 | daf(@) | dpeos(pr 一 ma 

的 右边 ,我 们 现在 必须 在 余弦 符号 的 前 面 写 上 因子 ,在 这 个 符号 

中 加 上 项 i 台 。 因 此 我 们 有 


10) = 去 人 srco [appeoskrr ~ pa + 1) 
A Rt BD Pg de 


进入 右边 的 数 i 可 以 是 任 一 正 整 数 或 负 整 数 。 我 们 不 打算 把 
这 些 应 用 硬 贴 到 一 般 分 析 上 去 ;用 不 同 例子 表明 我 们 定理 的 应 用 
就 够 了 。 如 我 们 所 说 ,第 405 目的 (4) 和 第 411 目的 (e) 这 两 个 四 阶 
方程 ,属于 动力 学 问题 。 截 止 我 们 在 一 篇 “ 论 弹性 表面 的 振动 的 研 
究 报告 ”(a Memoir on the Vibrations of Blastic Surfaces) 中 给 出 的 这 些 方 
程 的 积分 ,人 们 还 一 直 不 知道 它们 ,这 个 报告 是 在 1816 年 6 月 6 
日 科学 院 的 一 次 会 议 上 宣读 的 D( 第 6 目 $10 一 11, 和 第 7 目 $13 
一 14)。 它 们 主要 用 在 于 第 406 目的 两 个 公式 5 和 ,以 及 一 个 由 
第 412 目的 第 一 个 方程 所 表示 , 另 一 个 由 同一 目 最 后 一 个 方程 所 
表示 的 两 个 积分 。 随 后 我 们 给 出 了 同样 这 些 结果 的 另外 几 个 证 明 。 
这 份 研究 报告 还 包含 第 409 目 方程 (c) 的 积分 ,这 个 积分 在 这 一 目 


外 这 个 日 期 不 准确 。 这 份 研究 报告 是 在 1818 年 6 月 8 日 宣读 的 ,根据 它 所 给 出 
的 一 个 摘要 ,发 表 在 (科学 普及 协会 通报 ) 上 ,1818 年 9 月 ,第 129 一 一 136 页 ,标题 为 
“关于 波动 和 弹性 表面 振动 的 注 记 ”( Nie relatire aur ribratims des swrfaves élastiques et au mw- 
vement des wndes) ,傅立叶 先生 著 。 研 究 报告 的 宣读 还 可 以 《科学 院 1818 年 成 果 摘要 》 
(Analyse des traraur de PAcademie des Sciences pendant Fannte 1818)( 第 14 页 ) 上 看 出 ,根据 泊 松 
的 一 个 注 记 , 除 摘要 外 ,这 份 研究 报告 从 未 以 别 的 形式 发 表 过 , 泊 松 的 这 个 注 记 在 他 的 
研究 报告 “ 偏 微 分 方程 "(Sur es Equatirs mr differences) 第 150 一 一 151 页 上 ,此 报告 被 收 
入 (科学院 研究 报告 》, 第 3 卷 (1818 年 ), 巴 徐 ,1820 年 。 传 立 叶 先 生 题 为 “ 论 弹性 表面 
振动 的 研究 报告 "(Meémaire sur les ribraliuns des surfaces elaxigues) 在 这 个 人 摘要》 的 第 14 页 
给 出 。“ 对 几 个 偏 微分 方程 积分 以 及 由 这 些 积 分 导出 这 些 方程 所 指 的 物理 现象 的 知识 ” 
这 “课题 .在 (通报 ?的 第 129 页 提 到 。 一 A.F. 
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中 是 以 适合 于 该 目的 形式 表 出 的 。 至 于 第 413 目 方程 (a) 的 积分 
(pp), 它 在 此 处 系 首次 发 表 。 

423. 我 们 可 以 用 一 个 更 一 般 的 观点 来 考虑 由 第 418 和 417 
目 方程 (4) 和 (B') 所 表示 的 这 些 命题 。 第 415 和 416 目 中 所 指明 的 
作 图 不 仅 适用 于 三 角 函 数 严 z 一 严 ) ,而 且 适 合 于 其 它 所 有 函数 ， 
并 且 只 假定 当 数 ? 变 成 无 穷 的 时 ,我 们 通过 在 极 近 的 界限 之 间 取 
积分 ,就 得 到 相对 a 积分 的 值 。 现 在 这 个 条 件 不 仅 属于 三 角 函 数 ， 
而 且 适用 于 无 数 其 它 函 数 。 因 此 我 们 得 到 任意 函数 f(z) 在 各 种 异 
常 形式 下 的 表达 式 ; 不 过 ,我 们 在 我 们 所 进行 的 具体 研究 中 没有 使 
用 这 些 变换 。 

至 于 第 418 自 方程 (4) 所 表示 的 命题 ,同样 不 难 用 一 些 作 图 
使 它 的 成 立 变 得 显然 ,并 且 这 正 是 我 们 首次 运用 它们 所 证 明 的 定 
理 。 我 们 只 要 指明 证 明 过 程 就 够 了 。 

在 方程 (4), 即 


fG) = 志 站 aaro BTeos2in 志 
中 ,我 们 可 以 不 用 符号 2 下 所 安排 的 那些 项 的 和 ,而 代 之 以 它 的 
值 ,这 个 值 可 从 已 知 定理 中 导出 。 我 们 在 前 面 第 三 章 第 3 节 中 已 经 


看 到 这 种 运算 的 不 同 例子 。 如 果 我 们 为 了 简化 表达 式 而 假定 
2z=X, 并 用 ?7 表示 a 一 +, 则 它 给 出 结果 


DP Yeosir 一 cosjr 十 sinj7 


Sin7 
Versin7 * 


这 时 我 们 必须 用 daf (a) 乘 这 个 方程 的 右边 。 假 定数 j 无 穷 , 且 
从 a= 一 + 到 a= 十 x 积分 。 当 横 坐 标 是 a 纵 坐标 是 cos7 的 曲线 与 
横 华 标 是 a 纵 坐 标 是 f(z) 的 曲线 相 联 时 , 即 当 相 应 纵 坐 标 相 乘 
时 ,显然 ,在 任 一 区 间 之 间 所 取 的 这 条 派生 曲线 的 面积 ,在 数 ) 无 
限 增加 时 变 成 0。 | 
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只 要 项 sin 不 乘 以 因子 -snr ,那么 它 亦 如 此 ;但 是 只 要 比 


versinr 


较 有 相同 横 坐 标 且 纵 坐标 是 sin 关 ,> ,f(a) 的 这 三 条 曲线 , 屠 
么 我 们 会 清楚 地 看 到 ,积分 


| daf Ca)sinir ed 


versinr 


只 有 在 某 些 无 穷 小 区 间 内 , 即 当 纵 坐标 -ar - 变 成 无 穷 时 , 才 有 实 
在 值 。 如 果 7 或 “一 z 为 0, 这 种 情况 会 出 现 ;在 a 与 相差 无 穷 小 
的 区 间 内 ,f(a) 的 值 与 f(z) 重 合 ,因此 积分 变 成 

21G) wrsinr 或 f(z) sinyr, 


它 等 于 第 415 和 356 目的 2xf(z)。 因 此 我 们 得 到 前 面 的 方程 (4)。 

当 变 量 z 严格 等 于 一 7 或 十 x 时 , 作 图 表明 方程 (4) 右 边 的 值 
(学 f( 一 7) 或 去 f(7)) 是 怎样 的 。 

如 果 积 分 限 不 是 一 + 和 十 4, 而 是 另外 的 数 a 和 6, 它们 都 包含 
在 一 + 到 十 x 之 间 , 那 么 我 们 由 同一 图 形 看 到 使 方程 (4) 右 边 为 0 
的 z 的 值 是 怎样 的 。 

如 果 我 们 设想 在 积分 限 之 间 f(a) 的 某 些 值 变 成 无 穷 的 ,那么 
作 图 表明 我 们 必须 在 何 种 意义 上 来 理解 这 个 一 般 命 题 。 不 过 我 们 
在 此 不 考虑 这 类 情况 ,因为 它们 不 属于 物理 问题 。 

如 果 不 限制 在 界限 一 + 和 十 z+ 之 间 , 我 们 对 这 个 积分 给 出 更 
大 的 范围 ,选择 更 远 的 界限 a 和 ,那么 我 们 从 同一 图 形 知道 方程 
(4) 的 右边 由 几 项 组 成 , 且 无 论 函 数 f(z) 是 怎样 的 , 它 都 使 积分 结 
果 成 为 有 限 的 。 

如 果 我 们 用 2z “= 代替 ,积分 限 是 一 X 和 十 X, 那 么 我 们 得 


到 类 似 的 结果 。 
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现在 必须 认为 我 们 所 得 到 的 这 些 结果 对 于 sinj 的 无 数 不 同 
函数 也 成 立 。 这 只 要 这 些 函数 得 到 交替 为 正 或 负 的 值 ,使 得 在 ) 无 
限 增加 时 面积 变 成 0 就 行 了 。 我们 可 以 改变 因子 -> ,也 可 以 改 


Verslin7 
变 积 分 限 ,并 且 我 们 可 以 假定 这 个 区 间 是 无 穷 的 .这 类 表达 式 很 一 
般 , 并 且 可 以 有 很 不 同 的 形式 。 我 们 不 可 能 耽误 在 这 些 展开 式 上 ， 
不 过 有 必要 展示 一 些 几何 作 图 的 应 用 ;因为 它们 无 疑 可 以 解决 在 
极 值 和 在 奇异 值 上 可 能 出 现 的 问题 ;它们 不 能 用 来 发 现 这 些 定理 ， 
但 是 它们 证 明 它 们 ,并 导出 它们 所 有 的 应 用 。 

424. ”我 们 还 必须 从 另 一 方面 来 考虑 同样 的 命题 。 如 果 我 们 
比较 与 在 环球 ,矩形 棱柱 和 圆柱 中 的 变化 热 运 动 有 关 的 每 一 个 
解 ,那么 我 们 看 到 ,我 们 不 得 不 用 如 象 

qb (pz) 十 ap( 127) 十 op p37) 十 
这 样 一 些 项 的 级 数 来 展开 一 个 任意 函数 f(z)。 

函数 5 在 方程 (4) 的 右边 是 一 个 余弦 或 正弦 , 它 在 此 由 一 个 与 
正弦 很 不 相同 的 函数 所 代替 。 数 后 ,mvw,… 不 再 是 整数 ,而 由 一 
个 超越 方程 所 给 出 ,这 个 方程 的 根 无 穷 多 , 且 都 是 实 根 。 

问题 在 于 求 系数 ,ez,o,……a% 的 值 ;它们 已 经 由 一 些 定 积 
分 而 得 到 ,这 些 定 积分 使 未 知 数 除 保留 一 个 外 ,其 余 的 都 消 掉 。 我 
们 现在 来 专门 考察 这 个 过 程 的 性 质 以 及 由 它 所 得 到 的 精确 结论 。 

为 了 给 这 个 考察 一 个 更 确定 的 目的 ,我 们 以 最 重要 的 问题 之 

-, 即 实心 球 中 变化 的 热 运动 的 问题 为 例 。 我 们 在 第 290 目 已 经 看 
到 ,为 了 满足 热 的 初始 分 布 ,我 们 必须 确定 方程 
xzE(z) = aisin(mz) 十 azsin( p27) 十 assin(HUsr) 十 … (e) 
中 的 系数 wm ,az ,43'**a;。 

函数 A(z) 是 完全 任意 的 ; 它 表 示 半 径 为 z 的 球 壳 的 已 知 初始 

温度 的 + 值 。 数 w,w…A 是 超越 方程 


415 


的 根 x。X 是 整个 球 的 半径,h 是 有 任 一 正午 的 已 知 系 数 ,在 我 们 更 
早 的 研究 中 我 们 已 严格 证 明 所 有 4 值 或 方程 (f) 的 根 是 实 根 ©。 这 
个 论证 由 方程 的 一 般 理论 导出 ,并 且 只 需 我 们 假定 知道 每 一 个 方 
程 所 可 能 有 的 虚 根 形式 就 行 了 .我 们 在 本 书 不 谈 及 它 , 因 为 它 的 作 
用 由 使 这 个 命题 更 加 显然 的 作 图 所 代替 。 此 外 ,在 确定 圆柱 体 中 变 
化 的 热 运 动 时 ,我 们 已 经 从 分 析 土 处 理 了 一 个 类 似 的 问题 (第 308 
目 )。 如 此 ,问题 在 于 发 现 vazvos,…a*… 的 数值 ,使 得 当 我 们 在 方 
程 (e) 的 右边 用 包含 在 0 到 全 长 X 之 间 的 任何 一 个 值 代替 + 时 , 它 
必然 等 于 zh(z)。 

为 了 得 到 系数 ,我 们 曾 用 arsinwz 乘 方程 (e), 然 后 在 界限 
xz 一 0 和 z 一 X 之 间 积 分 ,我 们 已 证 明 ( 第 291 目 ), 每 当 指标 ; 和 , 不 
同时 , 即 当 数 w 和 wj 是 方程 (f) 的 两 个 不 同 的 根 时 ,积分 


人 aaaurinwz 
就 取 0 值 ,由 此 得 到 , 当 定 积分 使 右边 除 包含 a 的 项 外 其 它 所 有 项 
都 消 掉 时 ,为 了 确定 这 个 系数 ,我 们 有 


Xx x 
了 dz[zF(z)sinwz] = a, 了 dzsinpizsinHiz 。 


在 方程 (e) 中 代入 系数 ;的 这 个 值 ,我 们 由 此 导出 恒 等 方 程 (2)， 


中 {科学院 研究 报告 ), 第 10 卷 ,巴黎 ,1831 年 ,第 119 一 一 146 页 , 载 有 伟 立 叶 的 
“关于 超越 方程 代数 分 析 原 理应 用 的 一 般 注 记 “(Remargues genéraics sr Papplication des 
Principes de Lanalyse algebrique aur equations transcendanies) 。 作者 表明 ,secz 二 0 的 虚 根 不 满足 方 


程 tanz=0, 因 为 对 于 它们 ,tanz=M1. 方程 tanr=0 仅 由 sinz=0 的 根 所 满足 ,这 些 根 
都 是 实 根 ， 还 可 表明 secz=0 的 虚 根 不 满足 方程 + 一 mtanz=0, 此 处 m 小 于 1, 不 过 这 个 
方程 恰好 由 方程 f(z) 一 zcosz 一 msinz 一 0 的 根 所 满足 ,这 些 根 都 是 实 根 。 因 为 ,如 果 f+1 
《7) ,fr(7),fr-i(7) 是 f(z) 的 三 个 连续 微分 系数 ,那么 .使 f,(z)==0 的 z 值 就 使 f+1(7) 
和 了 -1(z) 的 符号 相 异 。 因 此 ,根据 与 f(z) 及 其 连续 导数 的 符号 变化 数目 有 关 的 傅立叶 
定理 ,1(z) 不 可 能 有 虚数 。 一 一 A. F. 
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x 
fr da * aF (a)sinua 
2F(2) = Dsin Gz) 让 


dpsinwpsin 上 Ap 


在 右边 ,我 们 必须 对 ; 峰 巴 其 所 有 的 值 , 即 我 们 必须 依次 用 方程 
(f) 的 所 有 根 来 代替 ,积分 必须 相对 a 从 oa==0 取 到 a=X, 访 
积分 使 未 知 数 5 消 掉 。6 也 一 样 , 它 这 样 进入 分 母 , 使 得 项 sinwz 乘 
以 一 个 系数 wva 的 值 只 依赖 于 X 和 指标 i。 符 号 22 表示 在 对 i 给 
定 其 所 有 值 后 我 们 必须 写 下 所 有 项 的 和 。 

这 时 积分 提供 直接 确定 系数 的 一 个 很 简单 的 方法 ;但 是 我 们 
必须 仔细 考察 这 个 过 程 的 由 来 ,这 引出 如 下 的 注 记 。 

第 一 ,如 果 在 方程 (e) 中 我 们 省 略 了 一 部 分 项 ,例如 所 有 那些 
指标 为 偶数 的 项 ,那么 只 要 用 drsinuz 乘 这 个 方程 ,并 从 z= 0 到 
z 二 X 取 积分 ,我 们 仍然 得 到 a 的 相同 值 , 它 已 经 被 确定 ,我 们 因此 
建立 一 个 不 成 立 的 方程 ;因为 它 只 包含 一 般 方程 的 一 部 分 项 , 即 那 
些 指标 是 奇数 的 项 。 

第 二 ,在 确定 了 系数 后 我 们 所 得 到 的 ,并 且 与 (第 291 目 ) 所 说 
的 其 中 令 t=0 且 v=f(z) 的 方程 一 样 的 这 个 完全 方程 (e) 是 这 样 
的 , 它 使 得 如 果 我 们 对 z 给 定 包含 在 0 到 X 之 间 的 任 一 值 , 则 两 边 
必然 相等 ;但 是 正如 我 们 所 注意 到 的 ,我 们 不 能 得 出 结论 说 如 果 我 
们 在 为 左边 zF(z) 选 定 一 个 服从 于 连续 性 规律 的 函数 如 sinz 或 
cosz 时 对 z 给 定 一 个 不 包含 在 0 到 z 之 间 的 值 则 这 个 性 质 仍 然 成 
立 。- 一 般 地 ,综合 方程 (9 适用 于 包含 在 0 到 X 之 间 的 = 值 。 现在 
确定 系数 a 的 这 个 过 程 既 不 解释 为 什么 所 有 的 根 w 必须 进入 方 
程 (e) ,也 不 解释 为 什么 这 个 方程 只 与 包含 在 0 到 X 之 间 的 z 值 有 
关 5 

为 了 清楚 地 回答 这 些 问题 ,只 需 回 到 作为 我 们 分 析 基础 的 原 
理 上 来 就 够 了 。 

我 们 把 区 间 X 分 成 等 于 如 的 无 数 部 分 w 因 此 我 们 有 
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ndr 二 羡 , 用 f(z) 代替 zF(z) 后 ,我 们 用 有,f,f3,…f…f 表示 f(z) 
的 值 , 它 对 应 于 为 x 所 安排 的 值 dz,2dz ,3dz,…idz…ndz; 我 们 把 一 
般 方程 (e) 分 成 4 项 ,因此 个 待定 系数 a1,a2,a3,…ai…a, 进入 这 
个 方程 。 如 此 ,方程 (e) 表 示 "个 一 次 方程 ,我 们 应 当 通 过 用 z 的 
个 值 ,24r ,3dz,…ndz 代替 z 来 建立 这 些 方程 。 这 个 方程 的 方程 
组 包含 第 一 个 方程 的 f1, 第 二 个 方程 的 f., 第 三 个 方程 的 fs, 第 4 
个 方程 的 f.。 为 了 确定 第 一 个 系数 a1, 我 们 用 0 乘 第 一 个 方程 ,用 
oz 乘 第 二 个 ,用 os 乘 第 三 个 ,等 等 ,把 这 些 乘 过 的 方程 加 起 来 。 因 
子 ol ,ozvos,…o, 必须 以 这 样 的 条 件 来 确定 , 它 使 得 右边 含 o 的 所 
有 项 的 和 必须 为 0, 并 且 后 面 的 系数 a3,a4，,…a, 亦 如 此 。 这 时 把 所 
有 的 方程 相 加 ,只 有 系数 a, 进入 结果 ,我 们 有 一 个 确定 这 个 系数 
的 方程 。 然 后 我 们 重新 用 另 一 些 因子 P,Ppi,Ps,…p 分 别 习 所 有 的 
方程 ,并 这 样 确定 这 些 系数 ,使 得 只 把 这 些 方程 相 加 ,所 有 的 系数 
除 外 就 都 被 消 掉 。 这 样 我 们 就 有 确定 a; 的 方程 ,继续 类 似 的 运 
算 , 并 总 是 选择 新 的 因子 ,我 们 就 依次 确定 所 有 待定 系数 .显然 ,这 
个 消 元 过 程 正好 就 是 在 界限 0 到 X 之 间 积分 所 产生 的 过 程 。 第 一 
组 因子 01,02,03,…0, 是 dzsin (jp ,dz) ,drsin (yp, 2dr) ,drsin (yu, 3dz) 
“dzsin(pindz)。 一 般 地 ,用 来 消去 除 a; 外 的 所 有 其 它 系数 的 那 组 因 
子 是 zsin(wdz) ,drsin(p42dr) ,drsin(y3dr)…dzrsin(yndr)。 它 们 由 通 
项 dzsin (ux) 表示, 在 通 项 中 .我 们 依次 给 出 z 的 所 有 值 
dz,2dz,3dz adz。 

我 们 由 此 看 到 ,用 来 确定 这 些 系数 的 过 程 与 一 次 方程 中 的 一 
般 消 元 过 程 没什么 两 样 。 方 程 数目 a 等 于 待定 系数 cvaz ,as,…o, 
的 数目 , 且 和 已 知 量 f1,f2,f，,…*f, 的 个 数 相同 。 为 这 些 系 数 所 得 
到 的 值 是 按 必须 使 这 个 方程 能 同时 成 立 的 顺序 而 存在 的 值 , 即 
是 按 当 我 们 对 z 给 定 包含 在 0 到 和 之 间 的 这 个 值 中 的 一 个 时 方 
程 (e) 成 立 的 顺序 而 存在 的 值 ; 由 于 数 "是 无 穷 的 ,所 以 得 到 , 当 在 
每 一 个 中 所 代入 的 z 值 包含 在 0 到 和 之 间 时 ,左边 f(z) 必 然 与 右 
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边 相 等 。 
上 述 证 明 不 仅 适 合 于 形 如 
aisin(Mz) 十 azsin(pnzr) 十 assin (p37) 十 … 十 aisinp,r 
的 展开 式 , 并 且 , 在 保持 主要 条 件 , 即 保持 若 和 j 不 同 则 积分 
由 aas(uz)g(uz) 取 0 值 这 一 条 件 时 , 它 也 适合 于 可 以 代 香 


sin(wz) 的 所 有 函数 %wz) 。 

如 果 提 出 以 下 述 形式 
aicosT 4d2COS27 aiCOsir 
bsinr bzsin27 人 bcosir 


来 展开 f(z) ,那么 量 ww…4,… 是 整数 ,并 且 若 指标 ; 和 j 不 
同 则 条 件 


f(z) 一 4 十 


| dzcos(2ri Z)sin(27j TL) = 0 
上 zcos(27i T )sin(27j 文 ) = 


总 成 立时 ,我 们 通过 确定 系数 %' 而 得 到 第 206 页 的 一 般 方程 
(1 ), 它 与 第 418 目的 方程 (4) 相 同 。 

425. 如 果 我 们 在 方程 (e) 的 右边 省 略 与 方程 (f) 的 一 个 或 多 . 
个 根 wx 相对 应 的 一 个 或 多 个 项 ,那么 方程 (e) 一 般 不 成 立 。 为 了 证 
明 这 一 点 ,让 我 们 假定 方程 (e) 的 右边 少 一 个 含 uy 和 ;的 项 ,我 们 
可 以 用 因子 

dzsin (udr) vdzsin(M2dz) ,drsin( pu,3d7)*"*drsin( nndr) 
分 别 乘 这 个 方程 ;把 它们 相 加 , 则 右边 所 有 项 的 和 是 0, 因 此 所 
有 待定 系数 都 没有 留 下 。 左边 的 和 , 即 值 1,f2,fs…f. 分 别 乘 以 因 
子 

dzsin (Lidz) ,dzsin (Hi2dz) ,dzsin(Ji3dz)…dzsinCMndz) 
的 和 所 形成 的 结果 ;就 化 为 0。 这 样 ,这 种 关系 在 已 知 量 fi,f2,f*… 
刀 .之 间 必 然 存在 ; 且 它 们 不 能 看 作 是 完全 任意 的 ,这 与 假定 矛盾 。 
如 果 这 些 量 所 ,f2,fs…f, 取 任 何 值 , 则 所 说 的 这 种 关系 就 不 可 能 
存在 ,我 们 就 不 可 能 通过 在 方程 (e) 中 省 略 如 wsin(wz) 这 样 的 一 
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个 或 多 个 项 来 满足 所 提出 的 条 件 。 

因此 在 函数 f(z) 保持 待定 , 即 表示 与 包含 在 0 到 XX 之 间 的 z 
值 所 对 应 的 这 组 无 数 任意 常数 时 ,就 有 必要 在 方程 (e) 的 右边 引进 
诸如 wsin(ywz) 这 样 的 所 有 项 ,这 些 项 满足 条 件 


drsinursinur = 0， 
指标 i 和 j 是 不 同 的 ;但 是 ,如 果 碰 巧 函 数 f(z) 是 这 样 的 , 它 使 得 
个 量 刻 ,f,fs…f. 由 用 方程 

arsinnzf (2) =0 


所 表示 的 一 种 关系 联系 起 来 ,那么 显然 ,项 ajsinwz 就 可 以 在 方程 
(e) 中 略 去 . 

因此 ,有 类 函数 jz), 它 们 由 方程 (2? 的 右边 表示 ,其 展开 式 
不 含 与 某 些 根 < 所 对 应 的 一 些 项 。 例 如 ,有 我 们 省 略 指标 为 偶数 的 
所 有 项 这 样 的 情况 ;我 们 在 本 书 中 已 经 看 到 各 种 这 样 的 例子 。 但 
是 ,如 果 函 数 f(z) 具 有 一 切 可 能 的 普遍 性 , 则 这 不 成 立 。 在 所 有 这 
些 情 况 下 ,我 们 应 当 假定 方程 (e) 的 右边 是 完全 的 ,并 且 这 个 研究 
表明 哪些 项 因 它 们 的 系数 变 成 0 而 可 以 略 去 。 

426. 通过 这 个 考察 我 们 清楚 地 看 到 ,在 我 们 的 分 析 中 ,与 包 
含 在 0 到 XX 之 间 的 x 个 z 值 相对 应 ,函数 f(x) 表示 这 组 个 数目 
的 分 离 量 .并 且 这 个 量 取 实际 值 ,因而 不 是 任意 选取 的 无 穷 值 。 
除 一 个 其 值 已 知 的 外 ,所 有 这 些 量 都 可 以 为 0。 

可 能 碰巧 这 组 ”个 值 有 1,f2.f…f. 由 服从 于 一 条 连续 性 规律 
的 隙 数 来 表示 ,如 由 x 或 芭 .sinz 或 cosz, 或 一 般 地 ,由 $(z) 来 表示 ， 
曲线 CCO, 其 纵 坐标 表示 与 横 坐标 z 相对 应 的 值 , 且 在 从 z=0 到 zx 
三 XX 区 间 的 上 方 ,这 时 在 这 个 区 间 中 与 纵 坐标 为 6(z) 的 曲线 重 
合 ,由 前 面 的 规则 所 确定 的 方程 (e) 的 系数 a1,a2,a3…oa, 总 满足 这 
样 的 条 件 , 即 当 在 6(x) 和 在 方程 (e) 的 右边 作 代 换 时 .包含 在 0 到 
之 间 的 任 一 z 值 都 给 出 相同 结果 。 
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f(z) 表示 半径 为 x 的 球 沉 的 初始 温度 。 例 如 ,我 们 可 以 假定 
A(z) 二 bY, 即 初 始 热 与 从 圆心 为 0 到 表面 为 3 的 距离 成 正比 地 增 
加 。 在 这 种 情况 下 ,rF(z) 或 f(z) 等 于 和 ;对 这 个 函数 运用 确定 系 
数 的 规则 ,wr? 就 以 如 

asin(ynr) 十 azsin(Uorz) 十 assin(pz) 十 … 二 osin (px) 

这 样 的 一 些 项 的 级 数 展开 。 

现在 每 一 项 sin(ux) 在 根据 X 的 军 而 展开 时 都 只 含 奇 次 短 ， 
而 函数 好 是 一 个 偶 次 寡 。 很 值得 注意 的 是 ,这 个 函数 如, 在 表示 
从 0 到 XX 这 个 区 间 的 已 知 值 的 一 个 级 数 时 ,可 以 如 象 csin(wz) 这 
样 一 些 项 的 级 数 展开 。 

我 们 已 经 证 明了 这 些 结果 的 严格 精确 性 ,这 是 分 析 中 从 来 未 
曾 有 过 的 ,并 且 我 们 表明 了 表示 它们 的 命题 的 真实 意义 ,例如 我 们 
在 第 223 目 已 经 看 到 函数 cosz 以 多 重 弧 的 正弦 级 数 展开 ,使 得 在 
给 出 这 个 展开 式 的 方程 中 ,左边 只 含 变量 的 偶 次 等 ,右边 只 含 奇 次 
等 。 反 过 来 ,只 有 奇数 赛 进入 其 中 的 函数 sinz, 在 第 225 目 中 ,被 转 
换 成 只 含 偶数 客 的 余弦 级 数 。 

在 与 球 有 关 的 实际 问题 中 ,zr(z) 的 值 由 方程 (:) 展 开 。 如 我 们 
在 第 290 目 所 看 到 的 ,这 时 我 们 必须 在 每 一 项 中 写 上 含 :的 指数 
因子 ,为 了 表示 作为 > 和 + 的 函数 的 温度 ,我 们 有 方程 


esin(umap(o) 


jiaes (BY 


rt DsinCuz)e prin pin ep) 
给 出 这 个 方程 (5) 的 通 解 完全 与 函数 f(x) 的 性 质 无 关 , 因 为 
这 个 函数 在 这 里 只 表示 无 穷 多 的 任意 常数 ,这 些 任意 常数 与 包含 
在 0 到 XX 之 间 的 同样 多 的 z 值 相对 应 。 
如 果 我 们 假定 初始 热 只 包含 在 这 一 实心 球 的 一 部 分 中 ,如 包 
含 在 从 z=0 到 :一 去 x 的 部 分 中 , 且 顶 层 的 初始 温度 为 0, 那么 在 
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界限 + 二 0 到 z= 去 X 之 间 取 积分 
dasin (ua)fla) 
就 够 了 。 

一 般 地 ,由 方程 (8) 所 表示 的 解 适合 于 所 有 情况 , 且 展 开 式 的 
形式 不 随 函 数 的 性 质 而 变化 。 

现在 假定 在 用 sinz 代替 F(z) 之 后 ,我 们 用 积分 确定 了 系数 a.， 
并 且 我 们 建立 了 方程 

zsinz = aisinpar 十 azsinp27 十 assinysT 十 …。 

无 疑 ,只 要 对 z 给 定 包含 在 0 到 X 之 间 的 任 一 值 ,这 个 方程 的 
右边 就 等 于 zsinz; 这 是 我 们 的 方法 的 一 个 必然 结论 。 但 是 决 不 能 
由 此 得 出 在 对 z 给 定 不 包含 在 0 到 z 之 间 的 值 时 同样 的 性 质 仍然 
成 立 。 在 我 们 引用 过 的 例子 中 我 们 看 到 很 明显 的 反例 。 并且 , 除 特 
殊 情 况 外 ,我 们 可 以 说 ,组 成 这 类 方程 的 左边 且 服 从 于 一 条 连续 性 
规律 的 函数 , 除 z 值 包含 在 0 到 X 之 间 以 外 ,不 会 与 右边 所 表示 的 
函数 相同 。 

严格 说 来 ,方程 (是 一 个 恒等式 , 它 对 于 可 能 赋予 变量 z 的 
所 有 值 都 成 立 ; 如 果 我 们 对 变量 z 给 定 包含 在 0 到 久之 间 的 值 , 则 
这 个 方程 两 边 表示 与 一 个 已 知 函数 f(z) 重 合 的 某 个 解析 函数 。 至 
于 对 变量 包含 在 某 个 界限 之 间 的 所 有 值 都 重合 ,而 对 其 它 值 则 不 
同 的 这 些 函 数 的 存在 性 ,由 前 面 所 有 那些 内 容 证 明 , 并 且 这 种 考虑 
是 偏 微分 方程 理论 的 一 个 必要 因素 。 

此 外 ,显然 方程 (e) 和 (C5) 不仅 适用 于 其 半径 为 z 的 实心 球 ,而 
且 一 方面 表示 该 球体 构成 其 一 部 分 的 一 个 无 穷 延伸 固体 的 初始 状 
态 , 另 一 方面 表示 它 的 变化 状态 ; 当 我 们 在 这 两 个 方程 中 对 变量 z 
给 定 比 X 更 大 的 值 时 ,它们 就 指 这 个 无 穷 固 体 包 住 这 个 球体 的 屠 
些 部 分 。 


这 个 注 记 也 适用 于 用 偏 微 分 方程 来 解决 的 所 有 动力 学 问题 。 
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427. 为 了 把 由 方程 (B) 所 给 出 的 这 个 解 应 用 到 在 开始 时 只 
有 一 个 球 层 被 加 热 , 而 所 有 其 它 球 层 取 0 初始 温度 的 情况 中 去 ,我 
们 只 需 在 两 个 很 近 的 界限 c=> 和 =7* 十 :之 间 取 积分 


| usin(ua)ar(aw 就 够 了 ,> 是 受热 层 内 表面 的 半径 ,wu 是 这 个 薄 


层 的 厚度 。 
我 们 也 可 以 分 别 考虑 包含 在 界限 7 十 u 和 7 十 2u 之 间 的 另 一 

个 薄 层 初 加 热 的 合成 作用 ;如 果 我 们 把 属于 第 二 个 原因 的 变化 温 

度 加 到 在 第 一 个 薄 层 单独 受热 时 我 们 所 得 到 的 温度 上 去 ,那么 这 

两 种 温度 的 和 就 是 这 两 个 薄 层 在 同时 受热 时 所 产生 的 温度 。 为 了 

说 明 这 两 种 温度 的 联合 原因 ,只 需 在 界限 < 一 * 和 一 "十 2x 之 间 

取 积分 | ein(no)aF(a) 就 够 了 。 更 一 般 地 ,由 于 方程 (E) 可 以 和 

于 

Sin/sze— Ks 

| usinwpsinup 

的 形式 之 下 ,所 以 我 们 看 到 ,不 同 薄 层 加 热 的 整体 作用 是 各 部 分 作 


?= 让 da. aF (osinua >) 


用 的 和 ,我 们 可 以 假定 每 个 薄 层 单独 被 加 热 来 确定 各 部 分 的 作用 。 


同一 结论 可 推广 到 热 理论 的 所 有 其 它 问题 上 去 ;这 完全 可 从 方程 
的 性 质 导出 ,而 积分 形式 则 使 之 变 得 显然 。 我 们 看 到 ,包含 在 一 个 
固体 的 每 个 基 元 中 的 热 产 生 其 截然 不 同 的 作用 ,仿佛 那个 基 元 被 
单独 加 热 ,而 所 有 其 它 基 元 取 0 初始 温度 一 样 . 这 些 分 高 状态 在 笃 
种 意义 上 被 得 加 ,并 一 起 构成 这 个 一 般 温度 系统 。 

由 于 这 个 原因 ,必须 把 表示 初始 状态 的 这 个 函数 式 看 作 是 完 
全 任意 的 。 进 入 可 变温 度 表 达 式 的 定 积分 在 具有 和 受热 固体 一 样 
的 界限 时 清 地 表明 我 们 把 属于 每 个 基 元 初 加 热 的 所 有 部 分 作用 都 
统一 起 来 了 。 

428、 我 们 在 此 结束 几乎 完全 致力 于 分 析 的 这 一 节 。 我 们 所 
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得 到 的 积分 不 仅仅 是 满足 微分 方程 的 一 般 表达 式 ; 它 们 也 以 最 不 
相同 的 方式 表示 作为 问题 之 目的 的 自然 作用 。 这 是 我 们 一 直 在 考 
虞 的 主要 条 件 ,没有 这 个 条 件 ,研究 结果 在 我 们 看 来 就 只 是 一 些 无 
用 的 变换 。 当 这 个 条 件 被 满足 时 ,这 个 积分 准确 地 说 就 是 这 一 现象 
的 方程 ;和 一 条 曲线 或 一 个 曲面 的 有 限 方 程 使 我 们 知道 其 形状 的 
所 有 性 质 -- 样 , 它 以 同样 的 方式 清楚 地 表示 它 的 特征 和 过 程 . 为 了 
揭示 这 些 解 ,我 们 不 仅仅 只 考虑 积分 的 一 种 形式 ;我 们 还 希望 直接 
得 到 适合 于 问题 的 形式 .因此 ,表示 半径 已 知 的 一 个 球 中 的 热 运 动 
的 积分 与 表示 一 个 圆柱 体 . 乃 至 假定 半径 无 穷 的 一 个 球 中 的 热 运 
动 的 积分 是 非常 不 同 的 。 于 是 每 一 个 这 样 的 积分 都 有 一 个 不 可 能 
由 另 一 个 取而代之 的 确定 形式 。 如 果 我 们 希望 确定 所 讨论 的 物体 
中 的 热 分 布 ,那么 就 必须 运用 它 。 一 般 地 ,我 们 在 我 们 的 解 中 引进 
任 一 变化 都 会 使 它们 失去 表示 这 一 现象 的 基本 特征 。 

这 些 不 同 的 积分 可 以 互相 导出 ,因为 它们 是 共存 的 。 不 过 这 些 
变换 需要 很 长 的 运算 ,并 且 几 乎 总 是 假定 结果 的 形式 预先 知道 。 我 
们 首先 可 以 考虑 那些 体积 有 限 的 物体 ,然后 从 这 个 问题 过 渡 到 与 
无 界 固体 有 关 的 问题 上 去 。 这 时 我 们 可 以 用 一 个 定 积分 来 代替 由 
符号 之 /所 表示 的 和 。 因 此 这 就 是 在 本 节 开 始 时 所 说 的 方程 (o) 和 
(8) 相 互 依赖 。 当 我 们 假定 半径 无 穷 时 第 一 个 方程 就 变 成 第 二 个 
方程 。 反 过 来 我 们 也 可 以 由 第 二 个 方程 (8) 导 出 与 有 限 体积 园 体 
相关 的 解 来 。 

一 般 地 ,我 们 总 是 设法 用 最 简单 的 方法 得 到 每 一 个 结果 .我 们 
所 遵循 的 方法 的 主要 因素 如 下 ， 

第 一 ,我 们 同时 考虑 由 偏 微分 方程 所 给 定 的 一 般 条 件 和 完全 
确定 问题 的 所 有 特殊 条 件 ,并 进而 建立 满足 所 有 这 些 条 件 的 解析 
表达 式 。 

第 二 ,我 们 首先 看 到 这 个 表达 式 包含 有 未 知 数 进入 其 中 的 无 
数 项 ,或 者 它 等 于 包含 -- 个 或 多 个 任意 函数 的 一 个 积分 在 第 一 种 
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情况 下 , 即 当 通 项 受 符号 > 的 作用 时 ,我 们 从 特殊 条 件 得 到 一 个 
确定 的 超越 方程 ,这 个 方程 的 根 给 出 无 穷 多 个 常数 的 值 。 

当 通 项 变 成 无 穷 小 量 时 得 到 第 二 种 情况 ;这 时 级 数 和 变 成 一 
个 定 积分 。 

第 三 ,我 们 可 以 用 代数 基本 定理 甚至 用 问题 的 物理 性 质证 明 
这 个 超越 方程 的 所 有 根 都 是 实 根 , 旦 有 无 穷 多 个 。 

第 四 ,在 简单 的 问题 中 ; 通 项 取 正 弦 或 余弦 的 形式 ;定义 方程 
的 根 或 是 整数 或 是 实数 或 是 无 理 量 .它们 每 一 个 都 包含 在 两 个 确 
定 的 界限 之 间 。 

在 更 复杂 的 问题 中 , 通 项 呈 函 数 形式 , 它 隐 含 地 由 一 个 可 积 或 
不 可 积 的 微分 方程 所 给 出 。 不 管 怎样 ,定义 方程 的 根 存在 ,它们 是 
数目 无 穷 的 实数 。 必 然 构 成 积分 的 这 些 部 分 的 这 个 区 别 是 很 重要 
的 ,因为 它 清楚 地 表明 解 的 形式 和 系数 之 间 的 必然 联系 。 

第 五 , 剩 下 来 的 只 是 确定 依赖 于 初始 状态 的 常数 ;这 通过 无 数 
一 阶 方程 的 未 知 数 消 元 来 进行 。 我 们 用 一 个 微分 因子 来 乘 与 初始 
状态 相关 的 方程 ,然后 在 定义 的 界限 之 间 对 它 积分 ,这 些 界限 是 运 
动 在 其 中 得 以 实现 的 固体 的 最 普通 的 界限 。 

有 一 些 问题 我 们 通过 逐次 积分 而 确定 了 系数 ,如 在 那些 其 对 
象 是 驻 温 的 研究 报告 中 所 看 到 的 那样 。 在 这 种 情况 下 我 们 考虑 指 
数 积分 , 它 属于 无 穷 固 体 的 初始 状态 :不 难得 到 这 些 积分 9。 

由 这 些 积 分 得 到 ,除了 我 们 要 确定 其 系数 的 那个 项 外 ,右边 的 
所 有 项 都 消 掉 。 在 这 个 系数 的 值 中 分 母 变 成 0, 我 们 总 得 到 其 积分 
限 是 固体 界限 的 一 个 定 积分 , 它 有 一 个 因子 是 属于 初始 状态 的 任 
意 函 数 。 结 果 的 这 个 形式 是 必然 的 ,因为 如 果 固 体 的 每 一 点 都 已 单 
独 受热 ,其 它 每 一 点 的 温度 都 为 0, 那 么 作为 问题 之 对 象 的 变化 运 


外 参见 作者 在 (科学 普及 协会 通报 (1818 年 .第 1 一 一 11 页 ) 中 所 给 出 的 这 个 研 
究 报告 概要 的 第 1 节 。 一 一 A. 下 . 
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动 就 由 所 有 那些 单独 存在 的 运动 混合 而 成 。 

当 我 们 仔细 考查 用 来 确定 系数 的 积分 过 程 时 ,我 们 看 到 它 包 
含 一 个 完整 的 证 明 , 并 清楚 地 表明 结果 的 性 质 ,因此 毫 无 必要 用 其 
它 研究 来 检验 它们 。 

我 们 迄今 为 止 所 提出 的 问题 中 最 引 人 注 中 的, 并且 最 适合 于 
表明 我 们 全 部 分 析 的 ,是 圆柱 体 中 的 热 运动 问题 。 在 其 它 研究 中 ， 
系数 的 确定 需要 我 们 现在 仍 不 清楚 的 研究 过 程 。 然 而 必须 注意 的 
是 ,不 确定 这 些 系数 的 值 ,我 们 也 总 可 以 得 到 问题 的 精确 知识 和 作 
为 问题 之 目的 的 现象 的 自然 过 程 的 精确 知识 ;主要 想法 是 简单 运 
动 

第 六 , 当 所 寻求 的 表达 式 包含 一 个 定 积分 时 ,在 积分 符号 下 所 
安排 的 这 些 未 知 函 数 就 或 者 由 我 们 对 定 积分 的 任意 函数 式 所 给 出 
的 定理 来 确定 ,或 者 由 一 个 更 复杂 的 过 程 来 确定 ,在 第 二 部 分 可 以 
看 到 几 个 这 样 的 例子 。 

这 些 定理 可 以 推广 到 任意 个 变量 上 去 。 它 们 在 某 种 意义 上 属 
于 定 积分 的 一 种 道 方法 ;因为 它们 的 作用 是 在 符号 | 和 2 之 下 
来 确定 未 知 函数 ,这 些 函 数 必须 是 这 样 的 ;它们 使 得 积分 结果 是 一 
个 已 知 函 数 。 

不 管 方程 包含 有 限 或 无穷 小 的 莽 , 或 者 是 两 者 都 包含 ,同样 这 
些 原理 都 可 应 用 到 其 它 几何 问题 .普通 物理 学 问题 和 分 析 问 题 中 
去 。 

由 这 种 方法 所 得 到 的 解 是 全 解 , 且 由 通 积分 组 成 .不 可 能 有 别 
的 更 广泛 的 积分 .对 这 一 课题 所 提出 的 反对 意见 全 无 根据 ,此 处 没 
有 必要 讨论 这 些 意见 。 

第 七 ,我 们 说 过 ,每 一 个 这 样 的 解 都 给 出 适合 于 现象 的 方程 
因为 它 在 它 过 程 的 整个 范围 内 明显 表示 它 , 且 便于 用 来 在 数值 上 
确定 它 的 所 有 结果 。 

由 这 些 解 所 得 到 的 函数 由 许多 项 所 组 成 ,这 些 项 或 是 有 限 的 
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或 是 无 穷 小 的 :但 是 这 些 表达 式 的 形式 决 不 是 任意 的 ; 它 由 现象 的 
物理 特征 所 确定 。 由 于 这 个 原因 , 当 函 数值 与 时 间 有 关 的 指数 进入 
其 中 的 一 个 级 数 表示 时 . 它 必 然 如 此 ,因为 与 级 数 不 同 的 项 相对 
应 ,我 们 所 寻求 的 那些 规律 的 自然 作用 实际 上 被 分 解 成 不 同 的 部 
分 .这 些 部 分 表示 与 具体 条 件 相 一 致 的 许多 简单 运动 ;对 于 每 一 个 
这 样 的 运动 ,所 有 温度 都 降低 ,同时 保持 它们 的 初始 比 。 在 这 种 合 
成 中 ,我 们 不 应 当 看 到 微分 方程 线性 形式 的 一 个 分 析 结 果 , 而 应 当 
看 到 在 实验 中 变 得 明显 的 一 种 实际 作用 。 它 也 出 现在 我 们 考虑 使 
运动 消失 的 原因 的 动力 学 问题 中 ;然而 它 必定 属于 热 理论 的 所 有 
问题 ,并 且 确 定 我 们 为 得 到 它们 的 解 所 遵循 的 方法 的 性 质 。 . 
第 八 , 热 的 数学 理论 包括 :首先 ,所 有 分 析 因 素 的 精确 定义 ;其 
次 ,微分 方程 ;最 后 ,适合 于 基本 问题 的 积分 ,这 些 方程 可 以 由 几 种 . 
方式 得 到 ;同样 这 些 积分 可 以 通过 在 研究 过 程 中 引入 某 些 变 化 而 
得 到 ,或 者 其 它 一 些 问题 可 由 此 而 解决 .我 们 认为 这 些 研究 并 不 构 
成 不 同 于 我 们 自己 的 方法 :而 只 是 确认 和 增加 它 的 结果 。 
第 九 , 对 我 们 分 析 课 题 所 提出 的 反对 意见 是 ,在 确定 指数 的 这 
些 超 越 方程 有 虚 根 时 必须 运用 由 它们 所 产生 、 且 指明 部 分 现象 的 
周期 特征 的 一 些 项 ,然而 这 种 反对 意见 没有 根据 ,因为 事实 上 所 说 
的 这 些 方程 的 根 都 是 实 根 , 并 且 这 个 现象 没有 哪 一 部 分 是 周期 的 。 
第 十 ,据说 为 了 切实 解决 这 类 问题 ,必须 在 所 有 情况 下 都 借助 
”于 被 表示 成 一 般 的 某 种 积分 形式 ;而 且 第 398 目的 方程 (y) 就 是 在 
”这 种 意义 下 被 提出 的 ;但 是 这 个 区 分 是 没有 根据 的 ,单个 积分 的 使 
用 在 大 多 数 情况 下 只 会 起 到 使 研究 不 必要 地 复杂 化 的 作用 。 此 外 ， 
显然 这 个 积分 (y) 可 从 我 们 在 1807 年 为 确定 一 个 确定 半径 有 的 环 
中 的 热 运 动 而 给 出 的 积分 导出 ;这 只 需 给 定 R 无 穷 值 就 够 了 。 
第 十 一 ,人 们 曾 假 定 , 主 要 在 于 用 一 系列 指数 项 来 表示 积分 ， 
并 且 在 于 通过 初始 状态 确定 它们 系数 的 方法 ,不 能 解决 两 端 失 热 
不 等 的 棱柱 问题 ;或 者 至 少 这 样 以 长 长 的 运算 来 检验 可 以 从 积分 
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(y) 导 出 的 解 是 很 困难 的 。 我 们 通过 一 个 新 的 考查 会 看 到 ,我 们 的 
方法 直接 适用 于 这 个 问题 ,甚至 单个 积分 就 够 了 中。 

第 十 二 ,我 们 以 多 重 弧 的 正弦 级 数 展开 了 似乎 只 含 变 量 偶 次 
宕 的 函数 ,如 cosz。 我 们 用 收敛 级 数 或 定 积分 表示 了 不 同 函 数 的 分 
离 部 分 或 在 某 些 界限 之 间 不 连续 的 函数 ,如 测量 一 个 三 角形 纵 坐 
标的 函数 。 我 们 的 证 明 清楚 地 表明 这 些 方程 严格 成 立 。 

第 十 三 ,我 们 在 许多 几何 学 家 的 著作 中 看 到 类 似 于 我 们 所 运 
用 过 的 那些 运算 结果 和 过 程 . 这 些 都 是 一 种 一 般 方 法 的 特例 ,这 种 
一 般 方法 一 直 未 曾 建 立 ,为 了 在 了 娜 怕 最 简单 的 问题 中 确定 热 分 布 
的 数学 规律 都 必须 建立 这 种 一 般 方 法 。 这 个 理论 需要 一 种 适合 于 
它 的 分 析 , 它 的 一 个 重要 因素 是 分 离 函数 或 函数 各 部 分 的 解析 表 
达 式 。 

我 们 通过 一 个 分 离 函数 或 函数 的 部 分 而 了 解 一 个 函数 f(z) 
在 变量 包含 在 已 知 界限 之 间 时 取现 存 值 ,并 且 如 果 该 变量 不 在 
这 些 界 限 之 间 , 则 它 的 值 总 是 0。 这 个 函数 测量 一 条 曲线 的 纵 坐 
标 ,这 条 曲线 包括 任意 形式 的 一 条 有 限 弧 段 、 且 在 所 有 其 余部 分 与 
横 轴 重合 。 

这 种 运动 并 不 与 一 般 分 析 原 理 相 对 立 ;我 们 其 至 可 以 在 丹 尼 
尔 ，。 伯 努 利 , 柯 西 (Cauchy), 拉 格 朗 日 和 欧 拉 的 著作 中 找到 它 最 初 
的 痕迹 。 人 们 一 直 认 为 显然 不 可 能 用 多 重 弧 的 正弦 级 数 或 至 少 不 
能 用 三 角 函 数 的 收敛 级 数 来 表示 只 有 在 变量 的 值 包含 在 某 个 界限 
之 内 时 才 有 现存 值 .而 所 有 其 它 值 都 为 0 的 这 样 一 个 函数 .然而 我 
们 完全 澄清 了 分 析 的 这 个 要 点 ,并 且 同 样 无 可 争辩 的 是 ,分 离 函数 
或 函数 的 各 部 分 ,或 者 由 三 角 函 数 的 收敛 级 数 严格 表示 ,或 者 由 定 
积分 严格 表示 。 我 们 从 我 们 研究 的 开始 一 直到 现在 都 坚持 这 一 结 
沦 , 因 为 我 们 在 此 所 涉及 的 不 是 一 个 抽象 和 孤立 的 问题 ,而 是 与 最 


@ 参见 第 11 页 脚注 5 所 指 的 研究 报告 。 一 一 A.F- 
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有 用 和 最 广泛 的 思考 密切 相关 的 一 个 基本 考虑 。 在 我 们 看 来 ,没有 
任何 东西 比 几 何 作 图 更 适合 于 论证 这 些 新 结果 的 真实 性 ,更 适合 
于 提供 分 析 为 它们 的 表达 式 所 运用 的 明 彤 形式 。 

第 十 四 ,我 们 用 来 建立 热 的 解析 理论 的 这 些 原理 直接 适用 于 
液体 的 波 运动 研究 ,这 种 运动 曾 部 分 地 被 热烈 讨论 过 。 它 们 也 有 助 
于 弹性 片 .紧张 可 曲面 和 大 面积 平面 弹性 面 的 振动 研究 ,并 且 一 般 
可 用 到 依赖 于 弹性 理论 的 问题 上 去 。 我 们 从 这 些 原理 所 导出 的 解 
的 性 质 会 使 数值 应 用 变 得 容易 ,并 且 会 提供 清晰 明 彤 的 结果 而 不 
致 于 使 知识 依赖 于 不 可 能 实现 的 积分 或 消 元 ,这 些 结果 实际 上 确 
定 问题 的 目的 。 我 们 把 不 满足 这 个 基本 条 件 的 分 析 结果 的 每 一 个 
变换 都 视 为 多 余 的 。 

429. 第 一 ,我 们 现在 对 热 运动 的 微分 方程 给 出 一 些 注 记 。 

如 果 同 一 物体 的 栈 个 分 子 换 得 极 近 , 且 温度 不 等 ,那么 受热 多 
的 那个 分 子 在 某 一 时 刻 直 接 向 另 一 个 传递 一 定 的 热量 ;这 个 量 与 
其 极 小 温差 成 正比 : 即 如 果 这 个 差 翻 成 两 倍 、 三 倍 或 四 倍 的 , 且 其 
它 所 有 条 件 保 持 不 变 ,那么 所 传递 的 热 就 是 两 倍 :三 倍 或 四 倍 的 。 

这 个 命题 表示 一 个 一 般 和 不 变 的 事实 , 它 足以 用 来 作为 数学 
理论 的 基础 。 这 时 传递 方式 无 疑 是 已 知 的 ,而 与 关于 其 原因 的 性 质 
的 每 个 假定 无 关 , 并 且 这 种 传递 方式 不 可 能 根据 两 种 不 同 的 观点 
来 考察 。 显 然 ,这 种 直接 传递 在 所 有 方向 上 进行 ,并 且 除 两 个 极 近 
的 分 子 外 ,在 不 透 热 的 流体 或 液体 中 不 存在 这 种 传递 。 

在 任 一 体积 的 固体 内 部 和 在 这 些 物体 表面 的 热 运动 的 一 般 方 
程 是 前 面 命题 的 必然 结论 .如同 我 们 在 我 们 1807 年 的 第 一 份 研究 . 
报告 中 所 证 明 的 那样 ,它们 严格 由 它 导出 。 我 们 通过 一 些 引 理 不 难 
得 到 这 些 方程 ,这 些 引 理 的 证 明和 力学 基本 命题 的 证 明 一 样 精确 。 

通过 运用 积分 来 确定 一 个 分 子 从 它 周围 的 分 子 那里 所 得 到 的 
全 部 热量 ,这 些 方程 亦 可 从 同一 命题 导出 。 这 一 研究 不 存在 任何 困 
难 。 所 说 的 这 些 引 理 代替 积分 , 因 这 它们 直接 给 出 热流 的 表达 式 ， 
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即 给 出 过 任 一 截面 的 热量 的 表达 式 。 两 种 计算 显然 应 当 得 出 相同 
结果 ;由 于 在 原理 上 没有 差别 ,所 以 在 结论 中 不 可 能 有 任何 差别 。 

第 二 ,我 们 在 1811 年 给 出 了 与 表面 有 关 的 一 般 方程 。 如 同人 
们 认为 它 缺 乏 基础 一 样 , 它 不 从 特例 中 推出 , 它 也 不 可 能 从 特例 中 
推出 ; 它 所 表示 的 命题 具有 一 种 不 为 归纳 法 所 能 发 现 的 性 质 ; 我 们 
不 可 能 因 某 些 物体 而 确定 它 , 因 另 一 些 物体 而 忽视 它 ; 为 使 表面 状 
态 不 可 能 在 确定 时 间 内 历经 无 穷 变 化 , 它 必须 对 所 有 物体 而 言 . 在 
我 们 的 研究 报告 中 我 们 省 略 了 证 明细 节 , 因 为 它们 仅仅 在 于 已 知 
命题 的 应 用 ,在 本 书 中 给 出 原理 和 结果 就 够 了 ,正如 我 们 援引 的 研 
究 报 告 的 第 15 目 所 做 的 那样 。 根 据 同样 的 条 件 , 通 过 确定 位 于 表 
面 的 每 个 分 子 所 得 到 和 传递 的 全 部 热量 ,也 可 以 推出 所 说 的 一 般 
方程 。 这 些 很 复杂 的 运算 在 证 明 的 性 质 上 不 会 引起 什么 变化 。 

在 热 运动 的 微分 方程 研究 中 ,可 以 假定 物质 不 是 均匀 的 ,从 热 
流量 的 解析 表达 式 不 难 导出 这 个 方程 ;这 只 和 需 留 下 微分 符号 下 测 
量 热 导 素 的 系数 就 够 了 。 

第 三 ,牛顿 是 考虑 物体 在 空气 中 的 冷却 定律 的 第 一 个 人 ;他 对 
空气 以 恒定 速度 移动 所 采用 的 定律 随 温差 愈 小 而 愈 与 观察 一致 
如 果 温 差 无 穷 小 , 则 它 严格 成 立 。 

阿 蒙 通 (Amontons) 对 端点 受 确定 温度 作用 的 棱柱 中 的 热 产 生 
做 过 一 个 引 人 注 目的 实验 。 在 这 种 棱柱 中 温度 降低 的 对 数 定律 首 
次 由 柏林 科学 院 的 兰 贝 特 (Lambert) 给 出 。 毕 奥 (Biot) 和 拉 姆 福 德 
(Rumford) 用 实验 确证 了 这 条 定律 @ 

原来 ,为 了 发 现 变化 的 热 运 动 的 微分 子 方程 ,甚至 在 最 简单 的 


四 牛顿 在 他 的 “热度 温标 (Scala grodun caloris et frigris)[《 暂 学 会 报 》(Philoswphical 
Transoctins) ,1701 年 4 月 ,或 卡 斯 蒂 略 泌 (Castillioneus) 编 《作品 》(Opusculs) ,第 二 卷 ] 的 
文 未 暗示 道 , 当 一 个 铁 盘 在 均匀 流动 的 恒温 气流 中 冷却 时 ,在 相等 时 间 内 有 相等 最 的 
空气 与 这 块 金属 接触 ,并 且 带 走 与 这 块 铁 的 温度 超过 空气 温度 的 超出 量 成 正比 的 热 ; 
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情况 下 ,如 在 半径 很 小 的 柱 面 棱柱 的 情况 下 ,都 必须 知道 过 棱柱 极 
短 部 分 的 热量 表达 式 。 现 在 这 个 量 不 仅仅 与 界定 薄 层 的 两 个 截面 
的 温差 成 正比 。 我 们 以 最 严格 的 方式 证 明 , 它 也 与 薄 层 的 厚度 成 反 
比 , 即 如 果 同 一 棱柱 的 两 个 薄 层 厚度 不 等 ,如 果 在 第 一 个 中 两 基 面 
的 温差 和 第 二 个 中 的 一 样 ,那么 在 同一 时 刻 内 经 过 这 两 个 薄 层 的 


由 此 可 推出 这 块 铁 的 超出 温度 形成 一 个 几何 级 数 , 如 他 所 说 ,这 个 几何 级 数 常常 以 算 
术 级 数 出 现 。 通过 把 不 同 物质 放 在 这 块 受热 的 铁 上 , 当 这 块 铁 冷 却 时 ,他 得 到 这 些 物质 
的 熔点 。 

阿 蒙 通 在 他 的 “关于 从 1701 年 的 哲学 会 报 上 摘录 的 热度 表 的 注 记 ”( Remarques sur la 
Table de degrés de Chalewr ertraite des Transctions Philoophiques 1701 ,科学院 研 究 报 告 ), 巴 荧 ， 
1705 年 ,第 205 一 一 206 页 ) 中 说 ,他 沿 一 根 一 端 加 热 至 白 热 的 铁 棒 把 牛顿 实验 过 的 这 
些 物质 放 在 适当 的 点 上 而 得 到 它们 的 熔点 ;但 是 他 对 温度 沿 样 而 下 降 的 定律 作 了 一 个 
错误 的 假定 。 

在 《高 温 学 )(Pyrometrie, 柏 林 ,1779 年 ,第 185 一 -186 页 ) 中 , 兰 贝 特 把 牛顿 计算 的 
温度 和 阿 蒙 通 测定 的 距离 合并 ,发 现 一 端 受热 的 长 梯 中 的 温度 的 实验 定律 。 兰 贝 特 的 
著作 包含 对 直至 今日 的 热量 测量 进展 的 最 完整 的 论述 。 

毕 奥 ,( 矿 物 学 报 》(Journal des Mines) ,巴黎 ,1804 年 ,第 17 卷 ,第 203 一 一 244 页 。 拉 
姆 弗 德 ,科学院 研究 报告 X 数 理科 学 ) ,第 6 卷 ,巴黎 ,1850 年 ,第 106 一 一 122 页 。 

埃 里 克 森 (Ericsson ) 在 (自然 (Yahre) 第 6 卷 第 106 一 一 108 页 叙述 了 一 些 真空 中 
的 冷却 实验 ,对 于 从 华 拷 10* 到 100* 的 有 限 范围 的 超出 温度 , 它 表 明 非 常 接近 于 牛顿 的 
气流 中 的 冷却 定律 。 这 些 实验 不 足以 怀疑 杜 隆 和 珀 蒂 ( 综 合 工艺 学 校 学 报 ), 第 11 卷 ， 
或 (物理 学 和 化 学 年 鉴 ),1817 年 ,第 7 卷 ) 从 他 们 精心 设计 的 更 广泛 的 实验 所 导出 的 真 
空中 的 冷却 定律 。 但 是 , 埃 里 克 森 用 设计 精巧 的 量 热 计 所 做 的 关于 铁水 辐射 力 的 一 些 
其 它 实验 (自然 ), 第 5 卷 ,第 505 一 一 507 页 ) 似 乎 表明 ,对 于 真空 中 的 冷却 , 杜 隆 和 珀 
蒂 的 定律 完全 不 能 应 用 于 大 气 中 辐射 热 的 超 高 温 物 质 ,尽管 对 于 这 样 的 条 件 他 们 的 定 
律 简化 成 前 一 个 定律 , 

伟 立 叶 在 他 “关于 辐射 热 的 物理 理论 的 若干 问题 ”Questions sur la tkorie physique de la 
Claleur rayomaante《 物 理学 和 化 学 年 鉴 },1817 年 ,第 6 卷 ,第 298 页 ) 中 曾 发 表 过 一 些 关 
于 牛顿 冷却 定律 的 注 记 。 他 区 分 了 表面 传导 和 向 大 气 的 辐射 、 

牛顿 在 (热度 温标 ) 中 的 原始 论述 是 “Calor quem ferrum calefactum corporibus frigidis 
sibi contiguis dato tempore communicat ,hoc est Calor ,quem ferrum dato tempore amittit ,est ut 
Calor totus ferri”( 加 了 热 的 铁 在 一 定时 间 之 后 能 把 这 热 传 给 研 近 的 物体 ,这 就 是 说 铁 在 
一 定时 间 之 后 会 失 热 ,而 这 失去 的 热 好 象 是 铁 的 全 部 热 一 样 ) 。 这 假定 这 块 铁 是 完全 可 
导 的 ,并 且 周围 物质 处 于 0 度 。 和 前 面 一 样 ,这 只 能 由 他 后 来 的 解释 来 说 明 。 一 一 A. 
F.。 
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热量 与 厚度 成 反比 。 上 面 这 个 引 理 不 仅 适用 于 厚度 无 穷 小 的 薄 层 ;. 
它 也 适用 于 任意 长 度 的 棱柱 .热流 最 的 这 个 概念 是 基本 的 ,只 要 我 
们 还 没有 这 样 一 个 概念 ,我 们 就 不 能 对 这 种 现象 和 表示 它 的 方程 
建立 精确 的 概念 。 

显然 ,一 点 的 温度 的 瞬时 增 量 与 该 点 所 得 到 的 超过 它 所 失去 
的 热量 的 超出 量 成 正比 ,并 且 这 个 结果 必须 由 一 个 偏 微 分 方程 来 
表示 ,然而 ,问题 不 仅仅 在 于 宣布 这 个 命题 , 它 不 过 是 事实 罢了 ; 问 
题 在 于 实际 地 建立 这 个 微分 方程 ,这 需要 我 们 从 基本 原理 出 发 考 
虑 这 个 事实 。 如 果 我 们 不 是 运用 热流 量 的 这 个 精确 表达 式 而 是 省 
略 这 个 表达 式 的 分 母 , 那 么 我 们 会 由 此 产生 一 个 困难 ,而 这 个 困难 
决 不 是 问题 本 身 所 固有 的 。 如 果 我 们 从 改变 证 明 的 原理 开始 ,那么 
数学 理论 就 必然 出 现 类 似 的 困难 .这 样 , 我 们 不 仅 不 能 建立 微分 方 
程 ,而 且 再 没有 什么 东西 比 我 们 应 当 表 示 不 可 比 的 量 的 要 等 性 这 
样 一 种 命题 与 一 个 方程 更 矛盾 的 了 。 为 了 避免 这 个 错误 ,只 震 注 意 
一 下 前 面 引 理 的 论证 和 结论 就 行 了 (第 65、66、67 和 75 目 )。 

第 四 ,至 于 我 们 据 以 首次 推出 这 些微 分 方程 的 思想 .它们 都 是 
一 直 为 物理 学 家 们 所 承认 的 。 我 们 不 知道 谁 能 把 热 运 动 想 多 成 是 
由 使 不 同 部 分 分 离 的 表面 的 简单 接触 而 在 物体 内 部 所 产生 的 。 在 
我 们 看 来 ,这 样 的 命题 似乎 完全 没有 明确 的 意义 。 一 个 接触 面 不 可 
能 是 任何 物理 性 质 的 原因 ; 它 既 不 受热 ,不 变色 ,也 无 重量 . 当 一 个 
物体 的 某 一 部 分 把 它 的 热 传 给 另 一 部 分 时 ,第 一 部 分 有 无 数 质点 
对 第 二 部 分 的 无 数 质点 发 生 作用 .这 只 需 加 上 ,在 不 透明 物质 内 不 
是 很 近 的 点 不 可 能 直接 传递 它们 的 热 就 够 了 ;它们 所 发 出 的 热 被 
中 间 分 子 所 拦截 。 当 接触 中 的 薄 层 的 厚度 等 于 或 超过 从 一 点 所 发 
出 的 热 在 被 完全 吸收 前 所 越过 的 距离 时 ,这 些 薄 层 就 只 是 直接 传 
递 它 们 热量 的 薄 层 。 除 了 拨 得 极 近 的 质点 外 ,不 存在 直接 作用 , 正 
是 由 于 这 个 原因 ,热流 量 的 表达 式 具有 我 们 所 赋 子 它 的 形式 。 这 时 
热流 量 就 由 其 效应 被 加 起 来 的 无 数 作用 所 产生 ;但 是 , 既 使 它 仅 仅 
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只 由 温度 之 间 的 一 个 极 小 的 差 所 确定 ,也 不 能 由 此 推出 它 的 值 在 
单位 时 间 内 是 一 个 有 限 可 测 值 。 

当 一 个 受热 物体 在 一 种 弹性 介质 中 或 在 由 一 个 固体 沉 所 界定 
的 不 含 空气 的 空间 中 先 热 时 ,这 种 向 外 的 热流 量 无 疑 是 一 个 积分 ; 
它 也 属于 离 表面 很 近 的 无 数 质点 的 作用 ,我 们 在 前 面 曾 证 明 过 这 
种 聚集 决定 外 辐射 定律 @。 但 是 如 果 温 差 没有 有 限 值 那么 在 单位 
时 间 内 所 发 射 的 热量 就 是 无 穷 小 的 

物质 内 部 的 传导 力 比 在 表面 所 发 生 的 这 种 力 要 无 比 地 大 。 无 
论 这 个 性 质 的 原因 如 何 , 这 个 性 质 由 我 们 最 清楚 地 看 出 。 因 为 , 当 
棱柱 达到 其 不 变 状态 时 ,在 单位 时 间 流 过 一 个 截面 的 热量 严格 等 
于 通过 位 于 该 截面 之 外 .其 温度 比 介质 温度 高 一 个 有 限量 的 那个 
受热 面 的 所 有 部 分 所 失去 的 热量 如果 我 们 无 视 这 个 基本 事实 ,省 
略 热流 量 表达 式 中 的 除数 ,那么 既 使 对 于 最 简单 的 情况 也 不 可 能 
建立 这 个 微分 方程 ;更 何况 这 会 阻止 我 们 研究 一 般 方程 了 。 

第 五 ,此 外 ,有 必要 知道 棱柱 的 截面 积 对 所 得 到 的 温度 有 什么 
影响 。 既 使 这 个 问题 仅仅 是 线性 运动 问题 ,并 且 把 一 个 截面 的 所 有 
点 都 看 作 是 有 相同 温度 的 ,也 不 能 由 此 得 出 我 们 可 以 忽视 截面 积 ， 
并 把 只 属于 某 个 棱柱 的 结论 推广 到 其 它 楼 柱 上 去 。 不 表示 截面 大 
小 和 在 棱柱 顶端 所 产生 的 作用 之 间 的 关系 ,就 不 可 能 建立 精确 的 
方程 。 

我 们 不 打算 进一步 展开 对 导致 我 们 得 到 这 些微 分 方程 知识 的 
原理 的 考察 ;我 们 只 补充 ,为 了 确信 这 些 原理 的 有 效 性 ,有 必要 考 
虑 各 种 难题 ;例如 我 们 即将 指出 的 、 其 解 为 我 们 的 理论 所 需要 的 问 
题 , 这 是 我 们 很 早 就 注意 到 的 。 这 个 问题 在 于 建立 一 些微 分 方程 ， 
_ 当 和 温度 变化 混合 后 所 有 分 子 由 任 一 种 力 所 移动 时 ,这 些微 分 程 
表示 运动 流体 的 热 分 布 。 我 们 在 1820 年 间 所 给 出 的 这 些 方程 属于 


@ 《科学 院 研究 报告 ), 第 5 卷 ,第 204 一 208 页 。1811 年 提交 。 一 A.F 
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一 般 流体 动力 学 ;它们 完善 了 分 析 力 学 的 这 个 分 枝 。 

430.。 不 同 物体 所 具有 的 那 种 物理 学 家 谓 之 为 传导 性 (con- 
ductibity ) 或 助 导 性 (conducibility ) 的 性 质 , 即 容 热能 力 或 在 其 物体 
内 部 传导 它 的 能 力也 很 不 相等 。 尽 管 这 些 名 称 在 我 们 看 来 似乎 不 
准确 ,但 我 们 仍然 这 样 用 .这 两 个 名 称 ,特别 是 第 一 个 ,完全 是 根据 
比 仿 , 如 其 说 它 表示 传导 能 力 , 倒 不 如 说 表示 被 传导 的 能 力 。 

热 ,不 论 是 进入 还 是 逃逸 出 物体 ,都 以 或 大 或 小 的 能 力 贯 穿 不 
同 物质 的 表面 ,并 且 物 体 对 这 种 元 素 的 可 穿 透 性 是 不 等 的 , 即 它 在 
它们 之 中 以 或 大 或 小 的 能 力 从 一 个 内 部 分 子 传导 到 另 一 个 内 部 分 
子 。 我 们 认为 这 两 种 截然 不 同 的 性 质 可 以 用 穿 透 性 (penetrability) 


@ 见 (科学 院 研究 报告 ,第 12 卷 ,巴黎 ,1833 年 ,第 515 一 530 页 。 
除 一 种 不 可 压缩 流体 运动 的 这 三 个 普通 方程 和 相对 于 在 一 个 分 子 的 温度 为 9, 在 
时 间 t 经 过 点 z,y,z 的 速度 沿 其 方向 为 wvzvz 的 直 交 轴 的 连续 方程 外 , 传 立 叶 还 得 到 方 
程 
至 =K( 合 + 党 + 到 )- c( 羡 ao)+ 若 eo) + 总 coo))， 
如 下 所 述 ， 和 是 热 导 率 ， ye 
如 果 流 体 是 静止 的 ,那么 由 传 委 所 流 过 下 表面 4z4y 而 进入 其 对 顶 赐 角 为 (z,3,z)， 


(z 十 4z,g 十 49,z 十 4z) 的 平行 六 面体 的 热量 在 时 间 4 内 就 是 一 开 生 4z4rdt， 对 流产 生 的 
增益 是 十 Cdz4yd4t; 上 表面 :4z4y 有 一 个 相应 的 损耗 ;因此 整个 增益 旦 负数 ,是 
(一 人 到 十 Cug)4zdydt 相 对 z 的 变 分 , 即 增益 等 于 (K 58 一 C 苹 (w6))4z494zdi. 沿 y 和 z 


方向 的 增益 由 两 个 类 似 的 表达 式 表示 ;三 个 式 子 的 和 等 于 C 亿 4udzdy4z, 它 是 在 时 间 4 


内 在 体积 4z4y4z 中 的 增益 :因此 有 上 面 的 方程 。 

系数 天 和 C 随 温度 和 压力 而 变化 ,不 过 它们 通常 被 看 作 是 常数 。 抵 使 对 于 所 谓 的 
不 可 压缩 流体 ,密度 也 服从 微弱 温度 变 分 。 

可 以 注意 到 , 当 速度 wpvz 为 0 时 ,这 个 方程 就 转化 成 关于 固体 中 的 热流 量 的 方 
程 。 

还 可 以 注意 到 , 当 K 小 到 足以 可 以 忽略 不 计时 ,这 个 方程 的 形式 和 连续 方程 相 
同 。 一 一 A.F. 


434 


和 活 透 性 (permeability) 这 两 个 名 称 来 表示 也。 

重要 的 是 ,不 能 够 忽视 表面 的 穿 透 性 由 两 种 不 同 的 性 质 决定 ， 
一 种 与 外 部 介质 有 关 , 它 表示 由 接触 所 产生 的 传导 能 力 ; 另 一 种 在 
于 放射 或 容纳 辐射 热 的 性 质 . 至 于 渗透 率 , 它 是 每 一 种 物质 所 固有 
的 , 且 与 表面 状态 无 关 。 至 于 其 它 ,尽管 精确 定义 是 理论 的 真正 基 
础 ,然而 就 我 们 的 问题 而 言 , 名 称 却 没有 这 样 高 的 重要 性 。 

431. 最 后 这 个 注 记 不 能 用 在 记号 上 ,记号 对 微 积分 科学 的 
贡献 极 大 ,这些 记号 只 能 谨慎 地 提出 ,并且 只 有 经 过 长 期 考验 后 方 
可 接受 。 我 们 用 了 一 个 记号 来 指示 积分 符号 | 的 上 下 积分 限 ;在 
这 两 个 界限 之 间 变化 的 量 的 微分 紧 写 在 这 个 符号 之 后 。 

我 们 还 用 符号 2 表示 由 某 个 一 般 项 所 导出 的 一 些 数目 不 定 
的 项 的 和 ,在 一 般 项 中 ,指标 i 是 变化 的 。 如 果 有 必要 ,我 们 就 把 这 
个 指标 加 到 这 个 符号 上 ,在 这 个 符号 下 面 写 的 第 一 个 值 ,上 面 写 
最 后 一 个 值 。 这 个 记号 的 习惯 用 法 使 我 们 确信 它 的 有 效 性 。 特 别 
是 当 分 析 由 一 些 定 积分 所 组 成 且 积分 限 本 身 是 研究 对 象 时 尤其 如 、 
此 。 

432. 我 们 理论 的 主要 结果 是 固体 或 液体 中 热 运 动 的 微分 方 
程 和 与 表面 有 关 的 一 般 方程 。 这 些 方程 的 正确 性 不 以 热效应 的 任 
何 物理 解释 为 基础 。 在 我 们 为 设想 这 种 元 素 的 性 质 所 情愿 采纳 的 
任何 方式 中 ,不 管 我 们 把 它 看 作 是 从 空间 的 一 部 分 传 到 另 一 部 分 
的 特殊 物质 材料 ,还 是 认为 热 仅仅 是 运动 的 传递 ,我 们 都 总 会 得 到 
同样 的 方程 ,因为 我 们 所 作 的 假定 必须 表示 导出 数学 规律 的 一 般 
和 简单 的 事实 。 


名 ” 穿 透 性 和 渗透 性 ,在 傅立叶 的 第 一 个 例子 中 ,对 于 铸铁 的 情况 ,由 对 环 的 永恒 
温度 和 对 球 的 变化 温度 的 实验 来 确定 。 六 的 值 由 第 110 目的 方法 确定 以 的 值 由 第 297 
则 的 方法 确定 .《 科 学 院 研究 报告 ,第 5 卷 ,第 165.220 和 228 页 。 一 A.F. 
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由 两 个 温度 不 等 的 分 子 所 传递 的 热量 依赖 于 它们 的 温差 。 如 
果 差 是 无 穷 小 的 ,那么 所 传递 的 热 肯定 与 这 个 差 成 正比 ;所 有 实验 
都 严格 证 明 这 个 命题 。 现 在 ,为 了 建立 所 说 的 这 些微 分 方程 ,我 们 
只 考虑 无 穷 近 的 分 子 的 相互 作用 。 因 此 ,关于 与 物质 内 部 有 关 的 这 
些 方程 的 形式 不 存在 任何 的 不 确定 性 。 

如 我 们 所 说 ,不 管 我们 是 计算 固体 分 子 的 相互 作用 还 是 考虑 
介质 对 外 壳 所 施加 的 作用 ,与 表面 有 关 的 方程 都 表示 在 固体 边界 
的 法 方向 上 的 热流 量 肯 定 有 相同 值 。 前 一 个 值 的 分 析 式 很 简单 且 
完全 已 知 ;至 于 后 一 个 值 , 当 表 面 温度 超过 介质 温度 的 超出 量 是 一 
个 充分 小 量 时 , 它 明显 与 表面 温度 成 正比 。 在 其 它 情况 下 ,必须 把 
第 二 个 值 看 作 是 由 一 组 观察 所 给 定 的 ; 它 取决 于 表面 ,压力 和 介质 
的 性 质 ; 这 个 观察 值 应 当成 为 与 表面 有 关 的 方程 的 右 半 部 。 

在 几 个 重要 的 问题 中 ,最 后 举 出 的 这 个 方程 由 一 个 已 知 条 件 
所 取代 ,这 个 条 件 表示 或 不 变 、 或 可 变 、 或 周期 变化 的 表面 状态 。 

433. 热 运 动 的 这 些微 分 方程 是 与 平衡 和 运动 的 一 般 方 程 相 
类 似 的 数学 结论 ,并 且 和 它们 一 样 ,是 从 最 常见 的 自然 事实 中 导出 
的 。 : 
一 般 地 ,进入 这 些 方 程 的 系数 c,h 和 * 必须 被 看 作 是 变量 ,这 
些 变量 取决 于 温度 或 物体 的 状态 。 不 过 在 应 用 于 我 们 所 最 感 兴趣 
的 自然 问题 时 我 们 可 以 赋予 这 些 变量 明显 不 变 的 值 。 

第 一 个 系数 “ 随 温度 上 升 而 非常 缓慢 地 变化 。 这 些 变化 在 大 
约 30" 的 区 间 内 几乎 察觉 不 出 来 。 杜 烽 和 珀 带 教授 所 作 的 一 组 有 
价值 的 观察 表明 , 比 容量 (specific capacity) 的 值 随 温度 而 缓慢 地 增 
加 。 
测量 表面 穿 透 性 的 系数 是 最 可 变 的 , 它 恰好 与 一 种 复合 状 
态 相 联系 , 它 表示 或 通过 辐射 或 通过 接触 而 传递 给 介质 的 热量 , 因 
此 这 个 量 的 严格 计算 依赖 于 液态 和 气态 介质 中 的 热 运动 问题 。 但 
是 当 温度 的 超出 量 是 一 个 充分 小 量 时 ,观察 证 明 可 以 把 这 个 系数 
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值 看 作 是 常数 。 在 其 它 情况 下 ,不 难 从 已 知 实验 得 到 使 结果 充分 精 
确 的 校正 值 。 

无 疑 ,系数 ,渗透 性 的 量度 , 易 发 生 明显 的 变化 ;然而 在 这 个 
重要 的 问题 上 还 没有 一 组 实验 能 适当 地 告诉 我 们 热传导 的 能 力 怎 
样 随 温度 名 和 压力 而 变化 。 我 们 由 观察 看 到 ,这 个 性 质 在 很 大 一 部 . 
分 温标 中 可 以 看 作 是 不 变 的 .但 是 ,同样 的 观察 又 告诉 我 们 所 说 的 . 
这 个 系数 值 因 温度 的 增加 所 引起 的 变化 要 比比 容量 的 值 大 得 多 。 

最 后 ,固体 膨胀 率 , 或 增加 体积 的 趋势 ,在 所 有 温度 下 都 不 相 
同 ; 不 过 在 我 们 所 讨论 的 问题 中 ,这 些 变化 不 可 能 明显 改变 结果 的 
精度 。 一 般 地 ,在 由 热 分 布 所 决定 的 重大 自然 现象 的 研究 中 ,我们 
相信 可 以 把 这 些 系数 值 看 作 是 不 变 的 首先 ,有 必要 从 这 个 观点 出 
发 考虑 这 个 理论 的 结论 。 其 次 ,这 些 结果 与 那些 很 精确 的 实验 结果 
的 仔细 比较 表明 必须 运用 什么 样 的 校正 值 ,并 且 随 着 这 些 观察 依 
来 愈 多 和 和 愈 来 愈 精确 ,这 种 比较 会 对 理论 研究 给 出 进一步 的 扩展 。 
这 时 我 们 会 确定 改变 物体 内 部 热 运 动 的 原因 究竟 是 什么 ,这 个 理 
论 会 得 到 一 种 现在 不 可 能 得 到 的 完整 性 。 

光 热 ,或 伴随 炽热 体 所 放出 的 光线 的 热 ,贯穿 透明 固体 和 液 
体 ,在 经 过 一 个 明显 的 区 间 后 逐渐 在 它们 之 中 被 吸收 。 因 此 ,在 这 
些 问题 的 考察 中 不 可 能 假定 热 的 直接 作用 仅仅 只 被 传递 极 短 的 距 
离 。 当 这 个 距离 有 一 个 有 限 值 时 ,微分 方程 具有 一 种 不 同 的 形式 ， 
但 是 ,除非 这 部 分 理论 建立 在 我 们 还 没有 得 到 的 那些 实验 知识 的 
基础 之 上 ,否则 它 就 不 能 提供 有 效 的 应 用 。 

实验 表明 ,在 中 等 温度 上 ,很 少 一 部 分 暗 热 有 和 光 热 一 样 的 性 
质 ; 很 可 能 贯穿 固体 的 热 作用 被 传送 的 距离 不 完全 是 不 可 察觉 的 ， 
它 只 是 很 小 罢了 :但 是 这 在 理论 结果 中 不 引起 明显 差别 ,或 者 至 少 
这 种 差别 至 今 还 没有 被 观察 到 。 


@ 第 78 页 的 脚注 给 出 了 福布斯 实验 的 文献 。 一 A.F. 
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